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63      ,      6    •        m        •      Argand  statt  Argaad. 

139      ,       1     „     QDten    ,      Frisby  statt  Fresby. 
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Erster  Abschnitt 

Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  L 
Geschichte. 

A.    Biagrapbisoh-Literarisches. 
A.  Fayaro.     Sulla  interpretazione  matematica  del  pa- 

pirO  Bhind.    Mem.  di  Modena  XIX.  89-145. 

IKehe  F.  d.  H.  XL  1879  p.  1. 


A.  Marrs.     Do8  reglas  de  la  aritmdtica  de  los  Indos. 

Cron.  cient.  nL  153-155,  177-178. 


J.  L.  Hbibbrg.     Die  Kenntnisse   des  Archimedes  über 
die  Kegelschnitte.   Schiomiich  z.  xxv.  Hl.  a.  41-67. 

Der  Verfasser  beginnt  nach  einer  kurzen  Einleitung  mit  der 
TOD  ihm  bereits  in  seinen  Quaestiones  Archimedeae  aufgestellten 
Frsge^  ob  Archimedes  ein  selbständiges  Werk  über  Kegelschnitte 
gesebrieben  habe.  £r  hatte  dort  die  Frage  Terneint  und  giebt 
dqh  hier  im  §  2  der  Arbeit  die  Gründe,  welche  ihn  zu  dieser 
Ansieht  gef&hrt  haben.     Er   geht  dann  zu   seinem   eigentlichen 

P»rtKkr.  d.  Math.  XII.  1.  1 


2  I.  Abfchniit.    Geschichte  nDd  Philoiophie. 

Thema  über,  einer  Zusammenstellung  der  Sätze  von  den  Kegel- 
schnitten, die  Arcbimedes  bereits  vorgefunden.  Als  Eriteriam  gilt 
ihm  dabei,  dass  die  Sätze  entweder  von  Archimedes  ausdrücklich 
als  von  Früheren  bewiesen  bezeichnet  werden,  oder  stillschwei- 
gend von  ihm  als  bekannt  vorausgesetzt  und  benutzt  werden. 
Die  Zusammenstellung  dieser  Sätze  geschieht  so,  dass  zuerst  all- 
gemeine Sätze,  dann  solche  tlber  die  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel 
angeführt  werden.  Es  sind  an  allgemeinen  Sätzen  4,  über  die 
Ellipse  7,  die  Parabel  12  und  die  Hyperbel  8.  Wegen  der  Sätze 
selbst  muss  Referent  auf  die  Arbeit  verweisen.  Sodann  folgt  im  §  4 
eine  Besprechung  der  Erweiterungen,  die  die  Kegelschnittlehre 
durch  Archimedes  erfahren  hat.  Es  werden  hier  namentlich  eine 
Reihe  von  Sätzen  über  Parabelsegmente  zusammengestellt,  denen 
einige  Sätze  über  die  Ellipse  folgen.  §  5  endlich  enthält  zum 
Schluss  eine  Zusammenstellung  der  mit  Hülfe  von  Regelschnitten 
zu  lösenden  Aufgaben,  die  Archimedes  gekannt  hat  0. 


F.  GüSTAFSSON.      De    codicibus    Bo6tii    de    iDstitutione 
arithmetica  librorum  Bernensibus.  Act  Soc.  Fenn.  xi. 

H.  L. 


H.  Weissenborn.  Die  üebersetzung  des  Euklid  aus 
dem  Arabischen  in  das  Lateinische  durch  Adelhard 
von  Bath  nach  zwei  Handschriften  der  Königlichen 
Bibliothek  in  Erfurt.    Schiomilch  z.  xxv.  Suppl.  141-166. 

Gestützt  auf  die  beiden  Erfurter  Hanuscripte  sieht  sich  der 
Verfasser  in  der  Lage,  manche  der  von  Libri  und  Chasles  betreffs 
der  Adelhard'schen  Euklid  -  Üebersetzung  gemachten  Angaben 
richtig  zu  stellen.  Besonders  in  den  Beweisen  waltet  zwischen 
Adelhard  und  Campanus  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied  ob; 
die  selbständigen  Zusätze  des  Letzteren  fehlen  bei  Ersterem 
ebenfalls,  und  wenn  hiergegen  der  Umstand  zu  sprechen  schiene, 
dass  die  Nürnberger  Abschrift  der  Adelhard'schen  Üebersetzung 
eine  sehr  hübsche  Theorie  der  Stempolygone  enthält,  so  dttrfte 
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diese  Einschaltang,  vKe  Herr  Weissenbom  mit  Recht  annimmt, 
auf  Rechnung  des  Regiomontanus  zu  setzen  sein,  welchem  das 
fragliche  Exemplar  nachweislich  angehört  hat. 

Es  soll  jedoch  nicht  Terscbwiegen  bleiben,  dass  M.  Curtze 
(Deutsche  Literaturzeitnng  1881,  No.  14)  einen  schwer  wiegenden 
Einwand  gegen  die  Weissenbom^schen  Resultate  geltend  gemacht 
hat  Derselbe  besteht  darin,  dass  es  Adelhard- Handschriften 
giebt,  die  mit  gewissen  Campanus- Handschriften  sehr  genau  über- 
einstimmen, und  da  die  oben  erwähnten  Schlüsse  über  die  Nicht- 
übereinstimmung der  von  Adelhard  und  von  Campanus  aus- 
gegangenen Bearbeitungen  sich  nur  auf  eine  Druckausgabe  der 
letzteren  stützen,  so  rouss  jenen  Schlüssen  die  volle  Beweiskraft 
abgesprochen  werden.  Gr. 

A.  HOCHHBIM«      AI  Käfi  M  Hisäb.    III.     Halle  a.  S.  Nebert. 

Siehe  F.  d.  M.  XI.  1879  p.  7. 

H.  ScHAPiRA.  Mischnath  Ha-Midoth  (Lehre  von  den 
Massen)  aus  einem  Manuscripte  der  Mflnchener 
Bibliothek ,  bezeichnet  Cod.  Hebr.  36.,  als  erste  geo- 
metrische Schrift  in  hebräischer  Sprache  herausgegeben 
und  mit  einigen  Bemerkungen  versehen  von  Dr.  M. 
Steinschneider  (Berlin  1864);  in's  Deutsche  übersetzt, 
erläutert  und  mit  einem  Vorwort  versehen. 

SeUömilch  Z.  XXV.  Snppl.  1-54. 

Dem  Uebersetzer  lag  ein  früher  bereits  von  Steinschneider 
beschriebener  Sammelband  vor,  der  eine  Arithmetik  des  Levi 
ben  Gerson,  eine  hebräisch  -  arabische  Uebersetzung  des  Euklid, 
zahlreiche  astronomische  nnd  astrologische  Schriften  (grossentheils 
von  Abraham  bar  Ghija),  ein  zahlentheoretisches  Hanuscript  des 
Ibn  Jlsny  einen  Gommentar  znr  nikomachischen  Zahlenlehre,  eine 
Abhandlung  des  Simon  Mutut  ttber  Asymptoten^  Philosophisches 
und  Optisches  und  dann  auch  (als  sechstes  Stttck  unter  neunzehn 
Mammem)  den  uns  hier  beschäftigenden  geometrischen  Traktat 

1* 
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entbSlt.  Das  Alter  dieses  Traktates  anlangend  reicht  er  wahr- 
scheinlich über  das  achte  nachchristliche  Jahrhundert  hinauf. 
Inhaltlich  stimmt  er  so  auffallend  mit  dem  geometrischen  Theile 
des  berühmten  Werkes  tou  Mohammed  ben  Musa  ttberein,  dass 
es  scheint,  als  hätten  beide  Autoren,  der  Chowaresmier  wie  der 
Hebräer,  ein  und  dieselbe  Vorlage  bei  Abfassung  ihrer  Schriften 
benutzt.  Ftlr  das  Alter  der  Schrift  sprechen  auch  Vergleichungen 
mit  den  Lehrbüchern  des  Alkarkhi  und  des  Beha-Eddin,  insofern 
sich  diese  späteren  Araber  weit  mehr  durch  griechische  Muster 
beeinflusst  zeigen.  Doch  scheint  der  Verfasser  der  ^Lehre  von 
den  Massen^  auch  die  Geodäsie  des  Heron  gekannt  zu  haben, 
wenigstens  verwendet  er  zur  Berechnung  der  Fläche  F  eines 
Kreissegmentes  die  von  dem  Alexandriner  gegebene  N&hemngs- 
formel 

F=i-A(,+A)  +  ±-f 

WO  h  die  Sagitte,  s  die  Sehne  bedeutet  (S.  20).  Bemerkenswerth 
erscheint  auch  die  (S.  26)  ganz  originelle  Definition  des  recht-, 
spitz-  und  stumpfwinkligen  Dreieckes,  welche  an  die  drei  Re- 
lationen 

anknüpft.  Gr. 

S.   GOntheb.      Ein    mathematisch  -  geographisches     Do- 
kument aus  dem  zehnten  Jahrhundert.   Leopold,  xvi. 

Ein  jüdischer  Diener  des  Kalifen  Abdurrfaaman  IV.  in  Spa- 
nien, mit  dem  Namen  Chasdai  Ihn  Schafrut,  hatte  von  einem 
Reiche  am  kaspischen  Meere  gehört,  das  von  einem  israelitischen 
Volke  bewohnt  werde,  und  deshalb  an  den  Beherrscher  des 
Landes  ein  Schreiben  erlassen,  auf  das  ein  Antwortschreiben  des 
Chasuren-Chakans  Joseph  einging.  Beide  sind  bereits  publicirt 
Aber  dabei  ist  eine  mathematisch-geographische  Stelle  fortgelassen. 
Diese  findet  sich  nur  in  einem  russisch  geschriebenen  Werke  und 
in  einem  französischen  Werke  von  Garmoly  „Itinöraire  de  la  sainte 
terre^.  Um  diese  Stelle  zugänglicher  zu  machen^  wird  dieselbe, 
da  die   Beschreibung  der    Hauptstadt    auch  die    geographische 
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Breitenbestimmuog  derselben  enthält,  hier  in  einer  Ton  Herrn 
Znekennann  gefertigten  Uebersetzung  nebst  den  nöthigen  erläu- 
ternden Bemerkungen  publicirt.  0. 


M.  Stbinsobnbider.  Abraham  Ibn  Esra  (Abraham 
Judaeus,  Avenare).  Zur  Geschichte  der  mathemati- 
schen Wissenschaften  im  XII.  Jahrhundert. 

ScUomOch  Z.  XXV.  Sappl.  57-128. 

Es  giebt  zwei  unter  dem  Namen  ^Abraham  Judaeus^  be- 
kannte Gelehrte  des  Hittelalters,  Abraham  bar  Chija  und  Abra- 
ham ibn  Esra.  Die  Lebensverhältnisse  des  Letzteren  sind  nicht 
leicht  festzustellen,  da  er  ein  ruheloses  Wanderleben  ftihrte  und 
seine  Schriften  grossentheils  zweimal,  zu  verschiedenen  Zeiten 
und  an  verschiedenen  Orten,  publicirte.  Wahrscheinlich  ward  er 
zwischen  1093  und  1096  zu  Toledo  geboren.  Gestorben  ist  er 
um  1168,  angeblich  in  Rom.  Als  beste  Quelle  ist  ein  von  dem 
Granadenser  Moses  ibn  Esra  verfasstes  Gedicht  anzusehen,  aus 
dem  hervorgeht,  dass  Abraham  von  Toledo  sich  zuerst  nach 
Cordova  gewendet  haben  muss.  Was  ihn  von  dort  vertrieben, 
steht  ebensowenig  fest,  wie  Zweck  und  Ort  seiner  anderen  Reisen. 
Die  Sage  lässt  ihn  sogar  Indien  besuchen,  doch  ist  dies  jeden- 
falls nicht  richtig,  und  die  persönliche  Kenntnis  Abraham^s  vom 
Orient  dürfte  sich  nicht  über  Aegypten  hinaus  erstreckt  haben. 
Alle  authentisch  feststehenden  Schriften  des  vielgelehrten  Mannes 
rind  hebräisch  abgefasst,  die  ihm  unterlegten  arabischen  Texte 
mOssen  als  sehr  zweifelhaft  betrachtet  werden.  Auch  mit  der 
Kabbala  und  sonstigen  mystischen  Spekulationen  dürfte  sich 
Abraham  weit  weniger  tief  eingelassen  haben,  als  man  häufig 
angegeben  findet  Vielmehr  war  sein  Denken  und  Sinnen  durch- 
aas von  mathematischen  Begriffen  beherrscht,  so  dass  er  geo- 
metrische Vergleiche  und  Symbolisirungen  auch  in  Wissens- 
gebiete hineinträgt,  in  die  sie  strenge  genommen  nicht  gehören. 
So  geben  ihm  anlAsslich  seiner  Paraphrase  des  Exodus  die  so- 
genannten „Tetragrammata^  nin^  und  n^n«  Gelegenheit  zu  einem 
sehr  ausgedehnten   Exkurs   auf  das  Gebiet  der  Zahlentheorie, 


\ 
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wobei  auch  ein  ganz  interessaDter  geometrischer  Lehrsatz  mit 
unterläuft.  Aehnliches  gilt  von  dem  Buche  „ha-Schem%  worin 
u.  a.  drei  verschiedene  Zahlenwerthe  ftlr  das  Verhältnis  des  Kreis- 
umfauges  zum  Durchmesser  angeftthrt  und  geprüft  werden.  Ab- 
gesehen von  diesen  mehr  gelegentlichen  Bethätigungen  mathe- 
matischer Denkweise  giebt  es  nun  aber  auch  Schriften  von  spe- 
cifisch- mathematischer  Tendenz,  die  von  unserem  Abraham  ibn 
Esra  herrühren.  Da  ist  zuerst  zu  nennen  eine  Untersuchung 
ttber  die  Eigenschaften  der  ganzen  Zahlen  1  bis  9,  worin  der  Satz 

n»  +  (n+l)«  =  (n  +  2)'+(«+l)(«-3) 
vorkommt,  sodann  eine  umfassende  Arithmetik,  von  der  nahe  an 
zwanzig  Handschriften  in  verschiedenen  Bibliotheken  existiren; 
sie  stützt  sich  auf  die  „indische^  Arithmetik  und  scheint  auf 
das  Studium  der  Mathematik  in  den  Gelehrtenschulen  des  jüdi- 
schen Mittelalters  einen  mächtigen  Einfluss  ausgeübt  zu  haben. 
Auch  algebraische  Räthselfragen  und  Schachaufgaben  haben  den 
gelehrten  Mann  beschäftigt,  nicht  minder  kalendariographische 
und  astrologische  Untersuchungen.  Auch  die  in  des  Referenten 
Schrift  „Ziele  und  Resultate  der  neueren  mathematisch -histori- 
schen Forschung^  (Erlangen  1876)  enthaltene  Angabe,  dass  Ibn 
Esra  sich  mit  den  sogenannten  magischen  Quadraten  beschäftigt 
habe,  wird  von  Herrn  Steinschneider  (S.  98)  mittels  sorgfUtiger 
Quellennachweise  bestätigt  Gr. 


M.  CüRTZE.     Kurze  Replik  an  Heirn  Dr.  P.  Zebra wski. 

Granert  Arch.  LXIV.  432-434. 

Bezieht  sich  auf  die  Arbeiten,  die  in  den  F.  d.  M.  TU.  1871. 
p.  4  und  XL  1879.  p.  9  besprochen  sind,  und  enthält  eine  Ent- 
gegnung Herrn  Curtze's  auf  die  Angriffe,  die  Herr  Zebrawski 
hinsichtlich  der  Schreibweise  des  Namen  Witelo  gegen  Herrn 
Curtze  gerichtet  hatte.  O. 


M«  CuBTZB.     Die  Ausgabe  von  Jordanus'  ^De  nomeris 
datis^  durch  Professor  P.  Treutlein  in  Karlsruhe. 

Leopold.  XVI. 
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Im  zweiten  Hefte  der  „AbhandlungeD  zur  Geschichte  der 
MAtbematik^  findet  man  einen  von  Treutlein  besorgten  Abdruck 
des  algebraischen  Hauptwerkes  von  Jordanus  Nemorarius  (s.  F.  d. 
M.  XL  1879.  p.  34).  Da  dieser  Abdruck  sich  lediglich  auf  einen 
schwer  leserlichen  und  mannigfach  verderbten  Basler  Codex  stützte, 
so  entstanden  mehrfache  Unrichtigkeiten  des  Textes,  welche  nun- 
mehr durch  Herrn  Curtze  thunlichst  rectificirt  werden.         Gr. 


Ch.  Henry.  Prologus  N.  Ocreati  in  Helceph  ad  Adel- 
ardum  Batensem  magistrum  suum.  Fragment  sur  la 
multiplication  et  la  division  publik  pour  la  premiöre 

fois.    Schlömilch  Z.  XXV.  Sappl.  129-139. 

Wer  jener  Ocreatus  war,  dessen  logistisches  Schriftchen  Herr 
Henry  hier  zum  Drucke  befördert,  weiss  man  nicht  Der  Her- 
ausgeber schreibt  den  Namen  O'Creät  und  deutet  damit  auf  eine 
gälische  Abkunft  hin,  indess  will  es  uns  sehr  zweifelhaft  er- 
scheinen, ob  in  jener  frühen  Zeit  die  bekannten  irischen  Familien- 
namen schon  im  Gebrauche  waren.  Das  Wort  „Helceph^  hält 
der  bekannte  Historiker  Rodet  für  die  Verketzerung  eines  arabi- 
sehen  Wortes  AI  Kafl,  welches  in  der  wissenschaftlichen  Termi- 
nologie der  Araber  sehr  gebräuchlich  war  und  soviel  „als  gründ- 
liche Darstellung^  bedeuten  möchte.  Sachlich  erscheint  in  dem 
Bmcbstttck  die  Anwendung  der  Formel 

a'  =  (a-6)(a+6)+6« 
merkwttrdig,    welche  Ocreatus   dem  Nicomachus   abgeborgt  zu 
haben  scheint.  Gr. 


G.  BsRCHET.     II  planisfero  di  Giovanni  Leardo  1452. 

AtU  d.  Ist  Yen.  (5)  VL  639-642. 

Dieses  Planisphär  war  bis  vor  Kurzem  als  verloren  beklagt 
worden.  Der  österreichische  Consul  von  Pilat  war  so  glücklich, 
es  in  Venedig  wieder  aufzufinden,  und  Herr  Berchet  arbeitete 
einen  umfassenden  Bericht  darüber  aus,  von  dessen  Inhalt  wir 
hier  eine  kurze  Notiz  erhalten.     Ein  anderes,  1850  zu  Yicenza 
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entdecktes  Planisphär  Leardo's  weicht  von  dem  venetianischeB 
Exemplare  mehrfach  ab.  Die  Darstellung  des  PlaDetenlaofei 
scheint  dem  sogenannten  ägyptischen  System  entsprochen  zn 
haben.  Der  von  dem  italienischen  Kosmographen  angegebene 
Werth  ftar  die  Grösse  des  Erdumfanges  nähert  sich,  nattlrlidi 
nur  zufällig,  ganz  auffallend  der  Wahrheit.  Die  Kartenzeicbnang 
war  noch  sehr  unvollkonimen  und  an  die  Badkarten  des  Mittel* 
alters  erinnernd,  doch  sind  die  allerneuesten  Entdeckungen  nnd 
auch  die  Ergebnisse  der  von  den  Poli  unternommenen  Fahrten 
nicht  ganz  unberücksichtigt  geblieben.  Alles  in  Allem,  meint  der 
Referent,  stellt  sich  Leardo's  Kartenwerk  als  ein  grossartiges 
Zeugnis  des  Eifers  dar,  mit  welchem  während  des  15^  Jahr- 
hunderts zu  Venedig  die  mathematischen  und  geographisehen 
Wissenschaften  betrieben  wurden.  6r. 


L.   Rodet.     La   Souan-pan   des  Chinois   et  la   Banque 
des  argentiiers.    Bull.  s.  M.  F.  Viii.  158-169. 

Auf  Wunsch  des  Verfassers  hat  Herr  Arnold  Vissiöre,  ein 
junger  Sinologe,  neue  Materialien  zur  besseren  Kenntnis  der 
chinesischen  Mathematik  herbeizuschaffen  unternommen.  Zunächst 
handelt  es  sich  um  das  bereits  Ton  Biot  untersuchte  Werk  „Soaan- 
fa-thong-thong^  (Allgemeine  Zusammenstellung  der  fiechnungs- 
regeln),  welches  dem  15^°  nachchristlichen  Jahrhundert  entstammt 
Die  Berechnungen  werden  in  diesem  Buche  durchweg  mit  Hülfe 
des  Suan-pan,  des  bekannten  ostasiatischen  Rechenbrettes,  aos- 
gefllhrt,  von  dessen  Einrichtung  und  Gebrauch  der  Verfasser  eine 
detaillirte  Beschreibung  liefert.  Bei  der  Quadratwurzelausziehang 
bedienten  sich  die  Alten ,  und  ebenso  die  Chinesen,  nicht  der 
Formel  (a  +  x)*  =  a*  +  2ax-\-x*j  sondern  einer  geometrischen 
Versinnlichung,  welche  man  am  besten  in  Cantor's  „Vorlesungen 
über  Geschichte  der  Mathematik""  (I.  Band,  S.  420)  dargestellt 
findet  Ebendort  wird  auch  (S.  587)  erwähnt,  dass  die  Chineaen 
fbr  die  Ausziehung  höherer  Wurzeln  sich  bereits  des  (Pascal- 
schen)  arithmetischen  Dreieckes  bedient  hätten,  indess  hat  Herr 
Rodet  Recht,  wenn  er  tadelt,  dass  die  charakteristische  Form,  in 
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wdeher  jenes  Zahleii8cheiiia  auftritt,  bisher  unbeachtet  gelassen 
worden  sei.  Ob  man  auch  auf  die  Rechnungen  „vom  falschen 
Satze^  (el-khatain  bei  den  Arabern)  den  instrumentalen  Apparat 
angewandt  habe,  muss  Tor  der  Hand  dahingestellt  bleiben.  Der 
zweite  Theil  der  Abhandlung  bandelt  über  die  grosse  Analogie, 
welehe  zwischen  dem  maschinellen  Rechnen  der  Chinesen  und 
dem  ^Rechnen  auf  der  Linie'^  der  älteren  europäischen  Arith- 
metiker obwaltet  Gr. 


A.  Marrb.  Deux  nouvelles  lettres  math^matiques  in- 
^ites  du  P.  Jaquemet  de  rOratoire,  de  la  maison 
de  Vienne  (Dauphinde).    Darboux  BnU.  (2)  iv.  200-207. 

Abdruck  zweier  Briefe  des  Pater  Jaquemet,  der  im  vorigen 
Bande  des  Jahrbuches  p.  17  erwähnt  wurde,  an  den  Pater  Rey- 
nean.  Es  handelt  sich  in  denselben  um  die  Bestimmung  einer 
unteren  Grenze  ftlr  die  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung. 

0. 


S.  Gonthbr.     Der  Wapowski-Brief  des  Coppernicus  und 
Werner's  Tractat  über  die  Präcession.   Mitth.  des  Copp.  v. 

Heft  IL 


C.    Malagola.      Der    Aufenthalt    des    Coppernicus    in 
Bologna.     In's  Deutsche  übersetzt  von  M.  Curtze. 

Thoni.    Larabert. 


A.  Favaro.  Le  aggiunte  autografe  di  Galileo  al  Dialogo 
sopra  i  due  massimi  Sistemi  nelF  esemplare  posseduto 
dalla  biblioteca  del  Semiuario  di  Padova.  Modena  socieu 

Tipografica  (ADtica  Tipografia  SoliaDi)  1880.,  Mem.  di  Modena  XIX. 
245-277. 

Wesentlich  der  Eifer,  mit  welchem  die  deutsche  Coppernicus- 
Forschung  nach  schriftlichen  Aufzeichnungen  ihres  Helden  suchte, 
bewog  den  Herausgeber  dieser  interessanten  Reliquien,  das  An- 
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denken  Galilei's  in  ähnlichem  Sinne  zu  ehren.  Die  als  solche  gut 
beglaubigten  Noten,  welche  der  grosse  Forscher  eigenhändig  in 
das  jetzt  zu  Padua  aufbewahrte  Exemplar  der  „Grespräche^  (ge- 
druckt 1832)  eintrug,  lassen  sich  in  drei  Gruppen  sondern:  Ge- 
danken, welche  dem  aufmerksamen  Leser  beim  Studium  des 
Werkes  kommen  konnten,  deren  Gegenstand  jedoch  zum  Inhalte 
jenes  nicht  in  unmittelbarer  Beziehung  stand,  Zusätze  materieller 
Natur  und  endlich  Correkturen.  Wir  führen  hier  nur  einige 
der  bemerkenswerthesten  Anmerkungen  an.  Dahin  gehört  eine 
sehr  richtige  Warnung  an  die  Theologen,  die  es  in  ihrem 
ketzerrichterlichen  Eifer  wohl  noch  dahin  bringen  würden,  beute 
die  coppemicanische  und  morgen  die  ptolemäische  Weltordnung 
für  ketzerisch  zu  erklären.  Hierher  gehört  ferner  eine  kleine 
kinematische  Bemerkung  über  zwei  in  gleichem  Sinne  sich  drehende 
concentrische  Kreise;  Galilei  wendet  sich  damit  gegen  Scheiner's 
Erklärung  der  Sonnenflecken.  In  einem  Anhang  zieht  der  Heraus- 
geber einen  kritischen  Vergleich  zwischen  den  drei  vorhandenen 
Ausgaben  Galilei'scher  Werke,  der  ursprünglichen,  der  von  dem 
berühmten  Meteorologen  Toaldo  gegen  Ende  des  vorigen  Jahr- 
hunderts besorgten  und  der  allemeuesten  von  AlbSri,  welcher 
nicht  durchaus  zu  Gunsten  der  letzteren  ausfällt.  Gr. 


A.  Favaro.     Bagguaglio  dei  manoscritti  Galileiani  nella 
biblioteca  nazionale  di  Firenze.  Atti  d.  lat.  Ven.  (ö).v.  847-855. 

Vorläufiger  Bericht  über  wichtige  bibliographische  Ent- 
deckungen, welche  Herrn  Favaro  gelungen  sind,  und  von  wel- 
chen das  „Jahrbuch^  noch  mehrfach  zu  berichten  haben  wird. 

Gr. 


P.  Gilbert.      Examen    des   publioations    r^entes    sur 

Galilde.    R.  Q.  8.  Vn.  255-276. 

Kritische  Besprechung  der  Schriften  von  Wolynski,  R.  Wolf, 
Wohlwill  und  Grisar.  Mn.  (0.). 
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E.  Wohlwill.    Erklärung  und  Abwehr.  SchiömUch  z.  xxv. 

Hl.  A.  185-190. 

Der  Verfasser  yertheidigt  sieb  gegen  Angriffe  and  Verdäch« 
tigungen  des  Herrn  Gilbert  in  einem  Artikel  der  Januarnummer 
der  Revue  des  questions  scientifiques.  Es  handelt  sieh  um  die 
Auslegung  einer  Stelle  über  das  examen  rigorosum  in  dem  Saero 
Arsenale  und  betrifft  den  Galilei'schen  Process.  0. 


F.  DvoRSKT.     Neues  über  J.  Kepler.   Prag.  Otto. 

Enthält  Briefe  von  und  an  Rudolf  II.  ete.,  nebst  Angaben 
über  die  Entstehung  dieser  Briefe.  Siehe  Grunert  Arch.  LXVI. 
Lit  Ber.  CCLXIV.  0. 


B.  BoNCOMPAGNi.      Intorno  ad  un  trattato  di  aritmetica 
del  F.  D«  Smeraldo  Borghetti  Lucchesse.  Boocompagoi  Ball 

Xin.  1^7,  121-201,  245-308. 

Da  diese  umfassend  angelegte  Monographie  noch  nicht  zu 
ihrem  Abschlüsse  gelangt  ist,  so  muss  ein  eingehendes  Referat 
dem  nächsten  Jahrgang  yorbehalten  bleiben.  Gr. 


F.  Ritter.     ^A  propos  d'une  lettre  de  Fermat  sur  le 
fameux  probl&me  d'Adrien  Bomain,  r&olu  par  F.  Yihte. 

Darboux  BuU.  (2)  IV.  171-182. 

Uebersetzung  eines  Briefes  von  Fermat  aus  der  Arbeit  von 
C.  Henry  im  Boncompagni  Bull.  XII.  735-737,  über  die  im 
Yorigen  Bande  des  Jahrbuchs  p.  16  referirt  worden  ist. 

0. 


P.  Gilbert.     Extrait  d  une  lettre  k  M.  Darboux. 

Darboux  Ball.  (^  lY.  317-318. 

Herr  Ritter  hatte  in  der  obigen  Arbeit  den  Wunsch  aus- 
gesprochen! ^^^  die  Liste  der  Mathematiker  der  ganzen  Welt,  die 
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sich  in  der  Vorrede  eines  Werkes  von  Adrianus  Romanos  (Ideae 
mathematicae  pars  prima  sive  methodus  polygonam  etc.  Ant- 
werpen 1593)  findet,  abgedruckt  werde.  Dies  geschieht  hier 
wenigstens  mit  den  bekannteren  Namen.  O. 


Fragments  inddits  de  Pascal.   B.  Q.  s.  V.  693-698.  1879. 

Brief  Ton  Antoine  Labouöre,  der  die  Copie  eines  Briefes  von 
Pascal  enthält,  in  welchem  derselbe  anerkennt,  dass  dieser  in 
der  ^Histoire  de  la  Roulette^  so  böse  mitgenommene  Jesuit  manche 
httbsche  Sätze  tlber  diese  Curve  gefunden  habe.      Mn.  (0.) 


E.  Narducci.  Notizie  di  libri  relativ!  alle  matematiche 
posseduti  dalla  Biblioteca  Alessandrina  e  non  citati 
dal  Conte  Giovanni  Maria  Mazzuchelli  nella  parte 
stampata    della    sua    opera    intitolata    ^Gli    scrittori 

d'Italia^.     Boocompagoi  Ball.  XlII.  369-378. 

Mazzuchelli,  geboren  in  Brescia  am  28.  October  1 707  und  dort 
gestorben  am  19.  November  1765,  hatte  ein  Werk  begonnen,  das 
alle  italienischen  Schriftsteller  und  Werke  in  alphabetischer  Ord- 
nung zusammengestellt  enthalten  sollte.  Von  diesen  sind  indess 
nur  die  Buchstaben  A  und  B  in  2  Folio-Bänden  gedruckt  vor- 
handen, während  der  Buchstabe  C  druckfertig  sich  im  Vatikan 
als  Manuscript  findet  Die  vorliegende  Notiz  enthält  Ergänzungen 
für  die  Buchstaben  A  und  B.  O. 


Ch.  Henry.    Memoire  de  Lc^onard  Euler,  publik  confor- 
m^ment  au  manuscrit  autographe.    Oarboax  Ball.  (2)   iv. 

207256. 

Das  Manuscript,  welches  hier  unter  dem  Titel:  „Considöra- 
tions  sur  quelques  formules  integrales  dont  les  valeurs  peuvent 
Stre  exprim^es  en  certains  cas  par  la  quadrature  du  cercle^ 
abgedruckt  ist,  wird  auf  der  Bibliothöque  Nationale  zu  Paris  auf- 
bewahrt; es  besteht  aus  16  auf  beiden  Seiten  beschriebenen  Folio- 
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buttern,  ging  aas  dem  Besitz  von  Lagrange  an  Lacroix  ttber, 
der  es  der  Bibliothek  schenkte.  Auf  dieses  Schriftstttck  bezieht 
sieh  wahrscheinlich  eine  Stelle  von  Libri,  in  der  er  erwähnt,  dass 
Laeroix  eine  Formel  daraus  entlehnt  habe.  Die  Abhandlung  ent- 
hiUt  sehr  ergiebige  Studien  über  Transformationen  derjenigen 
bestimmten  Integrale,  welche  sich  in  P-Funotionen  darstellen 
lassen.    Doch  werden  letztere  nicht  eingeftlhrt  H. 


6.  Embström.     Cartas  in^itas  de  Bernoulli  k  Euler. 

CroD.  cient.  III.  329-335,  353-357,  377-382. 

Siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  18. 


6.  Govi.      Sur   quelques   lettres  inödites  de  Lagrange 
publikes  par  M.  Balthasar  BoncompagnL   Noay.Ann.  (2) 

XDL  421-428. 

Uebersetzung  des  Berichtes,  den  Herr  Goyi  in  der  Sitzung 
der  Akademie  zu  Neapel  am  5.  Juni  1880  über  die  vom  Fürsten 
Boneompagni  veröfientlichten  11  Briefe  Lagrange's  erstattet  hat. 
(Sidie  F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  8.).  M. 


0.  LoRBNzoNi.     Un   facsimile  di  alcune  lettere  inedite 

di  Lagrange.     Atti  d.  lit.  Ven.  (5)  V.  453-455. 

E.  Schering.  Briefe  von  Lagrange  an  Euler,  Laplace 
und  ^Canterzoni  in  Photolithographieu  veröffentlicht 
von   B.  Boneompagni.    Gott.  Nachr.  1880.  489-491. 

Bemerkungen  bei  Gelegenheit  der  Uebergabe  der  vom 
Pursten  Boneompagni  besorgten  Herausgabe  der  Briefe  von 
Lagrange  an  Euler,  die  schon  früher  besprochen  worden  sind. 

0. 


E.  Schering,     ^i^i^f^  der  Sophie  Germain  an  Gauss  in 
Photolithographie  veröffentlicht  von  B.  Boneompagni. 

Qött.  Nachr.  1880.  367-369. 
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Bei  Oelegenheit  der  Uebergabe  dieser  Briefe  an  die 
Gesellschaft    der  Wissenschaften    giebt    Herr    Schering   einige 
Notizen  über  dieselben.  O. 


G.  DB  CouRCEL.    Avertissement.    LiouvUie  J.  (3)  VL  7-io. 

S.  Gbrmain.     Memoire  sur  Temploi  de  l'^paisseur  dans 
la  thdorie  des  surfaces  4Iastiques.  Lionville  J.  (3)  vi.  ii-64. 

Die  hier  abgedruckte  Arbeit  Sophie  Germain's  war,  wie  ans 
der  einleitenden  Bemerkung  des  Herrn  de  Courcel  hervorgeht,  bisher 
noch  nicht  gedruckt.  Sie  war  der  Akademie  am  8.  März  1824 
durch  Fourier  übergeben  worden.  Die  zur  Kenntnisnahme  ge- 
wählte Commission  bestand  aus  Laplace,  Proney  und  Poisson. 
Herr  Courcel  giebt  noch  Notizen  über  die  weiteren  Schicksale 
des  Manuscriptes.  Auf  den  Inhalt  der  Arbeit  selbst  wird  in  Ab- 
schnitt XI.  Cap.  1  eingegangen  werden.  O. 


A.  Genocchi.     II  carteggio  di  Sofia  Germain  e  Carlo 
Federico  Gauss.   Atti  di  Torino  XV.  795-808. 

Enthält  Notizen  über  das  Leben  Sophie  Germain's  (geboren 
1.  April  1776  zu  Paris,  gestorben  1831)  und  eine  eingehende 
Besprechung  des  Inhalts  der  einzelnen  Briefe  zwischen  ihr  und 
Gauss.  O. 


E.  Maillt.     Notice  sur  Emest  Qaetelet.   Add.  de  Beig.  i880. 

169-216. 

Emest  Quetelet,  der  Sohn  des  berühmten  Statistikers  Adolf 
Quetelet,  ist  geboren  zu  Brüssel  am  7.  August  1826  und  gestorben 
am  6.  September  1878  zu  Ixelles.  Man  verdankt  ihm  als  Mathe- 
matiker eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  der  Brennpunkte« 
als  Astronomen  einen  Catalog  der  Sterne  mit  eigener  Bewegung, 
die  wenigstens  ein  Zehntel  einer  Secunde  beträgt. 

Mn.  (O.) 
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6.  Basso.     Cenni  biografici  su  Silvestro  Gherardi, 

Atti  di  Torino  XV.  369-376. 

Nachruf  für  den  verstorbenen  Physiker  (geboren  17.  December 
1802,  gestorben  29.  Jijli  1879).  Der  Mathematik  gehörte  der 
Verstorbene  durch  seine  werthyoUe  Untersuchung  ttber  die  Qe- 
Bchiefate  der  mathematischen  Facultftt  in  Bologna  an. 

0. 


Tresca.  Discours  prononcd  aux  fun^railles  de  M.  Morin 
au  nom  de  rAcad^mie  des  Sciences  et  du  Conser- 
vatoire  des  arts  et  mdtiers.    C.  R.  xc.  234-238. 

Nachruf  ftir  den  am  7.  Februar  1880  verstorbenen  Morin. 
Es  werden  namentlich  seine  Verdienste  um  das  Gonservatoire  des 
arts  et  mätiers  hervorgehoben.  0. 

A,  LaISANT.      GiustO   Bellavitis.    Darboux  Bull.  (2)  rV.  848-348. 

Nachruf  für  den  verstorbenen  Mathematiker.  Neben  Notizen 
Ober  die  Bedeutung  Bellavitis'  durch  die  Erfindung  der  Methode 
der  Aequipollenzen  giebt  derselbe  einen  Auszug  aus  einem  Briefe 
an  A.  Laisant,  der  eine  Selbstbiographie  desselben  enthält. 

Giusto  Bellavitis  ist  geboren  am  22.  November  1803  zu  Bas- 
sano  bei  Padua.  Seine  mathematische  Bildung  hatte  er  sich 
selbst  erworben.  Es  gelang  ihm  aber  trotzdem,  erst  (1842)  Pro- 
fessor der  Mathematik  am  Lyceum  zu  Vicenza,  dann  (1845)  an 
der  Universität  Padua  zu  werden.  Als  solcher  starb  er  am 
6.  November  1880.  0. 


F.  G.  Tkixeira.     Notice  n^crologique  sur  G.  Bbllavitis. 

Teuceira  J.  II.  (Poringisisch). 

Tx. 

J.  Bbrtrand,   Boüquet,  Laussbdat,  Dumas,  Rolland. 
Discours  prononc^  aux  fun^railles  de  M.  Chasles. 

C.  B.  XCL  1005-1015,  Darboux  Boll.  (2)  IV.  433-436. 


IQ  I.  AbBchnitt.    Geachichte  und  Philosopliie. 

O.  Darboux.     Notice  biographique  sur  M.  Chasles. 

Darboaz  Ball.  (2)  IV.  436-442. 

Reden,  welche  im  Namen  verschiedener  Körperschaften  am 
Grabe  Chasles*  gehalten  worden  sind,  und  welche  bald  diesen, 
bald  jenen  Punkt  seines  Lebens  und  seiner  Werke  hervorheben. 
Die  Notiz  von  Darboux  giebt  in  kurzen  Zttgen  ein  Bild  der 
Leistungen  des  verstorbenen  Mathematikers* 

Michel  Chasles  ist  geboren  am  15.  November  1793  m 
Chartres  und  trat  1812  in  die  £cole  Polytechniqne.  Später  kehrte 
er  nach  Chartres  zurück  und  wurde  dann  Professor  an  der  Sor- 
bonne.   Er  starb  am  18.  December  1880.  O. 


E.  DOhring.     Robert  Mayer,  der  Galilei  des  neunzehnten 
Jahrhunderts.     Eine  Einführung  in  seine  Leistungen 

und   Schicksale.    OhemnitB«    Schmeitener. 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

M.  Cantor.     Vorlesungen  über  Gescbiclite  der  Mathe- 
matik.     Erster  Band.     Von   den  ältesten  Zeiten    bis 

zum  Jahre    1 200  n.   Chr.    Leipiig.  B.  G.  Teabner. 

Das  vorliegende  Werk,  dessen  erster  Band  bis  jetzt  erschienen 
ist,  füllt  eine  oft  empfundene  Lücke  aus,  indem  es  uns  eine  auf 
wirklich  wissenschaftlicher  Grundlage  beruhende  Geschichte  der 
Mathematik  giebt.  Gegenüber  dem  reichen  Inhalte  und  dem  Über- 
wältigenden Stoffe  im  Einzelne^  und  an  Einzelnem  Kritik  zu  üben, 
ist  nicht  Sache  eines  Referates  in  dieser  Zeitschrift.  Was  an 
solchen  Einzelheiten  zu  bessern  ist,  wird  sich  im  Laufe  der  Zeit 
herausstellen.  Wir  können  hier  nur  der  Freude  über  das  Er- 
scheinen dieses  Buches  Ausdruck  geben.  Wenn  wir  daher  im 
Folgenden  versuchen,  einen  Bericht  über  den  Inhalt  desselben  zu 
geben,  so  bemerken  wir  dabei,   dass  von  vornherein  von  einer 
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Kritik  der  Details  abgesehen  wird,  und  dass  das  Folgende  nur 
eine  kurze  Skizze  des  reichen  Inhaltes  geben  soll.  Eine  Bemer- 
kung aber  kann  Referent  nicht  unterdrücken.  Bei  häufigerem 
Gebrauch  macht  sich  das  Fehlen  eines  genauen  Inhaltsverzeich- 
nisses (neben  dem  Namenregister)  in  störender  Weise  geltend. 
Grade  bei  einem  Werke,  wie  dem  vorliegenden,  handelt  es  sich 
oft  um  das  Nachlesen  einzelner  Abschnitte,  und  da  reicht  zur 
schnellen  Orientirung  das  Namenregister  allein  nicht  aus.  Viel- 
leicht läset  sich  der  Verfasser  durch  diese  Bemerkung  bewegen, 
bei  dem  zweiten  Bande  das  Fehlende  nachzuholen. 

In  der  Einleitung^  p.  3—14,  beginnt  der  Verfasser  mit  einer 
Schilderung  des  allmähligen  Entstehens  der  Zahlwörter  und  Zahl- 
systeme. Die  Zahlwörter  beruhen  meist  auf  additivem  oder  multi- 
pHeatorischem  Gesetz,  wie  die  sprachliche  Bildung  derselben  zu 
erkennen  giebt  Es  zeigt  sich  deutlich,  dass  der  menschliche 
Körper  einen  bestimmenden  Einfluss  auf  die  Bildung  der  Zahl- 
systeme gehabt  hat.  Daftlr  liefert  den  sprechendsten  Beweis  das 
Dedmalsystem ,  neben  dem  sich  in  voller  Reinheit  noch  das 
Vigesimalsystem  und  wenigstens  Spuren  eines  Quinarsystems 
nachweisen  lassen.  Aber  daneben  kommen  doch  auch  Bildungen 
mit  anderen  Grundzahlen  vor.  Wie  sich  nun  aus  der  Entstehung 
da*  Zahlwörter  durch  Addition  und  Multiplication  schliessen  lässt, 
dass  diese  Rechnungsarten  schon  vor  der  Fixirung  der  Zahlwörter 
existirt  haben,  so  lässt  sich  Aehnliches  auch  von  der  Subtraction, 
sehr  selten  dagegen  von  der  Division  nachweisen.  Eigenthttmlich 
und  characteristisch  ist,  dass  sich  überall  die  ZijQTern  als  Wort- 
zeichen bewahrt  haben,  und  dass  überall  in  der  Schreibweise  das 
Gesetz  hervortritt,  dass  bei  allen  additiv  vereinigten  Zahlen  das 
Mehr  stets  dem  Weniger  vorangeht  Aber  dieses  uralte  Wissen, 
selbst  diese  bewusst  oder  unbewusst  geübte  Systematisirung  ist, 
wie  der  Verfasser  richtig  hervorhebt,  noch  keine  Wissenschaft. 
Dmi  beginnt  eine  wirkliche  Geschichte  der  Mathematik  mit  dem 
ersten  Schriftdenkmal,  welches  auf  Rechnung  und  Figurenver** 
gleiehnng  Bezug  hat. 

Mitp.  17  beginnt  der  erste  Abschnitt:  „Aegypter^.  Bei  ihnen 
findet  sich  aus  der  Zeit*  von  etwa  1700  v.  Chr.  ein  mathematisches 
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UebuDgsbuch,  dessen  Anfangsworte  lauten:  „Vorschrift  za  gelangen 
zur  Kenntnis  aller  dunklen  Dinge  ..."  Es  rührt  von  einem  ge- 
wissen Ahmes  her.  Man  darf  sich  jedoch  darunter  nicht  ein 
eigentliches  Lehrbuch  denken,  sondern  nur  ein  Buch,  das  Regeln 
zur  Lösung  von  Aufgaben  enthält^  die  an  speciellen  Beispielen 
erläutert  werden.  Der  Inhalt  bezieht  sich  auf  das  Rechnen  mit 
ganzen  Zahlen  und  mit  Stammbrüchen  und  enthält  eine  Tabelle, 
mittels  deren  es  möglich  ist,  einen  beliebigen  Bruch  als  Summe 
von  Stammbrttchen  darzustellen.  Daneben  kommen  Aufgaben 
vor,  die  auf  Gleichungen  führen  und  etwa  unserer  Gesellschafts- 
rechnung entsprechen  würden;  ja  sogar  Aufgaben  aus  der  Lehre 
von  den  arithmetischen  und  geometrischen  Reihen  fehlen  nicht. 
Den  Schluss  dieses  ersten  Capitels  macht  die  Besprechung  der 
Zahlzeichen  und  der  Art  des  Rechnens.  Letzteres  ist  ein  Finger- 
rechnen und  ein  instrumentales  Rechnen  gewesen.  Im  zweiten 
Capitel  wird  die  Geometrie  der  Aegypter  besprochen.  Auch 
hier  knüpft  der  Verfasser  an  den  Papjrros  des  Ahmes  an  nnd 
schliesst  aus  dem  Vorkommen  gewisser  Aufgaben  der  Flächen- 
und  Raumlehre,  die  dort  freilich  nur  als  Rechenaufgaben  beban- 
delt werden,  auf  den  Umfang  der  geometrischen  Kenntnisse. 
Die  Feldmessung  war  es,  welche,  wie  aus  den  Zeugnissen  äJterer 
Schriftsteller  gefolgert  wird,  zum  Betriebe  der  Geometrie  veran- 
lasst hatte.  Benutzt  wurden  namentlich  der  Inhalt  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  und  des  Trapezes.  Aber  auch  aus  der 
Aehnlichkeitslehre  finden  sich  Aufgaben,  ja,  es  zeigt  sich  als  sehr 
wahrscheinlich,  dass  den  Aegyptern  die  Cons^ction  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  bekannt  war.  Der  Verfasser  meint  endlich, 
dass  das  vorliegende  Buch  des  Ahmes  mit  Nothwendigkeit  zu  der 
Annahme  führe,  dass  schon  vor  demselben  ein  anderes  Lehrbuch 
der  Mathematik  existirt  habe. 

Bei  den  Babyloniem  (Abschnitt  IL ,  p.  67 — 94)  sind  es  vor 
allen  Dingen  das  Vorkommen  des  Sexagesimalsystems,  die  Kennt- 
nis der  Quadrat-  und  Gubikzahlen,  sowie  das  Rechnen  überhaupt, 
welche  das  Interesse  fesseln.  Der  Versuch,  das  Entstehen  des 
Sexagesimalsystems  zu  erklären,  führt  auf  (sonst  durchweg  prin- 
eipiell  vermiedene)  Abschweifungen    zur  Astronomie.     Aus   der 
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Erkenotnis  der  Anzahl  der  Tage  eines  Jahres  zu  360  wird  die 
Kreistheilong  hergeleitet  und  damit  der  Uebergang  zur  Be- 
sprechung der  Geometrie  gewonnen,  die  freilich  viel  weniger  ent- 
wickelt ist,  als  das  Rechnen  der  Babylonier.  Aber  dass  auch  hier 
eine  Reihe  von  Kenntnissen  vorhanden  gewesen,  Iftsst  sich  doch 
mit  Sicherheit  schliessen. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  den  Griechen  gewidmet.  Im  An- 
fangscapitel  desselben  (4,  p.  97)  giebt  der  Verfasser  zunächst  die 
Quellen  an,  aus  denen  fbr  diesen  Tbeil  seines  Werkes  zu  schöpfen 
war,  und  schildert  den  räumlichen  Verlauf,  den  die  Entwickelung 
der  Mathematik  in  Griechenland  genommen.  Beginnend  in  der 
ionischen  kleinasiatischen  Küsten-  und  Inselwelt  südlich  von  Smyrna 
wandte  sie  sich  zu  dem  dorischen  Sttd-Italien  und  Sicilien, 
um  von  da  erst  nach  dem  eigentlichen  Festlande,  namentlich 
Athen  zu  gelangen.  Von  da  wanderte  sie  nach  der  auf  ägyp- 
tischem Boden  liegenden  griechischen  Stadt  Alexandria,  wo 
sie  ihre  Heroenzeit  erlebte,  um  endlich  nach  einer  noch- 
maligen Nachblüthe  wieder  nach  dem  Festlande  Griechen- 
lands zurückzukehren,  wo  sie  in  Byzanz  und  Athen  ihren  Unter- 
gang fand.  Diesen  einleitenden  Gedanken  fügt  der  Ver- 
fasser die  Nachrichten  an,  welche  über  die  griechischen  Zahlen 
und  das  griechische  Rechnen  vorhanden  sind.  Bei  dieser  Ge- 
legenheit auch  die  Zahlen  der  Phönikier,  Syrer  und  Hebräer 
b^rechend  schildert  er  die  älteren  herodianischen ,  sowie  die 
qMUeren  alphabetischen  Zahlzeichen  der  Griechen,  um  dann  an 
der  Bland  von  freilich  nur  wenigen  Quellen  das  Fingerrechnen 
und  die  Benutzung  des  Rechenbrettes  klarzulegen. 

In  Capitel  ö  (p.  112)  wendet  er  sich  zu  Thaies  und  der  ältesten 
griechischen  Geometrie.  Der  Verfasser  schliesst  sich  dem  Mathema- 
tikerverzeichnis des  Eudemus  an  und  prüft  an  der  Hand  der  Nach- 
riditen  des  letzteren  die  Verdienste  des  Thaies,  die  nach  ihm  wesent- 
lich darin  bestanden,  dass  er  eine  strengere  Beweisführung  einführte, 
als  er  sie  in  Aegypten  und  damals  überhaupt  in  Geltung  gefunden 
hatte.  Thaies  gründete  eine  Schule,  die  die  Wissenschaft  um  der 
Wissenschaft  willen  trieb.  Pythagoras  von  Samos  (Capitel  6  u.  7) 
tritt  dann  als  der  Bedeutendste  hervor.    Der  Verfasser  präcisirt 
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hier  zunächst  seinen  Standpunkt  gegenüber  den  vielfachen  Sagen^ 
die  sich  um  diesen  Mann  und  seine  Schule  gewoben  haben.  Nach- 
dem er  sodann  die  Quellen  fttr  diese  Zeit  besprochen,  zeigt  er, 
dass  sich  nicht  auseinander  halten  lasse,  was  Pythagoras  selbst 
und  was  die  Mitglieder  seiner  Schule  geleistet  haben.  Er  fasst  da- 
her Beides  zusammen.  In  der  Geometrie  umfasste  die  Schale  io 
ihrem  Wissen  die  Kenntnis  der  Parallellinien  und  der  damit  zu- 
sammenhängenden Winkelsätze,  namentlich  auch  des  Satzes  von 
der  Summe  der  Dreieckswinkel,  femer  Sätze  ttber  Congruenz  des 
Dreiecks,  Flächengleichheit  und  Anlegung  von  Flächen,  den 
pythagoräischen  Lehrsatz  und  den  goldenen  Schnitt.  Aber  auch 
die  Anfänge  der  Stereometrie  waren  ihnen  bekannt,  so  z.  B.  die 
fünf  regelmässigen  Körper  nnd  die  Kugel.  Die  Sätze  waren 
mit  Beweisen  versehen,  welche  freilich  erst  im  Laufe  der  Zeit 
den  Charakter  des  Erfahrungsbeweises  ablegten.  Mehr  noch 
leistete  die  Schule  in  der  Arithmetik.  Hierher  gehören  nament^ 
lieh  die  geometrische  Versinnlichung  der  Zahlenlehre,  wie  sie  in 
den  Ebenen-  und  Körperzahlen,  in  den  Dreiecks-  und  Quadrat- 
zahlen  etc.  zu  Tage  tritt,  femer  die  pythagoräischen  Zahlen  und 
die  Lehre  vom  Irrationalen,  nebst  vielem  Anderen.  Neben  dieser 
Schule  treten  noch  eine  Reihe  anderer  Mathematiker  auf  (Capitel  8), 
so  namentlich  Anaxagoras  von  Klazomene,  Oinopides  von  Chics, 
Demokritus  aus  Abdera  und  unter  den  Sophisten  Hippias  von  Elis 
und  Zenon  von  Elea.  In  diese  Zeit  gehört  endlich  auch  der  in 
Capitel  9  behandelte  Hippokrates  von  Ghios,  welcher  das  erste 
Elementarlehrbuch  der  Mathematik  verfasste,  freilich  aber  weit 
bedeutender  hervortrat  durch  die  geometrischen  Erfindungen,  die 
sich  auf  die  Quadratur  des  Kreises  und  die  Verdoppelung  des 
Würfels  beziehen.  Dabei  werden  auch  die  Versuche  des  Anti- 
phon und  des  Bryson  zur  Quadratur  des  Kreises  erörtert 

Wir  eilen,  Piaton  (Capitel  10),  der  sich  besonders  um  die  Metho- 
dik Verdienste  erworben,  und  bei  dessen  Besprechung  zugleich  die 
Lösung  der  delischen  Aufgabe  auch  durch  Eutokius,  Archytas  and 
Menächmus  behandelt  wird,  nur  kurz  berührend,  und  ebenso  die 
in  Capitel  1 1  erwähnten  Akademiker  und  Aristoteles  Übergehend, 
zu  Capitel  12  (p.  221),  das  uns  nach  Alexandria  führt,  welches 
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DUO  auf  2i  Jahrhunderte  hindurch  (300-50  v.  Chr.)  die  Haupt- 
stätte der  Wissenschaft  fdr  die  damalige  Welt  wurde.  Hier  ist 
es  zuerst  die  bedeutende  Persönlichkeit  des  Euklides,  die  uns 
entgegen  tritt.  Von  seinem  Leben  ist  uns  so  gut  wie  Nichts 
bekannt  Nur,  dass  seine  Blfithezeit  um  300  gewesen,  steht 
fest.  Dagegen  kennen  wir  Manches  von  seinen  Werken.  Vor 
allen  Dingen  sind  es  die  dreizehn  Bücher  der  Elemente,  die  vom 
Verfasser  einer  eingehenden  Besprechung  unterworfen  werden. 
Dem  folgt  die  Untersuchung  der  Frage,  welche  Theile  der  Elemente 
Euklid  selbständig  gearbeitet,  und  in  welchen  er  sich  anderen  be- 
kannten Mustern  angelehnt  habe.  Diese  Untersuchung  schliesst  mit 
der  Feststellung,  dass  die  Elemente,  so  wie  sie  uns  vorliegen,  eine 
Ausgabe  desTheon  sind.  Von  den  sonstigen  Schriften  (Capitel  13) 
des  Euklid  sind  verloren  die  „Trugschlüsse^  und  die  drei  Bücher 
der  Porismen,  deren  Wiederherstellung  und  Inhalt  eingehend  be- 
sprochen werden.  Vollständig  sind  auf  uns  gekommen  die  Daten, 
die  gewissermassen  Uebungsaufgaben  zu  den  Elementen  enthalten, 
während  die  Porismen  selbständige  Anwendungen  des  dort  nieder- 
gelegten Materials  sind.  Das  Buch  von  der  Theilung  der  Figuren 
ist  wahrscheinlich  identisch  mit  der  arabischen  Schrift  gleichen 
Titels  von  Mohammed  Bagdadinus.  WeiterfUhrungen  der  Poris- 
men sind  die  vier  Bücher  „Ueber  die  Kegelschnitte^  und  zwei 
Bücher  über  die  „Oerter  auf  der  Oberfläche.^ 

Gleich  gewaltig  in  seinen  Leistungen  tritt  uns  die  Persönlichkeit 
des  Archimedes  entgegen,  dem  die  beiden  nächsten  Capitel  ( 14  u.  15, 
p.  253-281)  gewidmet  sind.  Das  Leben  des  Archimedes,  von  Hera- 
klides  verfasst,  ist  verloren  gegangen,  so  dass  die  Nachrichten 
aber  ihn,  seine  Persönlichkeit  und  sein  Leben  aus  den  verschieden- 
sten Quellen  zusammengestellt  werden  müssen.  Von  seinen  Schrif- 
ten sind  uns  erhalten:  1)  Zwei  Bücher  vom  Oleichgewicht,  zwischen 
welche  eine  Abhandlung  von  der  Quadratur  der  Parabel  ein- 
geschoben ist,  2)  zwei  Bücher  von  der  Kugel  und  dem  Cy linder, 
3)  dife  Kreismessung,  4)  die  Schneckenlinien  oder  Spiralen,  5)  das 
Bach  von  den  Konoiden  oder  Sphäroiden,  6)  die  Sandeszahl, 
7)  zwei  Bücher  von  den  schwimmenden  Körpern,  8)  Wahlsätze. 
Eine  eingehende  Schilderung  des  Inhalts  dieser  Schriften  nach 
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sachlichen  Gesichtspunkten  geordnet^  folgt  nun,  wobei  sich  d^ 
Verfasser  zugleich  noch  mit  griechischem  Zahlenrechnen  im  All- 
gemeinen beschäftigt. 

Im  16.  Capitel  führt  er  uns  den  Eratosthenes  vor,  der  durch 
seinen  Brief  über  die  Würfelverdoppelung  bekannt  ist,  und  Apol- 
lonius  von  Pergä,  dessen  Leistungen  für  die  Lehre  von  den  Kegel- 
schnitten von  so  hervorragender  Bedeutung  waren^  der  aber  auch 
für  den  rechnenden  Theil  der  Mathematik  das  Werk  des  Arcbimedes 
förderte.  Damit  ist  die  Reihe  der  grossen  Mathematiker  zunächst 
erschöpft.  Es  folgen  die  Epigonen :  Nikomedes,  Diokles,  Perseus, 
Zenodorus,  Hypsikles,  endlich  Hipparch,  deren  Leistungen  im 
17.  Capitel  Wflrdigung  finden. 

Dann  tritt  etwa  um  100  n.  Chr.  Heron  von  Alexandria 
auf,  dem  die  Capitel  18  und  19  (p.  313—343)  gewidmet  sind. 
Bei  der  Schilderung  der  Leistungen  dieses  grossen  Mathemati- 
kers ist  der  Verfasser  auf  so  viel  Einzelheiten  einzugehen  ge- 
zwungen, dass  es  nicht  möglich  ist,  sie  in  dem  Raum  dieses 
Referates  anders,  als  mit  des  Verfassers  eigenen  Worten  zusam- 
menzufassen, der  von  Heron  (p.  342,  343)  sagt:  „Er  ist  and 
bleibt  uns  der  vorzugsweise  Vertreter  antiker  Feldmesskunst  und 
Feldmesswissenschaft,  wenn  ersteres  Wort  uns  die  Lehre  yod 
den  eigentlichen  feldmesserischen  Operationen,  letzteres  die  von 
den  anzuwendenden  Formeln  bedeuten  soll.  Er  ist  uns  aber 
auch  der  Vertreter  einer  entwickelten  Rechenkunst  bis  zur  Aus- 
Ziehung  von  Quadratwurzeln,  der  Vertreter  einer  eigentlichen 
Algebra,  soweit  von  einer  solchen  ohne  Anwendung  symbolischer 
Zeichen  die  Rede  sein  kann,  bis  zur  Auflösung  unreiner  quadra- 
tischer Gleichungen  einschliesslich.^ 

Concentrirte  sich  bisher  das  Interesse  der  Schilderung  um 
wirklich  bedeutende  und  hervorragende  Persönlichkeiten,  so  wird 
das  jetzt  anders.  Capitel  20  (p.  343)  behandelt  die  Geometrie  und 
Trigonometrie  bis  zu  Ptolemäus.  Unter  den  verschiedenen  Männern, 
welche  hier  auftreten,  sind  eigentlich  nur  Ptolemäus  selbst  und 
Menelaus  von  Alexandria,  als  Vorläufer  von  Ptolemäus  durch  seine 
drei  Bücher  über  Sphärik,  zu  nennen.     Die  Bedeutung  des  Ptole- 
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mtus  fftr  die  Entwickelung  der  Trigonometrie  ist  bekanut  genug, 
Qui  sie  hier  übergeben  zu  können. 

Höchst  interessant,  aber  in  kurzen  Worten  nicht  wohl  wieder- 
zogebcD,  ist  der  Eingang  zum  folgenden  (21.)  Capitel,  in  dem  das 
Aufkommen  der  Neupythagoräer  geschildert  wird,  die  sich  vorzugs- 
weise mit  Arithmetik  beschäftigten.    Dem  folgt  (Gapitel  22)  Sextus 
Julius  Africanus  mit  seinen  ^^Eesten"^  und  dann  Pappus,  welcher 
dem  Ende  des  3^  Jahrhunderts  angehört.    Das  Werk  des  Pappus, 
das  auf  uns  gekommen  ist,  heisst:  „awaytoy^*^  und  bestand  aus 
acht  BQohem.     Der  Charakter  dieser  Sammlung  besteht  darin, 
dass  Pappus  den  Inhalt  von  zu  seiner  Zeit  hochgeschätzten  ma- 
thematisehen  Schriften  kurz  angiebt  und  zu  denselben  erklärende, 
aber  auch  erweiternde,  oftmals  nur  den  allerlosesten  Zusammen- 
hang mit  dem  grade  in  Bede  Stehenden  wahrende  Sätze  hinzu- 
ftigt     Die  Bedeutung  dieses  Werkes    des   Pappus  für  die  Oe- 
sehichte  der  Mathematik  wird  in  zwiefacher  Beziehung  gesucht: 
einmal  in  der  Selbständigkeit,  mit  der  er  in  diesen  Zusätzen  ver- 
fährt, zweitens  in  der  Gewissenhaftigkeit,  deren  er  sich  bei  der 
Skizzirung   der  bekannten  Werke   befleissigt.     Eine  eingehende 
Besprechung  seines  Werkes  bildet  den  Haupttheil  dieses  Capitels. 
Den  Neupythagoräern  folgen  in  Capitel  23  (p.  388)  die  Neu- 
platoniker.     Von  den   an  dieser  Stelle   besprochenen   Männern 
erwähnen   wir  Diophantus.     Sein  Werk:    „a^i^jujyrtxa^  und  die 
Abhandlung  ttber  Polygonalzahlen  geben  reichlichen  Stofif  für  die 
eingehenden  und,  wir  möchten  sagen,  plastischen  Darstellungen. 
So  bedeutend  diese  beiden  Männer,  Pappus  und  Diophan- 
tus,   noch    selbst   hervortreten,    ihr    Wirken    blieb   doch    ver- 
einzelt, und  es  war  ihnen  nicht  vergönnt,  wenigstens  im  griechi- 
schen Leben,  Grund  zu  neuen  Entwickelungen  zu  legen.     Dass 
dies  nicht  der  Fall  war,  zeigt  das  24.  Capitel  (416-439)  mit  der 
Ueberschrift:  „Die  griechische  Mathematik  und  ihre  Entartung.^ 
Es  führt  in  kurzen  ZOgen^  nur  bei  Proklus  noch  einen  Augenblick 
Tcrweilend,  die  Mathematik  vor,  welche  das  spätere  Griecben- 
and  Byzantinerthum  hervorbrachte.    Die  Leistungen  dieser  letzten 
Zeit  lehnten  sich  entweder  ganz  an  ältere  Schriftsteller  an^  nur 
Bekanntes  reproducirend,  oder  sie  beschäftigten  sich  mit  Gegen- 
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stäBden,  die  kaum  noch  den  Namen  Mathematik  verdienen.  Damit 
schliesst  dieser  Abschnitt. 

Der  vierte  Abschnitt  behandelt  in  drei  Capiteln  (p.  441-502) 
die  Römer.  Gegenüber  dem  gewaltigen  Fortschritte ,  den  die 
Entwickelung  der  mathemathischen  Wissenschaft  bei  den  Griechen 
von  Thaies  von  Milet  bis  zu  Pappus  und  Diophantus  machte, 
finden  wir  bei  den  Römern  im  Grunde  genommen  keinen  Fort- 
schritt. Die  Mathematik  der  Römer  wird  vortrefflich  durch  das 
Wort  Cicero's  gekennzeichnet,  der  sagt,  die  Geometrie  habe  bei 
den  Griechen  in  höchsten  Ehren  gestanden,  deshalb  sei  nichts 
glänzender  als  ihre  Mathematiker,  bei  den  Römern  aber  sei  das 
Mass  jener  Kunst  durch  den  Nutzen  des  Rechnens  und  Aus- 
messens begrenzt.  In  der  That,  betrachtet  man  die  Schilderung, 
die  der  Verfasser  uns  von  den  Leistungen  der  Römer  giebt,  so 
ist  man  überrascht,  so  gar  keine  originellen  Gedanken  und  gar 
keine  Weiterbildungen  zu  finden.  Pythagoras  und  Archimedes 
rechnet  der  Verfasser  nicht  zu  den  Römern,  und  mit  Recht.  Sie  ge- 
hören, auch  wenn  sie  auf  italischem  Boden  gelebt  haben,  zu  den 
Griechen.  Den  Römern  selbst  oder  Etruskem  eigenthttmlich  ist 
nur  das  Rechnen,  das  als  Fingerrechnen,  Rechnen  auf  dem  Reehen- 
brett  und  Rechnen  mit  Benutzung  von  Hülfstafeln  auftritt,  und 
daneben  die  Feldmesskunst.  Jedoch  auch  in  der  Feldmesskunst 
der  Römer  ist  nur  in  der  ältesten  Zeit  einiges  wahrscheinlich  von 
den  Etruskem  Ueberkommene  originell.  Die  Agrimensoren,  die 
in  Capitel  26  geschildert  werden,  lehnen  sich  durchweg  an  Heron 
von  Alexandria  an.  Die  Blüthezeit  der  römischen  Geometrie  be- 
ginnt mit  keinem  geringeren  Namen,  als  dem  Caesarea,  der  selber, 
in  zwei  leider  verlorenen  Werken,  schriftstellerisch  aufgetreten  ist 
Aber  auch  in  den  Leistungen  dieser  Zeit  darf  man  nichts  Origi- 
nelles, keinen  wirklichen  Fortschritt  suchen.  Auch  das  dritte 
Capitel  (das  27^,  p.  675)  „Die  spätere  mathematische  Literatur 
der  Römer'^  hat  nirgends  Neues  und  Fruchtbares  zu  melden.  Ein 
grosser  Theil  dieses  Gapitels  ist  dem  Boethins  und  den  dahin  ge- 
hörigen Streitfragen  gewidmet. 

Weithinweg  von  Italien  führt  uns  der  fünfte  Abschnitt  (505-562), 
der  die  Inder  in  drei  Capiteln  behandelt.    Waren  die  Griechen 
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wesentlich  geometrisch  befähigt,  so  tritt  bei  den  Indem  im  Gegen- 
satz dazn  die  Begabung  ftlr  das  Rechnerische  hervor.  Dem  ent- 
sprechend liegen  denn  auch  ihre  Leistungen  hauptsächlich  auf 
dem  Gebiete  des  Rechnens  und  der  Algebra.  Und  es  tritt  dieser 
Gegensatz  zwischen  Indem  und  Griechen  fiberall  auch  in  dem 
Blaueren  Abschnitt,  der  den  Arabern  gewidmet  ist,  deutlich  her- 
vor, indem  sich  der  Einfluss  der  Griechen  stets  auf  geometri- 
schem Gebiete,  der  der  Inder  auf  dem  algebraischen  zeigt.  Das 
l^zte  (30^)  Gapitel  dieses  Abschnittes  handelt  von  der  Geometrie 
und  Trigonometrie  der  Inder,  in  denen  der  griechische  Einfluss 
vielfaeh  nachgewiesen  wird,  wie  denn  ja  auch  ein  umgekehrter 
Einfluss  an  einigen  Stellen  zu  spüren  ist.  Demungeachtet  zeigt 
die  indische  Trigonometrie  wenigstens  in  einem  Punkte,  der  Sinus- 
tabelle, einen  wesentlichen  Fortschritt,  den  aber  der  Verfasser 
einem  glfleklichen  Zufall  zuschreiben  zu  müssen  glaubt. 

Den  Abschnitt  VI. ,  die  Chinesen,  der,  wenigstens  nach  des 
Referenten  Meinung,  mehr  ein  culturhistorisches,  als  mathemathisch- 
historisches  Interesse  bietet,  übergebend,  wenden  wir  uns  sofort 
zum  Abschnitt  VII.,  der  die  Araber  behandelt.  In  dieser  Abtheilung 
schildert  uns  der  Verfasser  nach  einleitenden  historischen  Bemer- 
kungen, in  denen  die  Gründe  für  die  schnelle  Ausbreitung 
und  das  schnelle  Verschwinden  arabischer  Herrschaft  kurz  be- 
q)rochen  werden,  die  übersetzende  und  übertragende  Thätigkeit 
arebischer  Wissenschaft.  Sie  erstreckte  sich  einerseits  auf  in- 
dische, namentlich  astronomische  Werke,  andererseits  auch 
besonders  auf  griechische.  Hierher  gehören  eine  grosse  Zahl 
der,  bedeutenden  und  unbedeutenden,  Arbeiten,  welche  in  den 
früheren  Abschnitten  berührt  wurden.  Im  folgenden  Gapitel  33 
werden  nun  zunächst  die  Zahlzeichen  erörtert,  und  dann  wendet 
sieh  der  Verfasser  zu  Muhammed  ihn  Müsä  Alchwarizmt,  dessen 
beide  Hauptwerke,  das  Rechenbuch  und  die  Algebra,  einer  ein- 
gehenden Besprechung  unterzogen  werden,  da  sie  die  Grundlage 
für  die  weitere  Entwicklung  der  arabischen  Mathematik  gewor- 
den sind.  Namentlich  sucht  der  Verfasser  hier  zu  scheiden,  was 
auf  indischer,  was  auf  griechischer  Grundlage  ruhe,  was  endlich 
ägeothümlich   arabisch  sei.     Er  kommt  dabei  zu  dem  mit  der 
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obigen  Bemerkung  übereinstimmenden  Resultat,  dass  indisch  die 
Rechenkunst,  griechisch  aber  die  eigentlich  wissenschaftliche 
Mathematik  sei.  Bei  dieser  Gelegenheit  wird  dann  auch  auf  die 
Entstehung  der  Worte  Algorithmus  (ans  Alchwarizmi)  und  Algebra 
eingegangen.  Dem  folgt  im  nächsten  Capitel  die  Schilderung 
zweier  Gruppen  von  arabischen  Mathematikern.  Zu  der  ersten 
gehören  die  unter  den  Abbasiden  in  Bagdad  wirkenden  sogenann- 
ten Drei  Brüder^  dann  Täbit  ihn  Kurra  und  Albategnius,  der 
eine  hervorragende  Rolle  ftlr  die  Einführung  trigonometrischer 
Functionen  im  Abendlande  spielte.  Charakteristisch  tritt  bei  ihm 
der  Umstand  auf,  dass  die  trigonometrischen  Lehrsätze  das  Ge- 
präge ihrer  geometrischen  Entstehungsweise  verloren  und  daf&r 
den  Charakter  algebraischer  Formeln  angenommen  haben.  Die 
zweite  Gruppe  sind  die  Geometer  unter  den  Bujiden;  unter  ihnen 
hervorragend  an  Bedeutung  Abü*l  Waia,  dessen  geometrische  und 
trigonometrische  Leistungen  eine  gründliche  Erörterung  erfahren. 
Ihm  folgen  Alkdhi  und  As-Sägänt.  Ganz  anderer  Art  sind  die 
Leistungen  einer  Reihe  von  arabischen  Gelehrten,  die  im  35^ 
Capitel  besprochen  werden.  Ein  anonymes  Buch  fiber  die  Bil- 
dung rationaler  rechtwinkliger  Dreiecke  ist  rein  zahlentheoreti- 
sehen  Inhaltes.  Mit  demselben  Gegenstande  beschäftigen  sieb 
Abu  Muhammed  Alchoschandi  und  Abu  DschaYar  Muhammed  ibn 
Alhusain.  Hierher  gehören  auch  Avicenna  und  AI  Btrüni.  Letz- 
terer war  auch  auf  geometrischem  Gebiete  thätig;  wenigstens 
stellte  er  eine  Reihe  von  Aufgaben  auf,  welche  mit  Hülfe  von 
Kegelschnitten  zu  lösen  waren.  Mit  diesen  Aufgaben  beschäftigte 
sich  dann  Abü*l  Dschüd,  der  eine  besonders  grosse  Gewandtheit 
in  der  Umsetzung  einer  geometrischen  Aufgabe  in  eine  Gleichung 
besass.  Dann  folgt  die  Besprechung  von  AI  Nasawt  und  beson- 
ders Alkarchi,  dessen  beide  Schriften:  AI  Käft  fil  hisäb  und  A1- 
Fachrt ,  genannt  nach  dem  Beinamen  des  Wezir  Abu  Gälib,  dem 
dieses  Werk  gewidmet  war,  eingehend  erörtert  werden.  Neben 
dem  genannten  Abül  Dschüd  haben  sich  noch  andere  Männer  mit 
der  Lösung  cnbischer  Gleichungen  beschäftigt,  so  nicht  ohne  Glück 
AI  Mähän!  und  Abu  Dscha^far  Alchäzin,  wie  aus  dem  Berichte  des 
^Omar  Alchaijämi  hervorgeht.     Letzterer  hat  sich  hohen  Ruhm 
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uDter  seinen  Zeitgenossen  erworben,  und  mit  Recht.  Hat  er 
sieh  doch  bewusst  mit  der  Lösang  von  cubischen  Gleichungen 
besehäftigti  die  er  zwar  nicht  durch  Rechnung,  diese  hielt  er  für 
anmöglich,  aber  doch  durch  geometrische  Construction  mit  Hülfe 
von  Kegelschnitten  zu  finden  suchte.  Auch  scheint  er  die  Bino- 
mialentwickelung  für  ganzzahlige  Exponenten  gekannt  zu  haben. 
Damit  aber  ist  der  Höhepunkt  der  arabischen  Mathematik  und 
ziemlieh  auch  ihr  Ende  erreicht  Das  nächste  Capitel  schildert 
ihren  Niedergang.  Nur  wenige  Namen,  und  diese  aus  späterer 
Zeit,  treten  uns  noch  entgegen,  so:  Nastr  Eddin  (f  1274)  und  Behä 
Eddin  (1547-1622).  Der  zweite  Theil  dieses  Capitels  macht  uns  mit 
einigen  ägyptischen  Mathematikern,  z.  B.  Ibn  Alhaitam,  bekannt. 

Das  letzte  Capitel  (87,  p.  680)  endlich  führt  uns  zu  den 
Westarabem.  Von  Schriften  derselben  bis  zum  elften  Jahrhundert 
ist  Nichts  bekannt  geworden.  Der  erste  Schriftsteller,  der  erwäh- 
nenswerth  ist,  ist  Abd  Mnhammed  Dschäbir  ibn  Aflah,  gewöhnlich 
Geber  genannt  Sein  Hauptwerk  ist  eine  Astronomie  in  9  Büchern. 
In  dem  ersten  derselben  findet  sich  eine  vollständige  Trigono- 
metrie, in  welcher  er  abweichend  von  allen  sonstigen  arabischen 
Schriftstellern  eine  ganz  selbständige  Bearbeitung  derselben  giebt. 
Dann  folgt  die  Besprechung  zweier  von  Johannes  von  Sevilla 
übersetzten  Werke,  eines  Lehrbuchs  der  Recbenkuqgt  und  der 
Algebra,  und  endlich  noch  einer  Reihe  anderer  Werke,  deren 
Inhalt  fast  derselbe  StojQT  wie  der  des  eben  genannten  ist. 

Der  letzte,  achte  Abschnitt  (703)  ist  betitelt:  „Die  Kloster- 
gelehrsanikeit  des  Mittelalters.^  Das  erste  Capitel  desselben 
(Capitel  38)  macht  uns  mit  dem  Inhalt  der  „Origiues^  des  Isidorus 
Hispalensis  (571-636)  bekannt.  Es  Jolgt  Beda's  Werk:  „De  tem- 
porum  ratione^  und  sodann  Alcuin,  dessen  Bedeutsamkeit  für 
die  Oescfaichte  der  Mathematik  nach  zwei  Seiten  liegt,  in  seinem 
Verdienste  um  den  Unterricht  und  in  seiner  schriftstellerischen 
Thätigkeit  Zu  letzterer  gehört  eine  Sammlung  von  Aufgaben, 
von  denen  freilich  nicht  mit  voller  Sicherheit  feststeht,  dass  sie 
auf  Alcuin  selbst  zurückzuführen  ist.  Im  Weiteren  verbreitet  sich 
der  Verfasser  tlber  die  Art,  in  der  sich  die  Kenntnisse  inner- 
halb der  Klöster   fortgepflanzt   haben,   um   sich   im   Capitel  39 
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(p.  728)  zn  Gerbert  zu  wenden,  mit  dessen  Geometrie  er  sich 
eingehend  beschäftigt,  dabei  nochmals  auf  die  Geometrie  des 
Boethius  zurückkommend.  Gapitel  40  endlich  ist  den  Abacisten  und 
Algorithmikern  gewidmet  nnd  beschäftigt  sich  zunächst  mit  einem 
Schüler  Gerbert's,  Bernelinus,  femer  mit  der  Abhandlang  des 
Uermannus  Gontractus  über  den  Abacus,  dann  mit  Rudolph  von 
Laon  nnd  anderen  Abacisten.  Hieran  schliessen  sich  p.  774  die 
Algorithmiker.  Unter  diesem  Namen  versteht  der  Verfasser  die 
Schriftsteller,  welche  ihre  unmittelbare  Abhängigkeit  von  arabi- 
schen Vorbildern  durch  das  Vorkommen  des  Wortes  „Algorith- 
mus^, durch  Anwendung  des  Stellenwerthes  der  Ziffern  mit  Ein- 
schluss  der  Null^  und  durch  Nichtanwendung  des  Abacus  be- 
kunden. Und  so  ist  denn  der  Zeitpunkt  erreicht,  den  sich  der 
Verfasser  für  diesen  Band  als  Grenze  gesetzt  hatte,  ihn  nur  an 
einzelnen  Stellen  überschreitend,  nämlich  das  Jahr  1200,  welches 
einen  wichtigen  Abschnitt  für  die  Geschichte  der  europäischen 
Mathematik  bildet.  0. 


G.  Eneström.      Om   Matematikens    historia  sasom   stu- 
dieämne  vid  Nordens  högskolor.    Zeuthen  Tidsskr.  (4)  iv. 

62-73. 

Dieser  Aufsatz  enthält  neben  einer  Uebersicht  über  die  die 
Geschichte  der  Mathematik  betreffende  Literatur  einige  Bemer- 
kungen über  die  Bedeutung  dieses  Theils  der  Wissenschaft  und 
ihre  Stellung  an  den  nordischen  Universitäten.  Gm. 

A.  Favako.      Le  matematiclie  nello   studio    di    Padova 
dal  priiicipio  del  secolo  XIV.  alla  fiue  del  XVI. 

Riv.  per.  XXX.  119-12G. 

P.  Tannery.     L'aritlimdtique  des  Grecs  dans  Pappus. 

M^m.  de  Bord.  (2)  III.  351-378. 

Bekanntlich  kennt  man  seit  Wallis  auch  von  dem  früher 
verloren  geglaubten  zweiten  Buch  der  „Mathematica   colleetio^ 
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ein  kleines  Bruchstück,  welches  von  dem  Zahlensystem  des  Per- 
gfters  Apollomas  handelt.    Herr  Tannery  bespricht  dieses  Frag- 
ment eingehend,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  von  Nessel- 
mann   and    Hultsch  vorgeschlagenen   Correcturen;    Apollonius, 
so  glaubt  er,  werde  die  Beweise  seiner  Sätze  gewiss  nicht  blos 
namerisch,   sondern   rein  geometrisch   gegeben  haben.     An  die 
Reihe  kommt  sodann  das  von  Pappus  in  so  herber  Weise  zurück- 
gewiesene Verfahren  zur  Auffindung  zweier  mittlerer  Proportio- 
nalen: Der  Verfasser  kommt  auf  anderem  Wege  zu  dem  in  des 
Referenten:    ^Antike  Nftherungsmethoden    im  Lichte    modemer 
Mathematik^  (Prag  1878)  erzielten  Resultate,  dass  man  es  hier 
mit   einem   ganz   sinnreichen  Näberungsverfahren   zu   tbun  bat. 
Weiterhin   discutirt  der  Verfasser   die  bei  Pappus  aufgezählten 
verschiedenen  Proportionsformen,  sechs  an  der  Zahl.    Sehr  scharf- 
sinnig  löst  er  bei  dieser  Gelegenheit  auch  noch    eine  andere 
viel   umstrittene   Frage.      So   wenig  es  nftmlich  einem  Zweifel 
unterliegt,   dass   kein   griechischer  Mathematiker  mit   negativen 
Gleichungswurzeln  etwas  anzufangen  wusste,  so  war^  doch  un- 
entschieden,  ob  man  die  Doppelwurzel  auch  dann  vernachlässigte, 
wenn  beide  Werthe  positiv  blieben.    Das  grosse  Werk  des  Dio- 
phant  bringt  sonderbarerweise  keine  bestimmten  Belege  in  dieser 
Hinsicht  bei.    Wohl  aber  thut  dies  in  gewissem  Sinne  die  Propor- 
tionenlehre bei  Pappus,  und  zwar  scheint  sowohl  dieser  hervor« 
ragende   Mann    als   auch   sein    minder   bedeutender   Vorgänger 
Nieomachus   von  Gerasa    der  Existenz  positiver  Doppelwurzeln 
rieh  wohl  bewosst  gewesen  zu  sein.     Zu  notiren  möchte  noch 
sein,  dass  eine  von  den  Uebersetzern  Commandin  und  Hultsch 
argirte  Lttcke   des  Textes   betreffs  der  arithmetischen   Medietät 
dem  Urtheile  Tannery's  zufolge  nicht  wirklich  eine   Lücke  ist. 
Den  Schluss  des  Aufsatzes  bildet  eine  gediüngte  Skizze  des  6e- 
sammtinhaltes  altgriechischer  Zahlenwissenschaft.     Diophant  er- 
fldieint   zwar   als   ein   durchaus  origineller  Forscher,  allein  bei 
genauerem  Zusehen  wurzelt  doch  seine  ganze  Thätigkeit  in  den 
Leistungen  einer  früheren  Zeit.    Gewisse  unbestimmte  Gleichun- 
gen haben  bereits  die  Alten  betrachtet,  so  Piaton  die  Gleichung 
2x*  — If*  =  +1    und  Archimedes   bei   seiner  Kreismessung    die 
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Gleichungen  är'  — y'=— 1  und  Sx*—y*=2.  Ebenso  ist 
Diophant  von  Heron  und  Hypsicles  nicht  unwesentlich  beein- 
flusst  Auch  über  das  sogenannte  ^Ochsenproblem^  des  Archi- 
medes  werden  neue  Nachweisungen  beigebracht,  aus  denen  soviel 
erhellt,  dass  schon  in  vorchristlicher  Zeit  eine  unbestimmte  Ana- 
lytik von  nicht  unerheblicher  Ausdehnung  existirte,  und  dass 
somit  das  Feld,  auf  welchem  Diophant  so  grosse  Erfolge  errang, 
kein  so  ganz  unbebautes  gewesen  sein  kann,  wie  gewöhnlich 
angenommen  wird.  Gr. 


ß.  Krümmbiegel  und  A.  Amthor.     Das  Problema  bovi- 
nura   des    Archimedes.     Schlömllch  z.  XXV.  Hl.  A.  121-136, 

153-171. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Haupttheile,  die  §§  1-3  vom  erst- 
genannten Verfasser  und  §  4-8  vom  zweiten  bearbeitet  §  1  ent- 
hält eine  Oeschichte  des  Problems,  das  Lessing  1773  zuerst  aas 
einem  Codex  der  WolfenbClttler  Bibliothek  publicirte,  und  das  dann 
von  Ch.  Leiste,  J.  Struve  und  K.  L.  Struve,  Gottfried  Herrmaan, 
W.  Jul.  F.  Wurm,  Nesselmann  und  endlich  Heiberg  nach  Text 
etc.  bearbeitet  wurde.  Die  eigentlich  massgebenden  Untersuchungen 
sind  die  von  Gottfried  Herrmann  und  Heiberg  (in  den  Questiones 
Archimedeae,  s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  2).  In  §  2  wird  die  Frage 
nach  der  Urheberschaft  des  Problems  besprochen.  Namentlidi 
sind  es  hier  die  Gründe,  welche  Herrmann  und  Heiberg  fOr  die 
Autorschaft  des  Archimedes  angeftihrt  haben,  welche  einer  kri- 
tischen Prüfung  unterworfen  werden.  Der  Verfasser  gelangt 
zu  dem  Resultate,  dass  es  nicht  zu  erweisen,  ja  wohl  eher  zu 
bezweifeln  sei,  dass  das  Epigramm  in  seiner  uns  vorliegenden 
Form  von  Archimedes  herrühre,  dass  es  aber  mit  einer  gewissen 
Wahrscheinlichkeit  seinem  Inhalte  nach  von  ihm  stamme.  §  3 
bringt  Text  und  Uebersetzung  des  Problems  sowie  die  üeber- 
Setzung  des  dabei  gefundenen  Scholions.  Im  §  4  beginnt  nun 
die  mathematische  Behandlung  des  zunächst  mit  einer  Be- 
sprechung der  bisherigen  Bearbeitungen  desselben.  Es  werden 
zunächst  die  undeutlichen  Stellen  des  Textes  besprochen,  die  zur 
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Folge  hatten,  dass  die  Airffassang  des  Scholiasten,  Lessing's, 
Leiste's  und  die  der  beiden  Struve's  auf  ungeheuerliche  Zahlen 
fährten,  die  factischen  Verhältnissen  auch  nicht  entfernt  entsprechen. 
Weiter  werden  die  Conjecturen  untersucht,  die  Gottfried  Herr- 
mann, Wunn  und  andere  vorgeschlagen  hatten.  Indessen  werden 
zwd  derselben  nicht  in  Betracht  gezogen,  so  dass  dem  Verfasser 
schliesslich  zwei  Probleme  resultiren,  je  nachdem  man  das  Wort 
nlip&og  als  Rechteck,  (Wurm'sches  Problem)  oder  als  Quadrat 
(Hauptproblem)  auffasst.  Im  §  5  wird  dann  das  Wurm'sche 
Problem  gelöst.  Es  werden  die  neun  Oleichungen  aufgestellt 
und  die  Losung  gegeben.  Als  Gesammtzahl  ergiebt  sich  dabei 
eine  dreizehnstellige  Zahl.  §  6  wendet  sich  dann  zu  dem  Haupt- 
problem. Die  Gleichungen  sind  dieselben,  wie  bei  dem  Wurm- 
sehen  Problem,  nur  eine  Gleichung  ist  anders.  Die  Summe  der 
Anzahl  der  weissen  und  schwarzen  Stiere  soll  nicht  mehr  ein 
Rechteck,  sondern  ein  Quadrat  sein.  Die  Lösung  führt  auf  eine 
PeU'sehe  Gleichung,  nämlich 

<'-4729494tt'  =  1, 
and  zwar  wird  diejenige  kleinste  Lösung  gebraucht,  bei  der 
tt  durch  2.4657  theilbar  ist.  Dieser  Aufgabe  ist  nun  das  Weitere 
gewidmet,  indem  in  §  7  einige  dazu  nöthige  Htllfssätze  aufgestellt 
nod  bewiesen  werden,  in  §  8  die  wirkliche  Durchführung  erfolgt. 
Es  ergiebt  sich  die  Gesammtzahl  der  Rinder  7766  mit  206541 
folgenden  Ziffern.  Zum  Schluss  sucht  der  Verfasser  diese  Zahl 
dem  Leser  zu  veranschaulichen.  0. 


A.  Marke.  Extrait  du  manuscrit  No.  24237  du  fonds 
fran9ais  de  la  biblioth^ue  nationale.  Darboux  Ball.  (2) 
m.  2731. 

Das  betreffende  Manuscript,  168  Seiten  stark,  trägt  den  Titel 
^l^ments  de  Mathämatiques",  enthält  indess  theils  Studien  über 
niehtmathematische  Gegenstände,  theils  in  das  Gebiet  der  höheren 
Mathematik  gehörige.  Hier  wird  die  Behandlung  zweier  zahlen- 
theoretischer  Probleme  mitgetheilt:  Zwei  Zahlen  zu  finden,  deren 
Unterschied  gleich  dem  Unterschied  ihrer  Guben  ist.    Lösung  der 
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diopbantischen  Gleichung  * 

für  ein  gegebenes  q.  Sd. 


C.  Henry.     Lettre  k  M.  le  r^dacteur  du  Bulletin. 

Darboux  Bull.  (2)  IV.  268-272. 

Der  Verfasser  weist  auf  frühere  Besprechungen  des  im  vori- 
gen Referate  bezeichneten  Manuscriptes  hin  (besonders  Boneom- 
pagni  Bu^I.  XII.  564-565;  vgl.  F.d.  M.  XI.  1879.  16).  Er  giebt 
ein  Excerpt  aus  Prestet,  Nouveaux  Elements  de  Mathämatiques, 
worin  die  oben  erwähnten  zahlentheoretischen  Probleme  bebandelt 
sind.  Ferner  Errata  in  Lambert's  Zusätzen  zu  den  logaritbmisohen 
und  trigonometrischen  Tabellen  etc.   (Berlin  1770).  Sn. 


C.  Henry.     Sur  une  valeur  approch^e  de  |/2   et  sur  deux 

approximations   de   ^S.    Darboux  Bull  (2)  III   1879.  516-520 

Bezieht  sich  auf  die  Regel  des  Baudhäyana,  über  die  im 
vorigen  Bande  p.  37  berichtet  worden  ist.  O. 

H.  Brocard.    Sur  la  fr^quence  et  la  totalit^  des  nombres 
Premiers.    N.  0.  M.  vi.  255-266. 

Analyse  der  Arbeiten  von  Piarron  de  Mond6sir,  Meissel,  Rie- 
mann,  Oenocchi,  Lebesgues,  Desboves,  James  und  J.  W.  L. 
Glaisher  (s.  F.  d,  M.  XL  1879.  p.  35).  Mn.  (0.) 


R.    Peiper.      Foitolfi  Rythmiraachia.     Schlömilch  z.  xxv. 

Suppl.  167-227. 

Der  Zahlenkampf  war  ein  mathematischen  Charakter  tragen- 
des  Spiel,  als  dessen  Erfinder  man  im  späteren  Mittelalter  ver- 
schiedentlich einen  der  drei  Männer  bezeichnete,  die  mau  über- 
haupt als  die  Träger  und  Förderer  mathematischen  Wissens 
kannte:  Pythagoras,  Boethius,  Gerbert.  Relative  Berechtigung 
hat  hievon  natürlich  nur  der  Name  Gerbert's,  der  jedenfalls  nicht 
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sehr  lange  vor  Erfindung  des  Spieles  lebte.  Ueberhaupt  zeitigte 
der  damalige  Geschmack  mehrere  derartige  Versuche,  Spiel  und 
Wiasenschafl  zu  verbinden,  so  u.  a.  die  „  Alea  regularis^  des  Bi- 
8chofa  Wibold  von  Cambrai  (gest.  965).  Was  nun  t!ie  Rythmi- 
maehie  des  Fortolf  anlangt,  so  war  dieselbe  theilweise  dem 
Schachspiele  nachgebildet.  Es  gab  48  Spielsteine,  16  viereckige 
grössere,  16  viereckige  kleinere  und  16  runde,  von  welch'  letz- 
teren zwei  wieder  eine  ausgezeichnete  Stellung  besassen.  Die 
arithmetischen  Regeln,  nach  welchen  diese  Steine  mit  gewissen 
Zahlwerthen  beschrieben  wurden,  sind  zu  complicirt,  um  hier  in 
Kflrze  wiedergegeben  werden  zu  können.  Diese  Steine  wurden 
nun  in  einer  gewissen  Anordnung  von  beiden  Spielern  aufge- 
stellt, und  jeder  von  diesen  beginnt,  ähnlich  wie  beim  Damen- 
brett, gegen  den  andern  zu  ziehen;  das  Wegschlagen  der  Steine 
erfolgt  wiederum  nach  bestimmten  arithmetischen  Gesetzen.  Auch 
Hermannus  Contractus,  der  berühmte  Reichenauer  Abt,  hat  eine 
Rythmimachie  geschrieben,  desgleichen  ein  gewisser  Odo,  der 
jedoch  nicht  mit  dem  in  der  Geschichte  der  Mathematik  ander- 
weit berühmten  Odo  von  Glugny  identisch  sein  dürfte.  Unter  den 
neueren  Schriftstellern  endlich  giebt  es  mehr  wie  Einen,  der  dem 
geistvollen  Spiele  seine  Theilnahme  zuwendet.  Nach  Curtze's 
Angabe  enthält  auch  ein  Berliner  Codex  eine  Rythmimachie,  die 
vielleicht  den  Verfasser  der  vorliegenden  interessanten  Abband- 
long  zu  genauerer  Untersuchung  anreizen  dürfte.  Gr. 


A.  Favaro.     Sulla  elica  calcolatoria  di  Füller  con  cenni 
storici   sopra  gli  Strumen ti  calcolatori  a  divisione  lo- 

garitmica.    Atti  d.  ist.  Ven.  (5)  V.  495-521. 
Beschreibung  des  Apparates,   an  die  sich  eine  grosse  Zahl 
Notizen  über  andere   Rechenmaschinen    und    Recheninstrumente 
reihen.  O. 

A.  Favaro.     Appendice  alle  notizie  storico-critiche  sulla 
costrnzione  delle  equazioni.    Mem.  di  Modena  xix.  234-244. 
Diese  Ergänzungen  zu  dem  im  Titel  genannten  Werke  des 

FoTtMbr.  d.  M»tb.   XIT.  1.  ^ 


34  I-  Abschnitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

Herrn  Favaro  (s.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  46)  betreffen  die  Methode 
von  Buteo  (in  dessen  Opera  geometrica,  Lugduni  1554,  p.  59-65), 
von  Joseppo  Unicomo  (De  Varithmetica  universale,  Venetia  1598), 
von  P.  A.  Cataldi  (Algebra  discorsiva  nnmerale  etc.  Bologna^ 
1618)  und  anderen,  deren  Schriften  meist  nach  Matthiessen, 
Grundzttge  der  antiken  nnd  modernen  Algebra  etc.  (s.  F.  d.  M. 
X.  1878.  p.  47)  citirt  werden.  M. 


O.  Stolz.      B.  Bolzauo's    Bedeutung  in  der  Geschichte 
der  Infinitesimalrechnung.   Wien.  ade.  1880.  91-92. 

Nach  dem  vorliegenden  kurzen  Auszug  bezieht  sich  die  Ar- 
beit auf  eine  Reihe  von  Abhandlungen  Bolzano's  Ober  die  Grund- 
begriffe der  Infinitesimalrechnung,  die  noch  vor  Cancby's  Vor- 
lesungen erschienen,  aber  bald  in  Vergessenheit  gerathen  sind. 
Der  eingehenden  Würdigung  dieser  Abhandlungen  ist  die  Arbeit 
gewidmet.  In  einem  Anhange  ist  die  auf  Grund  der  von  Biemann 
und  Weierstrass  herrührenden  Definition  des  bestimmten  Integrals 
sich  ergebende  Darstellung  des  Problems  der  Rectification  ausein- 
andergesetzt. Ein  eingehendes  Referat  bleibt  vorbehalten  bis 
nach  Erscheinen  der  Arbeit  selbst.  O. 


G.  A.  Maggi.     Sulla  storia  delle  funzioni  cilindriche. 

Acc.  B.  d.  L.  (3)  IV.  259-263. 

Die  Cylinderfunctionen  finden  sich  schon  vor  Bessel  und 
Fourier  gelegentlich  bei  Daniel  BernouUi  und  Euler.  Bernoulli 
kommt  auf  die  Cylinderfunctionen  mit  dem  Index  0  in  seiner 
Arbeit:  „Theoremata  de  osciilationibus  corporum  filo  flexili  con- 
nexorum  et  catenae  verticaliter  suspensae^  in  den  Commentarii 
Academiae  Scientiarum  Imper.  Petropol.  t  VI.  (1732-33)  und  t  VII. 
Euler  wird  auf  die  Cylinderfunctionen  ebenfalls  durch  Behandlung 
ähnlicher  mechanischer  Probleme,  wie  das  BernouUi'sche,  geführt; 
vergl.  t  VII.  der  eben  genannten  Commentarii,  sowie  Acta  Acad. 
Scient.  Imper.  Petropol.  t.  V.,  1 78 1 .  Er  betrachtet  auch  die  Cylinder- 
function  zweiter  Art  von  der  Ordnung  Null.  Wn. 
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A.  Sachsk.  Versuch  einer  Geschichte  der  Darstellung 
willkürlicher  Functionen  einer  Variabein  durch  trigo- 
nometrische  Reihen.    SchlömilchZ.  XXV.  Suppl.  229-276. 

A.  Sachse.  Essai  historique  sur  la  repr^sentation  d'une 
fonetion  arbitraire  d'une  seule  variable  par  une  sörie 

trigonom^trique.     Darboux  Bull.  (2)  III.  43-64,  83-112. 

Verbesserter  Abdruck  und  Uebersetzung  der  Dissertation, 
über  welche  F.  d.M.  XI.  1879.  p.2m  berichtet  worden  ist.  Siehe 
aneb  Äbschn.  VIL  Cap.  1.  M. 


C.  Taylor.     On  the  history  of  geometrical  continuity. 

Proc.  of  Cambr.  IV.  14-17. 

Kepler's  Werk :  ^ Ad  Vitellionem  paralipomena  quibus  astro- 
nomiae  pars  optica  traditur^  (Francofurti  1604)  enthält  einen 
kurzen  Abschnitt:  De  coni  sectionibus,  welcher  den  Gegenstand 
vom  Gesichtspunkt  der  Analogie  oder  Continuität  behandelt.  Der 
Verfasser  zeigt,  dass  sich  in  diesem  Abschnitt  bereits  die  moderne 
Auffassung  der  geometrischen  Continuität  finde,  wodurch  Kepler 
in  die  vorderste  Reihe  der  Gründer  der  modernen  Geometrie  ge- 
rückt würde.  In  diesem  Werk  wird  auch  das  Wort  „focus"  zum 
ersten  Male  gebraucht.  Kepler's  Worte  sind :  „quae  definitionem 
certam  habent,  nuUum  nomen,  nisi  pro  nomine  definitionem  aut 
proprietatem  aliquam  usurpes. .  • .  Nos  lucis  causa  et  oculis  in 
mechanicam  intentis  ea  puncta  focos  appellabinms.^        Glr.  (0.) 


G.  J.  Allman.     Greek  geometry  from  Thaies  to  Euclid. 

Herrn.  1880.  q 

M.  Baker.     The  history  of  Malfatti's  problem. 

Wash.  Boll.  IL  113-123. 

Die  vorliegende  Arbeit  soll  eine  Ergänzung  sein  zu  der  Ge- 
8(^chte  des  Problems  in  der  Arbeit  von  Talbot:  „Recent  researches 
on  Halfatti's  problem"  in  den  Transactions  of  Edinburgh  XXIV. 

3* 
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1864-1867,  p.  127-138.  Es  werden  daher  nur  solche  Arbeiten 
besprochen,  die  dort  abersehen  waren.  Die  Wittstein' sehe  Arbeit 
über  denselben  Gegenstand  ist  dem  Verfasser  erst  naeb  d^ 
Drucklegung  bekannt  geworden.  O. 


Haton   de  LA  GoupiLLiERE.     Corrcspondance.    Nouf.  Add. 

(2)  XIX.  94-96. 

Anknüpfend  an  eine  Uebersicht  über  die  Eigenschaften  der 
Curve  a?*-f  y^  =  t ,  der  Epicycloide  mit  4  Spitzen,  in  Noav.  Ann. 
(2)  XIII.  p.  534  giebt  der  Verfasser  als  Supplement  Notizen 
darüber,  wer  eine  Anzahl  von  Eigenschaften  zuerst  entdeckt 
habe.  O. 


A.  Wbrnicke.     Die  Entdeckung  der  endlichen    Licht- 
geschwindigkeit durch  Olaf  Römer.    SchiomUch  z.  xxv 

Hl.  A.  1-10. 

Der  erste  Theil  der  Arbeit  enthält  die  Oeschichte  der  Römer^- 
sehen  Entdeckung.  Olaf  Römer  kam  durch  Picard  im  Jahre  1671 
nach  Paris,  wo  er  bei  seinen  Arbeiten  aber  die  Verfinstemng  der 
Jupitertrabanten  auf  den  bekannten  Schluss  Über  die  Endlichkeit 
der  Lichtgeschwindigkeit  kam.  Der  Verfasser  stellt  den  Gedanken- 
gang Römer's  und  die  Schicksale  seiner  Ansichten  dar.  Sie 
wurden  keineswegs  allgemein  anerkannt,  namentlich  Cassini  hatte 
wesentliche  Bedenken  dagegen,  da  die  Römer^schen  Betrachtungen 
nur  bei  dem  ersten,  nicht  aber  bei  den  drei  anderen  Trabanten 
zu  diesem  Resultate  führten.  Nach  Rdmer*s  Fortgang  aus  Paris 
im  Jahre  1681  verlor  seine  Ansicht  mehr  und  mehr  an  Ansehen. 
Römer  selbst  ist  später  nicht  noch  einmal  auf  die  Sache  zurück- 
gekommen, so  dass  sein  Verdienst  eigentlich  erst  dann  allgemeine 
Anerkennung  fand,  als  Bradley's  Untersuchungen  die  Römer'sche 
Entdeckung  so  eclatant  bestätigten.  Der  zweite  Theil  der  Arbeit 
enthält  die  Quellen  und  Belege  für  den  ersten  Theil.        O. 


E.  Öhler.    Beitrag  zur  mechanischen  Theorie  der  Wärme. 

Pogg.  ADD.  (2)  IX.  512. 
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Abdnick  der  Nummern  658,  659,  660  aus  Jacob  Hermann's 
„Phoronomia  sive  de  Tiribus  et  motibus  corporum  solidorum  et 
floidomm  libri  duo,  1716^,  in  denen  sieb  schon  Gedanken,  analog 
denen,  die  der  mechanischen  Wftrmetheorie  zu  Grunde  liegen, 
aoagesprochen  finden.  0. 


De  Gasparis.  Relazione  intorno  alla  Memoria  di  Gio- 
vanni Geloria:  Sopra  alcnni  eolissi  di  sola  antichi  e 
sa   qnelli   di    Agatocle    in    particolare.   Acc.  B.  d.  L.  (3) 

IV.  105-106. 

Der  Werth  dieser  Arbeit  besteht,  dem  Referenten  zufolge, 
darin,  dass  mit  Hülfe  der  von  den  alten  Schrifstellem  Überliefer- 
ten Verfinsterungen  ein  genauerer  Werth  ftlr  die  säculare  Be- 
sehleunigung  der  mittleren  Mondbewegung  gewonnen  wird.  138 
Eklipsen  wurden  zu  diesem  Zweck  beigezogen.  Besonders  wichtig 
erschien  es,  festzustellen,  welches  die  Sonnenfinsternis  war,  die 
in  der  Hellespontgegend  total,  in  Alexandria  nur  zu  ^ier  Fttnfteln 
beobachtet  ward;  Herr  Celoria  erkannte  als  solche  die  sogenannte 
Finsternis  des  Agathokles  (14.  August  309  n.  Chr.).  Als  theo- 
retiscb  wichtigstes  Ergebnis  der  ungeheuer  mtthevoUen  Unter- 
suchung ist  das  zu  bezeichnen,  dass  die  Ulnge  des  Knotens  f&r 
das  laufende  Jahrhundert  um  25  Sekunden  vermindert  werden 
muas.  6r. 


O.  Brllavitis.     Quindicesima  rivista  di  giomali. 

Atti  d.  Ist.  Yen.  (5)  Y.  299-346. 

Fortsetzung  der  Debersichten ,  ttber  welche  schon  frtther  im 
Jahrbuch  (zuletzt  X.  1878.  p.  23)  berichtet  worden  ist  Die  vor- 
Uegende  Abtheilung  giebt  eingehende  Berichte  ttber  Arbeiten  von 
Laisant  und  Badoureau  aus  der  Zahlentheorie,  Laisant,  Mann- 
heim, Laguerre,  Bellavitis,  Lorenzoni  aus  der  Geometrie  aus  den 
Jahren  1878  und  1879,  über  welche  seiner  Zeit  im  Jahrbuch  he- 
richtet  worden  ist  0. 
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Capitel  2. 
Philosophie  (Methodik,  Pädagogik). 

H.  Gibard.     La  philosophie  scieutifique.    Paris.  J.  Baadry. 

Bruzelies.    G.  Müqnard. 

Girard's  philosophie  scientifiqae  ist  ein  Werk,  das  za  den 
besten  philosophischen  Schriften  des  Auslandes  gehört,  und  das 
in  Deutschland  weitere  Beachtung  finden  wird.  Zwar  bat  es 
nicht  unerhebliche  Mängel:  Der  Inhalt  ist  stellenweise  doch  zu 
mager  und  dürftig,  als  ob  wir  eine  Scholastik  zu  bekämpfen 
hätten;  die  Literatur,  namentlich  die  neuere  englische,  ist  zu 
wenig  benutzt;  manches  Alte  wird  als  Neues  und  Eigenes  mit 
Unrecht  angepriesen,  manches  fiat  lux  ausgerufen,  wo  es  längst 
hell  ist;  die  Widerlegung  knüpft  häufig  an  Ansichten  an,  die 
einer  Widerlegung  nicht  würdig  sind.  Philosophische  Ansichten 
in  den  Worterklärungen  eines  Dictionnaire  zu  suchen  wird 
keinem  Deutschen  einfallen.  Aber  alle  diese  Mängel  treten  zorfiek 
hinter  grossen  Vorzügen  des  Buches,  Sicherheit,  Klarheit^  Ein- 
fachheit. 

Der  Verfasser  will  durch  Wiedervereinigung  der  Philosophie 
mit  der  Wissenschaft  eine  von  dialektischen  Verwirrungen  nnd 
transcendenten  Erdichtungen  freie  Philosophie  schaffen.  Das 
Material,  über  das  er  verfügt,  sind  die  Mathematik,  die  Natur- 
wissenschaften, die  Kriegswissenschaft  und  die  musikalische 
Aesthetik.  Es  giebt  nach  seiner  Ueberzeugung  eine  subjective 
und  eine  objective  Welt.  Die  Leugnung  der  Aussenwelt  ist  ihm 
nur  ein  jeu  d'esprit.  Erkenntnis  besteht  in  der  Uebereinstimmnng 
des  Subjectiven  und  Übjectiven.  Der  durch  Sensationen  ver- 
mittelte Stoff  des  Wissens  ist  objectiv.  Vom  Objeete  der  Wissen- 
schaft ist  alles  Transcendente  ausgeschlossen.  Ausser  auf  den 
Stoff  richtet  sich  die  Erkenntnis  auf  Causalitäten.  Gleiche  Ur- 
sachen, rufen  gleiche  Wirkungen  hervor,  während  dieselben  Wir> 
kungen  von  verschiedenen  Ursachen  herrühren  können.  Ein 
Vorurtheil  ist  der  Glaube  an  Axiome,  Definitionen  etc.  Die  Be- 
trachtung  und    Ergründung   fundamentaler  Facta   muss  an  ihre 
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Stelle  treten.     Alle  unmittelbare  Erkenntnis  geschieht  durch  die 
Sinne:    Alles  ist  uns  nur  durch  seine  Manifestationen  bekannt; 
ein  Sabstratum,   unabhängig  von    der   sinnlichen   Erscheinungs- 
weise, ist  der  Wissenschaft  fremd.    Vom  Sinnlichen  schreiten  wir 
darch  Abstraction,  Vergleichung,  Generalisation,  Classification  etc. 
zu  allgemeinen  Begriffen  und   Gesetzen  fort.     Der  Philosophie 
fallt  die  Aufgabe  zu,  das  Zerfallen  der  Wissenschaft  in  einzelne 
isolirte  Theile  zu  verhüten.    Den  allgemeinen  Ausführungen  sind 
einzelne  speciell  mathematische  Betrachtungen  eingestreut.     So 
wird  S.  96-98   der  Begriff  der  Tangente,  S.  187-256    die  Ent- 
stehuDg  der  mathematischen  Grundbegriffe  und  -gesetze,  S.  260265 
der  Begriff  des  Unendlichen,  S.  296  —  309  die  Methode  der  Mathe- 
matik,  und  S.  372  —  402  die  Classification  der  mathematischen 
Diseiplinen  untersucht.    Gänzlich  verfehlt  erscheint  dem  Referen- 
ten freilich  der  erste  dieser  Abschnitte.     Girard  bestreitet  hier 
die  Richtigkeit   des   Satzes,    dass  die  Tangente  mit  der  Ereis- 
peripherie   nur  einen  Punkt   gemeinsam  habe;    aber  seine  ver- 
meintliche Widerlegung  schiebt  an  Stelle  des  Kreisbegriffes  den 
allgemeinen   Gurvenbegriff  unter,   für  den  niemand  dergleichen 
behauptet,   und    die  Frage,   durch  wieviel  Punkte  eine  Gerade 
bestimmt  sei,   wird  mit  der  Frage,  wieviel  Punkte  eine  Gerade 
mit  der  Peripherie  gemeinsam  habe,  verwechselt.     Wenn  im  An- 
aebluss  daran  Girard  behauptet,  dass  die  Mathematik  sich  noch 
jetzt  in  dem  Zustande  befinde,  in  dem  die  Chemie  war,  als  sie 
Alchymie  war,    so  weiss  man  nicht,  ob   man  lächeln  oder  sich 
ärgern  soll.    Auch  der  Abschnitt  über  die  mathematischen  Grund- 
gesetze erweckt  Bedenken.    Die  Bewegung  soll  der  Grundbegriff 
der  Geometrie  sein.    Girard  unterscheidet  die  geometrische  zeit- 
lose Bewegung   von  der  den  Zeitbegriff  einschliessenden  kine- 
matischen.    Der  Referent  kennt  keine  zeitlose   Bewegung   und 
glaubt,  dass  hier  Erzeugung  durch  Denkthätigkeit  mit  Bewegung 
Terwechselt  ist    Ansprechend  erscheint  dagegen  der  Beweisgang, 
darch  den  Girard  zu  dem  Resultate  kommt,  dass  die  behauptete 
Schwierigkeit  des   bekannten  Euklidischen  Postulats  keine   be- 
sondere sei,  und  dass  man  an  Stelle  der  absurden  Definition  die 
Forderung   setzen  müsse,   den  Parallelismus  zu  erzeugen.     Die 
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Bemerkungen  über  das  unendlich  Grosse  und  Kleine  sind  nqr 
dürftig  ausgefallen.  Sehr  richtig  erscheinen  dagegen  die  Unter- 
suchungen über  die  Methode  und  Classification  der  mathemati- 
schen Wissenschaft.  Man  wird  das  Buch  Girard's  schwerlich  aus 
der  Hand  legen,  ohne  trotz  aller  Widersprüche  im  Einseinen, 
doch  mit  dem  Gang  der  gesammten  Untersuchung  einverstanden 
zu  sein.  Mi. 


L.  BuYS.     La  science  de  la  quantit^.   Bruxeiies.  c.  Moqnardt. 

Das  behaglich  breite  Werk  Buys'  besteht  aus  einer  Einlei- 
tung (p.  5-36)  und  zwei  aus  je  zwei  Theilen  zusammengesetzten 
Büchern  (p.  37-555),  von  denen  das  erste  die  Addition,  Subtrae- 
tion,  Multiplication ,  Division,  Potenzirung,  Radicirung,  einige 
Zahlengesetze  und  die  Gleichungen  ersten  und  zweiten  Grades 
darstellt,  das  zweite  die  Reihen  und  Logarithmen,  die  Elemente 
der  Differentialrechnung  und  Functionslehre  und  die  allgemeine 
Theorie  der  Gleichungen  umfasst.  In  der  durch  Citate  aus  Des- 
cartes  u.  a.  unverhältnismässig  ausgedehnten  Einleitung  bekennt 
sich  ßuys  als  Anhänger  des  Deutsch  verderbenden,  unnatürlichen 
und  sonderbaren  Chr.  Fr.  Krause,  der  die  Ideen  Fichte^s  und 
Schelling's  vereint  und  in  seiner  Kategorienlehre  wohl  das  Ver- 
kehrteste, was  auf  diesem  Gebiete  möglich  ist;  zu  Stande  gebracht 
hat.  Das  Werk  Buys'  selbst  ist  ein  Lehrbuch  der  Elemente  der 
Arithmetik,  Algebra  und  Analysis,  das  möglichst  populär  sein 
will,  auf  eine  Zustimmung  aber  wohl  weder  bei  dem  noch  völlig 
Unwissenden  noch  bei  dem  Fachmathematiker  rechnen  kann. 
Denn  abgesehen  von  seiner  unndthigen  Breite,  die  für  einen  der- 
artigen Stoff  am  wenigsten  passt,  leidet  es  an  mehreren  Grund- 
mängeln. Weder  sondert  es  die  bestimmten  und  allgemeinen 
Zahlen  genügend,  noch  giebt  es  die  Auseinandersetzungen  in 
einer  natürlichen  Reihenfolge.  So  ist  der  Begriff  des  Braches 
mit  dem  der  ganzen  Zahl  sofort  an  die  Spitze  gestellt,  ehe  nodi 
der  Begriff  der  Division  gehörig  erläutert  ist,  so  ist  der  Begriff 
der  negativen  Zahl  zunächst  vollständig  übergangen,  wird  sogar 
und    mit   ihm    der  des  Imaginären  systematisch  ausgeschlossen, 
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trotzdem  er  natQrlich  unentbehrlich  ist  und  factisch  unter  anderm 
Namen  stellenweise  wieder  eingeführt  wird,  so  ist  ferner  die 
Logarithmirung  systemlos  von  der  Potenzirung  getrennt  Auch 
kann  das  Werk  weder  auf  genügende  Begründung  noch  auf  Voll- 
ständigkeit Anspruch  erheben,  wie  der  Verfasser  am  Scbluss  der 
Einleitung  selbst  angiebt.  Mi. 


D.  ^8.  Pbircb.     On  the  algebra  of  logic.    Am.  J.  iii  15-58. 

In  drei  Capiteln,  syllogistic,  the  logic  of  non-relative  terms, 
the  logic  of  relatives  giebt  Peirce  eine  algebraische  Logik.  Die 
Idee  ist  bekanntlich  nicht  mehr  neu,  wohl  aber  manches  in  der 
Ausfnhrung  Peirce's. 

Capitel  1.  Eine  physiologische  Einleitung  ist  vorangestellt 
(§  I).  Die  Syllogistik  erhält  ihre  Grundlage  durch  Feststellung 
der  wichtigen  Schluss-  und  Urtheilsformen  und  ihrer  Bezeich- 
nungen (§  2—3).  Die  alten  Unterscheidungen  werden  verworfen. 
Satz  und  Schluss,  Begriff  und  Satz  werden  identificirt.  Die 
Schlüsse  sind  unmittelbare,  Syllogismen  und  Dialogismen.  Ein 
unmittelbarer  Schluss  ist  ein  rein  formaler  vollständiger  Schluss 
aus  einer  Prämisse.  Jeder  materiale  Schluss  enthält  mehr  als 
eine  Prämisse.  Schlüsse  mit  mehr  als  zwei  Prämissen,  können 
in  eine  Reihe  von  Schlüssen  mit  zwei  Prämissen  und  einer  ein- 
fachen Conclusion  oder  mit  einer  Prämisse  und  einer  doppelten 
alternativen  Conclusion  zerlegt  werden.  Erstere  heissen  Syllo- 
gismen, letztere  Dialogismen.  Für  die  Urtheile  ist  nur  die  Unter- 
scheidung zweier  Hauptformen  nöthig.  A  schliesst  B  ein,  und 
A  schliesst  nicht  B  ein.  Die  vier  alten  Grundformen  A,  £,  J,  0 
lassen  sich  mit  einiger  Modification  des  Sinnes  acceptiren.  Auch 
De  Morgan's  acht  Urtheile  können  verwerthet  werden;  doch  ist  es 
in  diesem  Falle  richtiger,  die  Particularität  auch  auf  das  Prädicat 
zu  übertragen,  und  die  Anzahl  der  Urtheile  dadurch  zu  vermeh- 
ren« Zur  algebraischen  Darstellung  der  Schlüsse  und  Urtheile 
dienen  sechs  verschiedenartige  Zeichen:  1)  die  Buchstaben  für 
Begriffe  und  Urtheile,  2)  .-.  Zeichen  der  Folgerung,  H)  — <:,  =, 
>»<•><  pichen  4er  Copula,  0  —  Zeichen  der  Verneinung, 
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5)  ^  Zeichen  der  Particularitftt,  6)  die  matheroatiscbea  Klam- 
mern zur  Zusammenfassung.  Aus  der  Identität  der  Relation  der 
Copula  im  Urtbeile  mit  der  der  Folgerung  im  Schlüsse  entspringt 
die  Algebra  der  Syllogistik.  Aus  einigen  wenigen  Urtbeils-  und 
Schlussformen  lassen  sich  vermOge  der  Transitiyitftt  der  Copula 
und  mit  Hilfe  der  Elimination  von  Begriffen  alle  tlbrig;en  ab- 
leiten (§  8).  Es  ergeben  sich  auseinander  die  Grundsätze  des 
Denkens,  einzelne  Modi  der  vier  bekannten  Schlussfiguren,  eine 
Reihe  neuer  Modi.  Wir  haben  hiermit  eine  erweiterte  Syllogi- 
stik, die  von  einigen  Grundannahmen  ausgehend  mathematiach 
deducirend  fortschreitet,  aber  die  Übersichtliche  Form  der  gewöhn- 
liehen  Syllogostik  nicht  besitzt 

Capitel  2.  Nichtrelative  Begriffe  sind  Begriffe,  die  ausser 
Beziehung  zu  anderen  gedacht  werden.  Es  handelt  sich  in  einer 
Logik  nicbtrelativer  Begriffe  darum,  Begriffe  im  Subject  und  Prft- 
dicat  eines  Urtheils  zusammenzusetzen  oder  zu  trennen,  und  die 
nen  entstehenden  Verhältnisse  zwischen  Subject  und  Prftdicat  so 
ermitteln,  mithin  um  das,  was  Boole  in  seiner  logischen  Func- 
tionslehre  durch  einen  Calcul  schon  bestimmt  hat  Die  Verbin- 
dung der  Individualbegriffe  zu  allgemeinen  Begriffen  ist  logische 
Addition;  die  Verbindung  der  einfachen  Merkmale  zu  zusammen- 
gesetzten Begriffen  ist  logische  Multiplicalion.  Die  Gesetze  dieser 
Operationen  darzustellen  sind  neue  Zeichen  erforderlich,  nämlich: 
7)  oc  Zeichen  der  Möglichkeit,  8)  0  Zeichen  der  Unmöglichkeit, 
9-10)  +X  Zeichen  der  Addition  und  Multiplication,  11-13)  g>2n 
Functions,-  Summen-  und  Productzeichen.  Die  Gesetze  der  logi- 
schen Addition  und  Multiplication  dc^cken  sich  nicht  völlig  mit 
den  entsprechenden  rein  arithmetischen  Sätzen;  z.  B.  ist  in  der 
Logik  a  =  a  +  a;  (a-6)  +  c  =z  (a-^-c)  (b  f  c)  etc.    Der  wichtigste 

Satz  in  der  Logik  der  Non-relativa  ist:  g>x  =  (q>'x>x) -{- (gfOx) 
oder  =  {(pO  +  x) '  (fpoo -{- x).  Die  Methode  zur  Lösung  von  Pro- 
blemen, die  sich  aus  den  Formeln  ergiebt,  ist  folgende:  Man  zer- 
lege Subject  und  Prädicat  in  so  viel  Summanden  und  Faotoren  als 
möglich,  zerlege  die  zusammengesetzten  Sätze  in  einfache,  elimi- 
nire  diejenigen  Begriffe,  auf  deren  Verhältnis  es  nicht  ankommt, 
bringe  alle  Begriffe   bis   auf  einen   in's  Subject  oder  Pr&dicat, 
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oder  auch  alle  in's  Subject,  wobei  das  Prädieat  0  wird,  oder 
aaeh  alle  in's  Prädieat,  wobei  das  Subjeet  oo  wird,  und  beachte 
schliesslich,  dass  alle  Sätze,  die  ein  gemeinsames  Subjeet  oder 
Prädieat  haben,  sieh  durch  Multiplication  oder  Addition  susamroen- 
ziehen  lassen. 

In  Capitel  HL  beschäftigt  sich  Peirce  mit  der  Logik  der 
relatiTen  Begriffe.  Dies  Qebiet  ist  der  Syllogistik  verwandt.  Die 
Grundlage  zu  einer  Algebra  relativer  Begriffe  bildet  der  Gedanke, 
dass  jedes  allgemeine  Belativ  als  eine  Summe  von  Individuai- 
relativen oder  als  ein  Product  einfacher  Belativa  aufgefasst  wer- 
den kann.  In  jeder  Belation  ist  das  erste  Glied,  Relatum,  von 
den  übrigen,  Correlata,  zu  unterscheiden.  Durch  Vertauschung 
von  Belatam  und  Correlaten  lässt  sich  aus  einer  Belation  eine 
oder  eine  Anzahl  neuer  Relationen  ableiten.  Zur  Bezeichnung 
der  Relationen  verwendet  Peirce  14)  das  Zeichen  :  .  Eine  Algebra 
der  relativen .  Begriffe  ergiebt  sich  aus  dem  Problem  von  zwei 
gegebenen  Belationen,  die  in  einem  Gliede  übereinstimmen,  eine 
neue  abzuleiten.  Die  hierzu  erforderlichen  Operationen  werden 
relative  oder  externe  Multiplication,  regressive  Involution,  pro- 
gressive Involution  und  Transaddition  genannt  Mit  der  Auf- 
stellung der  Formeln  für  diese  Operationen  sehliesst  die  unvoll- 
endete Abhandlung  Peirce's. 

In  der  Arbeit  Peirce's,  wie  in  ähnlichen  seiner  Vor-  und 
Mitarbeiter,  zeigt  sich  viel  Scharfsinn  und  sorgfältiger  Fleiss; 
dass  aber  die  Logik  allzuviel  durch  eine  solche  Verfeinerung 
und  Verschärfung  gewinnt,  möchte  sehr  zweifelhaft  sein.  Eine 
Erweiterung  liegt  ja  allerdings  in  der  Behandlung  der  relativen 
und  nichtrelativen  Begriffe;  die  Fesseln  der  Syllogistik  werden 
dnrchbrochen;  die  alten  Formen  werden  durch  neue  ersetzt,  die 
Aufgaben  umfassender  gestellt  und  gelöst:  aber  hierbei  geht 
auch  wieder  die  einfachere  Systematik  zu  Grunde.  Das  Schluss- 
verfinhren  gewährt  den  Eindruck,  den  man  von  der  Lösung  qua- 
dratischer Gleichpngen  mit  mehreren  Unbekannten  empfängt. 
Die  Logik  verlaAgt  doch  wohl  heutzutage  mehr  eine  andersartige 
Erweiterung.    Eine  Ableitung  aller  vorhandenen  Detikbeziehungen 
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ist  eine  dringende  Aufgabe,  zu  deren  Lösung  die  algebraische 
Logik  keinen  Beitrag  liefern  kann.  Mi. 


B.  Halsted.     Statement  and  reduction  of  syllogism. 

J.  specQl.  Phil.  XII.  418. 

Halsted  stellt  in  strengem  Anscbluss  an  Boole  Symbole  nnd 
Grundgesetze  fUr  die  logische  Hultiplication,  Addition  and  Sob- 
traction  auf.  Hierauf  leitet  er,  16  denkbare  Urtheilsformen  sebd- 
dend,  die  freilich  nachher  in  zwei  Formeln  ausdrttckbar  sind, 
die  hieraus  sich  ergebenden  256  möglichen  Syllogismen  und  die 
für  ihre  Bestimmung  nothwendigen  Gesetze  ab.  Die  Arbeit  ist, 
was  die  Herleitung  der  Schlüsse  betrifft,  ein  selbständiger  Bei- 
trag zum  logischen  Calcul.  Mi. 


B.  Halsted.      Algorithmic  division  in   logic.     J.   specoi. 

Phil.  XIII.  107. 

Der  Verfasser  begründet,  theilweise  gegen  Je?ons  polemisi- 
rend,  dass  eine  logische  Division  zulässig  ist,  und  stellt  die  be- 
schränkenden Bedingungen  fest,  unter  denen  sie  möglieh  er- 
scheint. Mi. 


J.  Venn.     On  the  various  notations  adopted  for  ezpres- 
sing  the  common  propositions  of  logic.    Proc.  of  Cambr. 

IV.  36-47. 

Der  Verfasser  lenkt  die  Aufmerksamkeit  auf  die  grosse  Ver- 
schiedenheit der  symbolischen  Ausdrucksformen  für  die  gewöhn- 
lichen Sätze  der  Logik.  Er  benutzt  als  Beispiel  den  Satz: 
„Nicht  S  ist  P^  und  giebt  ein  Verzeichnis  von  24  Symbolen,  die 
daftlr  ?on  Boole,  MacFarlane,  Wundt,  Je?ons,  Delboeuf,  Murphy, 
Holland,  Drobisch,  Segner,  Daijes,  Grassmann,  MaeColl,  Peirce, 
Frege,  Morgan,  Floncquet,  Bentham  Hamilton,  Leibniz,  Lambert 
Maimon  und  Chase  gebraucht  sind.  Diese  theilen  sich  in  sechs 
Gruppen,  die  näher  characterisirt  und  betrachtet  werden,  wobei 
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hifltoriscbe  Notizen  hinzugefügt  werden.     Speeiell  werden  Lam- 
berts Mittbeilungen  ttber  diesen  Gegenstand  berücksichtigt. 

GIr.  (0.) 

J.  Venn.     On  the  employment  of  geometrical  diagrams 
for  the  sensible  representation  of  logical  propositions. 

Proc.  of  Cambr.  IV.  47-59 

Die  Arbeit  giebt  eine  Uebersicfat  über  die  yerschiedenen 
Metboden  der  Anwendung  geometrischer  Diagramme  auf  die  Dar- 
stellung logischer  Schlüsse,  aber  es  werden  dabei  nur  diejenigen 
Methoden  berücksichtigt,  welche  sich  direct  mit  Schlüssen  be- 
schäftigen und  sie  analysiren,  d.  h.  welche  auf  dem  einen  oder 
anderen  Wege  das  Verhältnis  zwischen  Subject  und  Prädicat 
auseinandersetzen  und  zwischen  den  verschiedenen  Arten  der 
Schlüsse  unterscheiden.  Speeiell  werden  dabei  berücksichtigt 
Aisted,  Weise,  Euler  und  Bolzano  (welcher  der  einzige  Schrift- 
steller gewesen  zu  sein  scheint,  der  eine  Ausdehnung  der  dia- 
grammatischen Bezeichnung  auf  die  Resultate  von  vier  Gliedern 
versucht  hat),  Lambert,  Mean,  Kant  und  F.  A.  Lange. 

Qlr.  (0.) 


H.  McCoLL.     Calculus  of  äquivalent  Statements  (Fourth 

Paper).      Proc.  L.  M.  8.  XL  113-121. 

Der  vierte  Abschnitt  der  interessanten  logisch-mathematischen 
Untersuchungen  McGoirs  hat  es  wieder  mit  einigen  Problemen 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  zu  thun.  Drei  Definitionen,  die 
den  Sinn  der  Zeichen  bestimmen,  und  vier  einfache  Lehrsätze 
genfigen,  um  die  Lösung  zweier  complicirter  von  Boole  in  den 
„Laws  of  Thought''  behandelten  Probleme  zu  geben.  Mi. 


Ch.  Ladd.     On  De  Morgan's  extension  of  the  algebraic 
processes.    Am.  j.  in.  210-226. 

Die  algebraischen  Processe  werden  durch  die  Gesetze    ihrer 


46  I-  Abschnitt.    Geschichte  and  Philosophie. 

Verknüpfung  definirt;  nothwendige  Bedeutung  hat  keine  der- 
selben. Einem  jeden  Process  entspricht  ein  inverser.  Ausser 
dem  Process  der  Addition  (und  Subtraction)  wird  als  notbwendig 
nur  noch  das  Symbol  ^logarithmus^  eingeführt;  dies  ist  definirt 
durch 

log(a  +  aH |-a  [6  Summanden])  =  loga-flogfr. 

Mit  diesen  Operationen  werden  allerlei  Umformungen  and  Ver- 
bindungen vorgenommen,  welche  mehr  oder  minder  auf  eine  Be- 
griffsschrift, auf  Darstellung  ?on  Schlüssen  durch  mathemathische 
Zeichen  hinauslaufen.  No. 


T.  N.  Thiele.     Analytiske  Studier  om  den  rene  Mathe- 

matiks    Prineiper.    Zeuthen  Tiddskr.  (4)  III.  33-62. 

Obwohl  es  als  unmöglich  angesehen  werden  darf,  den  Be- 
griff der  Addition  oder  der  Multiplication  mittels  einer  Functional- 
gleichung  völlig  zu  definiren,  lässt  sich  doch  sehr  wohl  eine 
Beihe  von  Principien  angeben,  welche  zusammengenommen  ge- 
wisse Eigenschaften  der  beiden  Operationen  feststellen  nnd  in 
dieser  Weise  als  eine  Art  von  Definitionsgleichungen  auftreten. 
Diese  Principien  sind  die  folgenden: 

das  Eindeutigkeitsprincip    a-^b  =  c,    ab  =^  c, 

das  Umkehrungsprincip     a'-f-c  =  6, 

das  associative  Princip    (a+b)-\'C  ==•  a-f(6-}-c), 

das  commutative  Princip    a-\-b  =  6-fa, 

das  distributive  Princip    (a+6)c  =  ac-f  6c. 

Wenn  alle  hierher  gehörige  Gleichungen  aufgeschrieben  werden, 
wird  ihre  Anzahl  im  Ganzen  zwölf,  und  endlich  kommt  noch 
hinzu  der  Satz 

a+a-f  ö . . .  (n  Add.)  =  n.a. 

Um  die  wahre  Bedeutung  dieser  Sätze  zu  erkennen,  betrachtet 
der  Verfasser  der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  derselben,  indem 
er  untersucht,  welcher  Begrenzung  durch  ihn  die  beiden  Opera- 
tionen unterworfen  werden.  Die  allgemeinsten  Operationen,  welche 
als  Addition  und  Multiplication  bezeichnet   werden  können,  be- 
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neoDt  er  Pseudoaddition  (2  =  x  #  j^)  und  Pseudomultiplication 
(s  =  ^O^)*  ^^^^  ^^°  davon  aus,  dass  die  gewöhnliche  Mathe- 
matik f&r  reelle  Zahlen  die  einzige  bekannte  Methode  zur  Dar- 
stellung von  Grössentelationen  liefert,  so  folgt  aus  dem  Prineip 
der  Eindeutigkeit,  dass  die  beiden  Functionen  Summe  und  Pro- 
dnct  in  der  Function 

^  _    exyi-fx  +  gy  +  h 
axy  -\- bx -\- cy -{- d 

enthalten  sein  müssen,  oder  dass  zwischen  x^  y,  &  Gleichungen 
von  der  Form 

/(ä)  =  g(x)  h{y)    oder    F{:&)  =  G^x)  +  H(f,) 

existiren  müssen.  Die  nähere  Bestimmung  der  hier  eingehenden 
Functionen  geschieht  mittels  der  folgenden  Principien,  indem  diese 
als  Functionalgleichungen  benutzt  werden.  Als  Resultat  dieser 
Uotersnchnngen  geht  dann  hervor,  dass  von  den  ersten  12  Sätzen 
das  distributive  Prineip  das  einzige  ist,  das  einen  Unterschied 
von  Mnltiplication  und  Addition  feststellt.  Zur  Definition  der 
Addition  wird  ausser  dem  Eindeutigkeitsprincip  noch  eine  Distri- 
bution nnd  ein  associatives  Prineip  erfordert.  Für  die  Multipli- 
eation  muss  noch  ein  Satz  hinzugefügt  werden,  und  keiner  der 
zwölf  ersten  ist  in  dieser  Rücksicht  völlig  genügend.  Erst  der 
dreizehnte  Satz,  der  auch  gewöhnlich  zur  Herleitung  der  Multi- 
plicationsregel  benutzt  wird,  hebt  die  Unbestimmtheit  völlig  auf. 
Nimmt  man  aber  auf  diesen  Satz  keine  Rücksickt,  so  hat  man 
fbr  die  PseudoOperationen  die  folgenden  Bedingungen 

F(x#y)  =  F(x)  +  f);y), 

f{xOy)  =  F(:x).F(y), 
wo 

X — 0        c  — Cd 


F{x)  = 


X — (o        e — o 

Als  dem  1.3^  Satze  entsprechend  kann  der  folgende  allgemeinere 
aufgestellt  werden 

a:^a^a '" (n  Pb.  Add.)  =  ^O«? 
indem 

nw(e  —  o)  +  o(w—e)  «-f-O      ^      1— 00 

^  ii(e~o)  4-(c«i— «)  II— 00     ^       l-f-0 
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Hier  bezeichnen  -r-   und  Pseudo-Subtraction  und    Division. 

Für  o  =  Of  e  =  ]^  co  =  oc  wird  e«  =  n,  und  man  fällt  in  die 
gewöhnliche  Arithmetik  zurück. 

Der  Verfasser  will  von  den  oben  erwähnten  Principien  keins 
als  Axiom  aufstellen;  dazu  sind  sie  nicht  einfach  und  selbst- 
einleuchtend genug.  Vielmehr  will  er  einen  Schritt  weiter  zarück- 
gehen,  um  die  Ableitung  solcher  aus  den  benannten  Zahlen 
(„Realzahlen^)  zn  versuchen.  Er  betrachtet  die  unbenannte 
Zahl  als  die  Beschreibung  einer  benannten  Zahl  durch  eine 
andere,  dagegen  nicht  als  eine  Abstraction,  weil  die  benannten 
Zahlen  nur  die  Additionssätze  mit  den  unbenannten  gemeinsam 
haben.  Mittels  solcher  Betrachtungen  gelingt  es  die  meisten  der 
erwähnten  Principien  abzuleiten;  übrig  bleibt  noch  dasPrincip  der 
Eindeutigkeit  und  das  associative  Princip  der  Addition  von  den 
benannten  Zahlen.  Um  auch  diese  aus  einer  tieferen  Quelle 
herzuleiten,  versucht  er  noch  die  benannten  Zahlen  als  Bescbrei- 
bungen  von  sogenannten  „mathematischen  Objecten",  sowie  Zeit- 
punkten, räumlichen  Punkten  und  ähnlichen  zu  bestimmen.  Ob- 
wohl  die  Schwierigkeiten  dadurch  noch  nicht  gänzlich  beseitigt 
werden,  scheint  es  doch  eine  Möglichkeit  zu  sein,  auf  diese  Weise 
auf  Sätze  zu  kommen,  welche  mit  Recht  als  Axiome  aufgefasst 
werden  müssen.  Die  unbenannte  Zahl  wird  demgemäss  definirt 
als  ein  anharmonisches  Verhältnis,  welches  ein  Object  durch  drei 
willkürliche  derselben  Art  nach  Festsetzung  der  Punkte  0,  1,  oc 
mittels  des  dreizehnten  Satzes  völlig  bestimmt. 

Unter  den  analytischen  Hülfsmitteln,  welche  der  Verfasser 
benutzt,  verdient  der  folgende  Satz  hervorgehoben  zn  werden. 
Existirt  eine  Gleichung 

wo  die  X  von  x,  die  Y  von  y  allein  abhängen,  und  trotzdem 
keine  Abhängigkeit  unter  x  und  y  stattfindet,  so  kann  dieselbe 
auf  n-\-l  verschiedene  Weisen  durch  Systeme  von  je  n  linearen 
Gleichungen,  von  denen  m  allein  unter  den  X,  die  übrigen  n—m 
unter  den  Y  bestehen,  befriedigt  werden.  6m. 
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H.  FiL  Th.  Betda.  Das  Unendliche ,  was  es  den  Philo- 
sophen und  was  es  den  Mathematikern  bisher  ge- 
wesen, und  wie  es  sich  mathematisch  darstellt  nach 
einer  neuen  Erfindung.    Bonn.  Selbatveri.  d.  Verf. 

Was  das  Unendliche   den  Philosophen  bisher  gewesen  ist, 
will  S.  3-25  zeigen.     Die  Ansichten  der  wichtigsten  Philosophen 
Ton  Thaies  bis  Kant  werden  angefahrt     Was  das  Unendliche 
den  Mathematikern  war,  scheint  S.  25  und  26  sagen  zu  wollen, 
ffier  werden  einige  der  Fälle  erwähnt,  in  denen  der  Begriff  des 
Unendlichen  in  der  Mathematik  zur  Verwendung  kommt     Der 
Verfasser  entdeckt  hierbei,  dass  das  Unendliche  in  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung  falsch  gefasst  ist,  „dass  das  Unend- 
liche (Integral)  wie  das  unendlich  Kleinste  (Differential)  in  sehr 
oneigentlichem  Sinne  genommen  ist.     Denn  da  dx  immer  noch 
grösser  als  Null  sein  soll,  so  können  die  Theile  dx  unmöglich 
unendliche  sein  in  der  bestimmten  Grösse. **     Von  dieser  Aporie 
ausgehend  gelangt  der  Verfasser  durch  die  Betrachtung  der  tri- 
gonometrischen Tangente  zu  einer  Theorie  des  Unendlichen,  die 
in  gleicher  Weise  mathematisch  wie  philosophisch  wichtig  sein 
soll.    Der  Titel  bezeichnet  seine  Ableitung  der  Gesetze  des  Un- 
endlichen als  eine  „neue  Erfindung^.    Auf  S.  27  u.  28  theilt  der 
Verfasser  (das  muss   die   neue   Erfindung   sein?)  einen    Kreis- 
quadranten in  eine  Anzahl  gleicher  Theile,  construirt  die  Tangenten- 
Knie  und  zieht  durch  die  einzelnen  Theilpunkte  des  Quadranten 
?om  Mittelpunkte  aus  Radien,  die  yerlängert  werden,  bis  sie  die 
Tangentenlinie  schneiden.    Zwei  aufeinanderfolgende  Abschnitte 
der  Tangente  x  und  y  eribllen  das  Gesetz : 

y  —  x  _     tg2m^.tgm^ 
yx     ""    ig  2m'''- ig  m""  ' 

wenn   unter  tgm®  die   Tangentenlinie   verstanden   wird,    deren 

Endpunkt  der  gemeinsame  Punkt  von  x  undy  ist.   Wird  m  =  45^ 

so  wird 

y  —  X  =  y,x. 

Hieraus  leitet  der  Verfasser  die  Formeln 

rortKhr.  d.  Math.  XU.  1.  A 
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oc.l  =  oc— 1:    1= '—T-:    l.(oo  —  l)  =  oc.l;    oc— 1  =  oc; 

'  oo—  1  ^  ^ 

1= ;   1  =  — ;    1  =  1 ;    — =  0;   1  ==  O.oo; 

—  =  oo:    oo  —  oo  =  —  =  1 

ab.  AuB  diesen  Formeln  folgen  alle  Gesetze  des  Unendlichen. 
Der  Verfasser  glaubt  bewiesen  und  gegen  jeden  Widerspruch 
sichergestellt  zu  haben ,  „dass  der  unendlichste  Theil  einer  Grösse 

—  vollkommen  das  Nichts,  ein  Nichtseiendes  Jst,  sowie«    dass 

oo 

das  Endliche  ein  Nichts  zu  dem  Unendlichen,  entweder  die  Diffe- 
renz ?on  demselben  oo — oo  ==  I  oder  das  Product  aus  dem 
Unendlichen  und  dem  Nichtseienden  1  =  0 .  oo.^  ,,So  muss  denn 
fortan, **  fährt  er  fort,  „auch  in  der  Differentialrechnung  das  Diffe- 
rential ?on  Xy  dx^  als  ToUkommen  gleich  0  betrachtet  werden,  d.  h. 
als  Nichtseiendes,  und  die  wirklich  unendlichen  Theile  von  x 
machen  das  Integral  aus.'^  Mit  stolzer  Freude  fügt  er  hinzu: 
^Es  bekommt  dadurch  diese  höchste  Wissenschaft  der  Mathe- 
matik, die  herrlichste  Erfindung  unseres  Leibniz,  erst  ihre  feete 
Grundlage.^  „Es  ist  ja  nun  klar  und  deutlich  bewiesen,  dass  es 
drei  Sein,  Unendliches,  Endliches  und  Nichtseiendes  geben  mQsse, 
auch  das  Verhältnis  derselben  zu  einander  genau  angegeben,  wie 
es  in  der  Philosophie  nur  die  grOssten  Denker  ahnen  konnten." 
„Es  muss  sich  das  Nichtseiende  zum  Endlichen  verhalten,  wie 
dieses  zum  Unendlichen.    Denn  da 

—  =  oo  =  oo.l  =  — ,  oder  1.1  =  O.oo, 

so  hat  man  oo:l  =  1:0.     Statt  1  kann  man  aber  jede  endliche 
Grösse  A  setzen  etc.^ 

Auf  circa  20  Seiten  folgt  nach  der  Darstellung  der  neuen 
Erfindung  S.  30-51  die  Verwerthung  derselben.  Das  Verhältnis 
der  drei  Sein,  des  Unendlichen,  Endlichen  und  Nichtseienden 
zu  einander  wird  mathematisch  und  philosophisch  erläutert:  Un- 
endliches und  Nichtseiendes  ist  nicht  durch  die  sinnliche  Wahr- 
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nehmang,  wie  das  Endliche,  sondern  durch  Vorstellung  oder  reine 
Änsehaaang  erkannt  (p.  31).  Das  Unendliche  ist  nicht  ein  dem 
Endliehen  Gehöriges,  sondern  nur  ein  Gedachtes  (p.  33).  Das 
Endliche  mag  noch  so  gross  oder  noch  so  klein  sein,  so  hat 
dennoch  Jedes  seine  unendlichen  Theile,  aber  jedes  nach 
sdnem  eigenen  Sinne  (p.  33-34).  Das  Endliche  kann  nicht 
ein  Theil  des  Unendlichen  sein.  Die  Welt  ist  weder  ein 
Unendliches  noch  ein  Nichtseiendes.  Eine  unendliche  Welt 
kann  nur  eine  intelligible  sein.  Die  Welt  ist  endlich  (p.  40-41). 
Auch  der  Raum  und  die  Zeit  in  der  Welt  müssen  endlich  sein 
(p.  43-45).  Von  den  drei  Sein  bilden  die  beiden  äussersten, 
Unendliches  und  Nichtseiendes,  die  schärfsten  Gegensätze.  Das 
Endliche  ist  ein  mittleres  Sein  und  kann  aus  den  beiden  anderen 
zusammengesetzt  werden.  Dass  es  ein  Höheres,  Unendliches 
Aber  dem  Endlichen  geben  müsse,  lässt  sich  mathematisch  be- 
weisen. Die  drei  Sein  sind  so  zu  einander  gestellt,  dass  man 
immer  aus  zweien  zu  dem  dritten  gelangen  kann: 

A  Ä 

-;— •  =  oo;    =  0:    0.00  =  A. 

Die  Trias  des  Unendlichen,  Endlichen  und  Nichtseienden  wird 
schliesslich  noch  mit  anderen  Namen  bezeichnet,  Nothwendiges, 
Wirkliches,  Mögliches;  Sein,  Werden  und  Wahrsein.  Vergleichend 
werden  die  drei  Sein  mit  den  drei  christlichen  Tugenden,  Glaube, 
Liebe  und  Hoffnung,  zusammengestellt.  Und  endlich  wird,  als 
nothwendige  Folgerung,  weiteres  Leben  und  Unsterblichkeit  der 
Seele  deducirt 

So  weit  das  Referat.  Hierzu  noch  wenige  Worte :  Dem  ge- 
schichtlichen Ueberblick  fehlt  jede  scharfe  Formulirung  des  Be- 
griffs der  Unendlichkeit  Die  mathematischen  und  philosophischen 
Forschungen  des  XIX.  Jahrhunderts  bleiben  gänzlich  unerwähnt 
Die  neue  Erfindung  ist  eine  Berechnung,  wie  sie  jeder  Ober- 
seeundaner  ohne  Hilfe  des  Lehrers  anstellen  kann.  Das  Schlimme 
ist  nur  dabei,  dass  der  Verfasser  absolut  nicht  Geometrisches 
nnd  Arithmetisches  trennt  und  ohne  jegliche  Rechtfertigung  mit 
Unendlichem  multiplicirt  und  dividirt.  Das  Schlimmste  ist,  dass 
der  Verfasser    mathematische  Formen    philosophisch    ausdeutet, 

4* 
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und  aas  blossen  Begriffen  Scblussfolgerungen  Aber  die  Wirklichkeit 
ziehen  will.  Dass  die  Betrachtung  der  trigonometrischen  TaDgente 
zum  Postulat  der  Unsterblichkeit  der  Seele  fuhrt,  ist  unstreitig 
des  Verfassers  eigene  und  neue  Erfindung. 

Mi. 


J.   BiBNATME.      Lettre    k  M.    Darboux.    Darboux  Bull.  (2)  IV. 
265.26a 

Der  Brief  Bienaymd*8  rührt  vom  21.  August  1875  her  und 
enthält  die  Bemerkung,  dass  er  die  Ansichten  ttber  das  Unendliche, 
die  Herr  Hoppe  in  einem  Artikel  im  Bull.  April  1875  p.  170-171 
ausgesprochen,  bereits  vor  35  Jahren  in  einer  Ankündigung  des 
^Traitd  älömentaire  de  la  thöorie  des  fonctions'^  von  Coumot  im 
Moniteur  vom  4.  November  1841  ebenfalls  ausgesprochen  habe. 
Dem  Abdruck  des  Briefes  ist  der  betreffende  Artikel  des  Moniteur 
angefügt.  O. 


P.  Fambri  e  P.  Cassani.    Tra  fisica  e  metafisica. 

Att.  d.  Ist.  Ven.  (5)  Vi.  55-85,  957-997,  1024. 

Die  Abhandlung  enthält  Untersuchungen  ttber  das  Wesen 
der  Hypothesen.  Vor  allem  wird  an  den  neueren  Hypothesen 
der  Physik,  Chemie  etc.  der  Unterschied  der  naturwissenschaft- 
lichen [Hypothese,  der  mathematischen  Formel  und  der  meta- 
physischen Erdichtung  nachgewiesen  und  mit  Recht  das  Gebiet 
der  ersteren  beschränkt.  Mi. 


V.   A.  Julius.      Beschouwingen    over    de    grondslagen 

der  natuurkunde.    Breda.  Broese  et  Co. 

Die  umfangreiche  Abhandlung  (93  Seiten)  umfasst  eine  Unter- 
suchung Aber  die  Grundlagen,  auf  denen  die  Naturwissenschaft 
im  Allgemeinen  und  die  Physik  im  Besondern  aufgebaut  ist 
Nach  der  Ansicht  des  Verfassers  hat  man  sich  bis  jetzt  zu  wenig 
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Rechenschaft  davon  gegeben,  wodurch  viel  Verwirrung  entotanden 
ist  Namentlich  ist  dies  der  Fall  mit  den  Definitionen,  welche 
der  Physik  zu  Orunde  liegen.  Diese  unterwirft  der  Verfasser 
einer  eingehenden  Untersuchung,  und  findet,  dass  sie  in  der  Regel 
unzureichend  sind.  Nach  einander  werden  die  Begriffe  Zeit, 
Bewegung,  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Masse,  Kraft  be- 
sprochen und  gezeigt,  in  wie  viele  Irrthttmer  in  dieser  Beziehung 
auch  die  tüchtigsten  Schriftsteller  (Thomson,  Tait,  Maxwell, 
Schell,  Ritter)  verfallen  sind.  Dann  behandelt  der  Verfasser  die 
Beweise  f&r  die  Grundsätze  der  Bewegungslehre,  wie  das  Pa- 
rallelogramm der  Kräfte,  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten, das  d'Alembert'sche  Princip,  welche  ebenso  ungenügend 
befunden  werden.  Endlich  giebt  er  eine  neue  Reihe  Definitionen 
fbr  die  Einheiten,  welche  in  der  Physik  gebraucht  werden  müssen, 
um  verschiedene  Grössen  zu  messen;  dabei  schliesst  er  sich 
dem  System,  welches  von  der  British  Association  of  sciences  vor- 
geschlagen ist,  ao.  Er  versucht  die  verschiedenen  Begriffe,  die 
dabei  verbunden  werden  müssen,  näher  zu  entwickeln,  besonders 
wird  der  Begriff  Energie  ausführlich  besprochen  uod  in  Verbin- 
dung hiermit  das  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie.  Obwohl 
zugegeben  werden  muss,  dass  in  der  Kritik  einiger  Definitionen 
und  Beweise  ftlr  Lehrsätze  viele  richtige  Bemerkungen  vorkom- 
men, ist  es  nach  der  Meinung  des  Referenten  dem  Verfasser 
nicht  geglückt,  bessere  Definitionen  und  strengere  Beweise  auf- 
zustellen. G. 


W.  B.  Taylor.     On  the  natare  and  origine  of  force. 

Wmsh.  BalL  I.  27-28. 

Kurze  Uebersicht  über  W.  B.  Taylor's  „Thoughts  on  the 
nature  and  origine  of  force  :^  Alle  Kraft  war  anfangs  statisch 
und  beruht  auf  dem  Nebeneioandetbestehen  zweier  entgegen- 
gesetzter Tendenzen  in  der  Materie:  Attraction  und  Repulsion. 
Das  Gesetz  von  der  Eriialtung  der  Kraft  ist  kein  Grundgesetz, 
sondern  ableitbar.  Die  Kraft  wird  immer  mehr  kinetisch  und 
immer  mehr  zerstreut    Die  sogenannten  Lebenskräfte  gehen  aus 
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der  UmwandeluDg  eines  TheÜB  vorhaDdener  meebanischer  Kraft 
benror;  die  dynamischen  Kräfte  fahren  auf  die  ataüscheii  Oesetze 
der  Materie  znriick.  Mi. 


Challis.     On  Newton's   „Regula  tertia  philosopbandL^ 

Phil.  Mag.  (5)  IX.  21-35. 

Die  oben  bezeichnete  Regel  Newton^s  wird  in  folgender  Weise 
ausgesprochen:  ^Die  Eigenschaften  der  Körper,  welche  weder 
Vergrösserung  noch  Verkleinerung  gestatten,  und  die  allen  Kör- 
pern, an  denen  man  Versuche  anstellen  konnte,  zukommen,  sind 
allgemeine  Eigenschaften  der  Körper.^  Diese  Regel  wird  in  den 
Principien  ?on  speciellen  erläuternden  Bemerkungen  und  Defini- 
tionen über  die  letzten  Eigenschaften  der  Körper  begleitet.  Der 
Zweck  der  yorliegenden  Arbeit  ist  dabei,  auf  die  Nothwendigkeit 
der  Annahme  dieser  Newton^schen  Regel  in  der  Physik  and  der 
Discussion  der  Definitionen  in  dieser  Richtung  aufmerksam  zu 
machen.  Csy.  (O.) 


G.  Bellavitis.    Trausunto  della  4*  parte  delle  considera- 
zioni  delle  matematiche  pure.  Ata  d.  ist.  Ven.  (ß)  v.  673-677. 

Dieser  kurze  Auszug  nennt  als  Thema  des  vierten  Theils 
der  Betrachtungen  über  reine  Mathematik  ?on  Giusto  Bellavitis 
die  höhere  Geometrie  und  berichtet  von  einigen  Aenderungen  des 
Verfassers  in  der  Terminologie.  Mi. 


J.  Gilles.     Bedenkliche  Richtungen  in  der  Mathematik. 

Hoffmann  Z.  XI.  5-24. 

V.  Schlegel.     Bemerkungen  zu  dem  Aufsatze  von  Gillea. 

Hoffmann  Z.  XL  274-278. 

J.  Gilles.    Erwiderung  auf  die  Bemerkungen  des  Herrn 

V.   Schlegel.    Hoffmann  Z.  XL  278-281. 

Im  ersten  Artikel  bestreitet  Gilles  (gegen  Helmholtz),  dass 
dib    Geometrie    eine    Erfahrungswissenschaft   sei,    und    (gegen 
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Frischauf)  die  losgehe  Möglichkeit  der  absoluten  Geometrie  und 
des  MehrdimeDsionenraumes.  Gegen  Rudel,  welcher  die  Vierdimen- 
sionengeometrie  auf  Analogie  baut,  macht  er,  ohne  deren  Trflg- 
liehkeit,  ja  sogar  ohne  die  Unrichtigkeit  eines  angeführten  Satzes 
zu  bemerken,  nur  dieselben  Einwürfe.  Zuletzt  wendet  er  sich 
gegen  den  Missbrauch  des  Begriffs  des  Unendlichen,  welches  nur 
in  der  Bewegung  einen  Sinn  habe.  Vielfaches  Missverstehen  der 
Lehren,  die  er  angreift,  Iftsst  es  als  nutzlos  erscheinen,  auf  die 
Einwürfe  einzugehen.  Um  seinen  Fehler  im  ganzen  zu  bezeich- 
nen, 80  verwechselt  er  das  in  der  Wissenschaft  geltende  Apriori, 
die  einer  bestimmten  Erfahrung,  z.  B.  dem  Experimente  oder  der 
Ausmessung  vorhergehende  Erkenntnis  mit  demjenigen,  welches 
aller  Erfahrung  vorhergehen  soll,  d.  i.  der  uncontrolirten  Mei* 
nung.  Damit  hängt  weiter  zusammen,  dass  ihm  seine  Gewohn- 
heit als  logisches  Gesetz  erscheint.  Gegen  das  letztere  nament- 
lich richtet  sich  die  Entgegnung  von  Schlegel,  welche  recht 
ausführlich  auf  die  angeregten  Punkte  eingeht  Dabei  hat  der- 
selbe einmal  einen,  wohl  dem  Dichter,  aber  nicht  dem  Philosophen 
gestatteten  Ausdruck  gebraucht:  „Der  Geist  als  Punkt  ist  von  der 
Dimensionenzahl  unabhängig^,  was  im  dritten  Artikel  Gilles 
gegen  ihn  auszunutzen  sucht.  Im  ttbrigen  drückt  Gilles'  Erwide- 
rung nur  die  Verwunderung  aus,  dass  Schlegel  behaupten  könne, 
was  Kanf s  Lehren  widerspreche.  Die .  im  Anfang  des  Artikels 
dem  Gegner  gemachten  Vorwürfe  können  wir  nur  als  völlig  grund- 
los bezeichnen.  H. 


Habe.     Die  Htllfsmittel  des  mathematischen  Unterrichts. 

Pr.  Nakel. 

Als  Theile  der  Schrift  sind  angegeben  die  drei  Htllfsmittel: 
die  häusliche  Aufgabe,  die  Methode,  das  Lehrbuch.  Die  Thätig« 
keiten  der  Schüler,  welche  der  Unterricht  nach  einander  zu  er- 
wirken hat,  sind:  erfassen,  einüben,  wiedergeben.  Nur  für  das 
Einüben  ist  die  häusliche  Aufgabe,  und  wieder  nur  als  Unter- 
stützung und  Vermehrung  anzuwenden.  Der  Verfasser  hält  die 
Nützlichkeit   eines   vorausgehenden  Anschauungsunterrichts   mit 
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empirischer  Aufsuchung  der  Sätze  durch  Messen  der  Linien  und 
Winkel  für  unzweifelhaft,  würde  sogar  das  ganze  Pensum  lieber 
in  dieser  Weise  ununterbrochen  yorausnebmen  als  in  jedem 
Thema  einzeln  die  logische  Entwickelung  anscbliessen,  wenn 
bicht  Umstände  daran  hinderten;  doch  findet  er  bemach  selbst 
eine  zu  weite  Ausdehnung  unangemessen,  weil  dann  das  Er- 
lernte vergessen  würde.  H« 


HöNE    Wronski.       Einleitung    in    den    mathematischen 
Unterricht,  herausgegeben  von  L.  Niedzwiecki.   Paris. 

Polnische  Bibliothek.   (Polnisch). 

Das  Büchlein  enthält  die  eigentliche  Schrift  von  Hoene 
Wronski  (Seite  1 — 50),  eine  Notiz  über  sein  Leben,  die  Angabe 
aller  seiner  schon  publicirten  und  noch  in  Handschrift  vorhan- 
denen Schriften,  einen  Artikel  unter  dem  Titel:  ,,Hoene  Wrcoski 
und  die  heutige  Welt^  (Kritik),  einige  AuszUge  aus  den  Comptes 
rendues  de  TAcadömie  u.  s.  w. 

Die  M  Einleitung^  wurde  im  Jahre  1821  von  Wronski  verfasst 
und  in  englischer  Sprache  in  London  (bei  Samuel  ßagster)  ge- 
druckt; nach  ihr  sollte  ein  vollständiges  Lehrbuch  der  ganzen 
Mathematik  folgen,  das  aber  nicht  erschienen  ist,  nur  Herr  Mont- 
ferner  hat  nach  dem  Plane  von  Wronski  ein  Werk  herausgegeben 
unter  dem  Titel :  ^Encyclopödie  mathömatique  ou  exposition  com- 
pl^te  de  toutes  les  branches  des  mathämatiques  d*apr6s  les  prin- 
cipes  de  la  philosophie  des  mathömatiques  de  Hoene  Wronski 
4  vol.  in  8*". 

Nach  Wronski  giebt  es  fünf  Perioden  in  der  Entwicklungs- 
geschichte der  Mathematik.  In  der  ersten  Periode  in  Aegypten 
und  bei  den  Völkern  des  Morgenlandes  wurde  die  Mathematik 
nur  in  concreto  behandelt.  In  der  zweiten,  der  griechischeni 
hat  sich  schon  der  menschliche  Geist  zur  hohen  Abstraction 
emporgehoben,  aber  die  von  ihm  gewonnenen  Wahrheiten  waren 
nicht  durch  allgemeine  Betrachtungen  und  Gesetze  verbunden. 
Diese  Periode  dauerte  bis  zum  Aufblühen  der  Wissenschaften  in 
Europa,  womit  die  dritte  durch  die  Arbeiten  von  Cardan,  Fermat, 
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Deseartes,  Kepler  und  WalÜB  ausgezeichnete  Periode  anfängt,  in 
weleher  die  Mathematik  schon  die  allgemeinen  Gesetze  unter- 
saebt  und  in  der  nächsten  vierten  mit  Leibniz  und  Newton  auf- 
tretenden Periode  sich  der  Betrachtang  des  Entstehens  und  des 
Werdens  der  Quantitäten  zuwendet.  Diese  Periode  hat  die 
mathematischen  Wissenschaften  mit  den  grössten  Entdeckungen 
bereichert 

Aber  in  diesen  vier  Perioden,  sagt  Wronski,  waren  nur  „re- 
lative Principien^  herrschend,  es  gab  kein  allgemeines  „absolutes 
Principe  aller  liathematik.  Dieses  „absolute  Princip'^  soll  in  des 
Verfassers  mathematischer  Philosophie  sich  befinden,  das  „höchste 
Gesetz^  von  Hoene  Wronski  soll  der  weiteren  Entwickelung  der 
Mathematik  in  der  ftlnflen  Periode  zu  Orunde  liegen.  Was 
dieses  „höchste  Gesetz^  bedeuten  soll,  wird  in  der  „Einleitung^ 
nicht  auseinandergesetzt,  und  das,  was  der  Herausgeber  in  seiner 
Notiz  davon  sagt,  erklärt  die  Sache  keineswegs. 

In  dieser  fünften  Periode  wird  sich,  sagt  Wronski,  die 
aTechnik  ^  ausbilden.  Die  Technik  ist  ein  Theil  der  Mathematik, 
in  welchem  die  allgemeinen  Principien  Anwendung  finden.  Im 
Gegensatz  znr  „Theorie^,  welche  nur  die  individuelle  Existenz 
der  Quantitäten  begrtlndet,  soll  die  „Technik^  die  Entstehungs- 
processe,  die  Genesis  der  Methoden  und  der  mathematischen 
Operationen  erklären.  Uebrigens  ist  nach  Wronski  schon  in  der 
vierten  Periode  ein  guter  Anfang  der  Technik  gemacht  worden, 
während  man  sich  in  den  drei  ersten  Perioden  überhaupt  nur 
mit  der  Theorie  beschäftigt  habe. 

Es  folgen  dann  in  der  Schrift  viele  Bemerkungen  tlber  die 
reine  und  angewandte  Mathematik,  tlber  verschiedene  Probleme 
dieser  Wissenschaften,  über  Methoden  des  mathematischen  Unter- 
richtes, die  wir  aber  hier  übergehen.  Die  Schrift  ist  interessant 
ond  zeigt  einen  geistreichen  Denker,  dessen  weitgreifende  Ideen 
tber  nicht  immer  auf  festem  Boden  zu  ruhen  scheinen. 

Dn. 
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Krumme.  Die  Lehrsätze  fttr  Rechnen,  Mathematik  and 
geometrisches  Zeichnen  unter  besonderer  Berücksich- 
tigung des  Verhältnisses  dieser  Fächer  zu  einander 
und  des  Abschlusses  in  denselben  nach  sechsjährigem 
Schulbesuch.      Ein    Beitrag    zur    Concentration    des 

Unterrichts.    Pr.  Braanschweig. 

Der  Verfasser  legt  zuerst  seine  didaktischen  Grundsätze  dar, 
wobei  er  auf  die  Lösung  von  Aufgaben,  die  sich  jedoch  ohne 
Kunstgriffe  durch  Entwickelung  ergeben  und  dem  Schtller  das 
Bewusstsein  der  Selbständigkeit  gewähren  mtlsse,  das  grösste 
Oewicht  legt,  behandelt  dann  ausführlicher  das  Verfahren,  dann 
noch  specieller  eingehend  die  Vertheilung  auf  die  Glassen  und 
fügt  in  der  Kürze  gleicherweise  das  den  Unterricht  im  geome- 
trischen Zeichnen  Betreffende  hinzu.  H. 


J.  e.V.   Hoffmann,     Determinanten  oder  nicht?   Eine 

Gefahr !    Hoffmanii  Z«  XI.  343-360. 

Der  Verfasser  will  von  dem  pädagogischen  Grundsatz,  neu 
einzuführende  Lehrgegenstände  so  vorzubereiten,  dass  das  Inter- 
esse im  voraus  dafür  geweckt  wird,  Anwendung  auf  die  Behaod- 
lungsweise  der  Determinantenlehre  an  Schulen  machen.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  erklärt  er  die  Lehrbücher  von  Studnicka  und  Beidt 
ftar  mustergültig.  Grade  über  deren  Methode  aber  macht  er 
keine  nähere  Angaben.  In  die  zweite  Glasse  rechnet  er  die  Liehr- 
bttcher  von  Diekmann,  Heilermann,  Dölp,  Baltzer,  Gallenkamp, 
Hubei-t  Müller,  zur  dritten  die  von  Hattendorf,  Mansion,  Sersawy, 
Hesse,  Günther.  Darf  man  nun  den  nirgends  ausgesprochenen 
methodischen  Gedanken  des  Verfassers  aus  einzelnen  Aeusserun- 
gen  entnehmen,  so  fällt  die  gepriesene  Methode  etwa  mit  dem 
Verfahren  derjenigen  zusammen,  welche  durch  Auflösung  immer 
grösserer  Gleicbungssysteme  den  Weg  zur  Bildung  der  Deter- 
minanten zu  zeigen  versucht  haben.  Nur  erhalten  bei  ihm  die 
ermüdend  langen  Rechnungen  die  originelle  Rechtfertigung,  dass 
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doreh  sie  dem  Schiller  das  Verlangen  nach  Vereinfachung  bei- 
gebracht werden  solle.  H. 


J.  C.  V.  Hoffmann.     Neue  Beiträge  zu  den  (mathema- 
tisch-sprachlicheu)  Incorrectheiten.  Hoffmann  Z.  XI.  368-369. 

Der  Verfasser  bezeichnet  den  Ausdruck  ^die  einem  Dreieck 
Qmschriebene  Ellipse^  als  incorrect.  Er  verlangt  hiemach,  dass 
man  statt  umschreiben  sagen  soll  umschreiben.  Beides  hat  auch 
noch  andern  Sinn.  H. 


J.   GrUBKR.       Quotient    und    Bruch.     ZeiUchr.  f.  d.  Bealschalw. 
V.  666-663. 

Verfasser  glaubt,  die  Begriffe  des  Quotienten  und  des  Bruches 
dürften  im  elementaren  Lehrgang  nicht  getrennt,  mflssten  viel- 
mehr als  völlig  identisch  aufgefasst  werden ;  er  zeigt,  wie  er  sich 
anter  dieser  Voraussetzung  das  Pensum  der  Buchstabenrechnung 
zurechtlegt  6r. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen.    (Allgemeine  Theorie,  Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen), 

D.  A.  Klempt.     Lehrbuch   zur  Einführung  in  die  mo- 
derne  Algebra.    Leipzig.  Teuboer. 

No. 


E.  Netto.     Zur  Theorie  der  Discriminanten.    BorchardtJ. 

XC.  164-18«. 

Unter  einer  Gattung  von  Functionen  von  n  Elementen  dp,...x« 
versteht  man  bekanntlich  die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Fono- 
tionen  q>j  die  bei  jeder  Substitution  einer  gegebenen  Gruppe  G 
von  Substitutionen  jener  n  Elemente  ihren  Werth  nicht  ändern, 
bei  jeder  anderen  es  aber  stets  thun.  Charakteristisch  ftlr  die 
Functionen  einer  Gattung  ist,  dass  jede  einzelne  von  ihnen  dnreb 
jede  andere  rational  ausdrUckbar  ist.  Aus  den  Vorlesungen  d^ 
Herrn  Kronecker  ist  nun  bekannt,  dass,  wie  sich  auf  rein  alge- 
braischem Wege  nachweisen  lässt,  die  Discriminanten  aller  Func- 
tionen 9  ein  und  derselben  Gattung 


2         *^ 


D^  =  (-1)       n  iva-vß) 

Oyß 

(joL^ß  und  %.>'(pq  die  verschiedenen  Werthe  von  9) 
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eineo  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  welcher  eine  Potenz  der 
Discriminante 

der  Gldebnng  (a:— a?,)...(a?— a?»)  =  0  ist. 

Durch  substitationentheoretische  Betrachtungen  ist  es  Herrn 

Netto  in  der  vorliegenden  Abhandlung  gelungen,  den  Exponenten 

g  dieser  Potenz  ganz  allgemein   zu  bestimmen;   und  zwar  er- 

giebt  sich 

—  -L  gy 

9-2^      fi(n-l)  ' 

wenn  q  die  Anzahl  der  in  Gruppe  G  enthaltenen  Transpositionen 
bedeutet  (Unter  den  Functionen  der  Gattung  giebt  es  aber,  wie 
weiter  gezeigt  wird,  auch  solche,,  welche  eine  höhere  Potenz  Ton 
^  als  die  ^  zum  Factor  haben ;  in  den  beiden  Fällen,  in  denen 
dies  nur  möglich  ist,  übersteigt  der  Exponent  von  J  die  Zahl  g 
stets  um  eine  grade  Zahl.). 

Zugleich  zeigt  sich,  dass  zwar,  wie  aus  den  Eronecker'schen 
Untersuchungen  bereits  hervorging,  jene  Potenz  von  ^  der  ein- 
zige graieinschaftiiche  Factor  ftlr  alle  Discriminanten  der  Gattung 
ist,  dass  diesen  aber  noch  andere  Eigenschaften  gemeinsam  sind. 
Giebt  man  nämlich  dem  obigen  Ergebnisse  die  Form:  „Für  keine 
Gleichsetzung  zweier  Elemente  Xa  und  Xa^  wird  der  Quotient 
D^ :  J9  unendlich  gross^,  so  lässt  sich  dasselbe  folgendermassen 
erweitem:  Ist  q>  eine  beliebige  Function  der  Gattung  von  6,  und 
setzt  man  drei  der  Elemente  x  einander  gleich,  indem  man  in 

die  Variable  |  gleich  Null  werden  lässt,  so  bleibt  der  Quotient 
D^:(J^^f)  noch  endlich,  wo 

{^^h^c  und  niy  n  willkürliche  nicht  verschwindende  Zahlen) 
ist  und  g^  einen  aus  der  Gruppe  G  allein  ableitbaren  und  daher 
Ton  der  Wahl  von  g>  unabhängigen  Werth  besitzt.  Wie  g^  zu 
bestimmen    ist,    wird  vom  Verfasser  gezeigt.     Ganz  allgemein 
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besitzen  die  Diseriminanten  der  zn  einer  Gruppe  G  gehörigen 
Gattung  von  Functionen  g>  die  Eigenschaft,  dass  man  fllr  alle 
möglichen  Typen  von  Substitutionen 

eine  Reihe  von  ganzen  symmetrischen  Functionen  der  n  Ele- 
mente a;  J;  J^;  ^,;."  Ja]--*  aufstellen  kann,  welche  durch  die 
entsprechenden  „Cykel*^- Gleichungen 

Xl    =    Xfij     Xl    =    Xßg    =    d^i^J     Xft    =^    XXy     Xft    =    Xy     .,, 

und  auch  nur  durch  diese  gleich  Null  gemacht  werden.  Diesen 
Functionen  J  lassen  sich  gewisse  aus  der  Gruppe  G  allein  ab- 
leitbare  Maximalzahlen  g\  g^\  g^\  ...  g„;  ...  zuordnen,  so  daas 
der  Quotient 

fUr  irgend  welche  Gleichsetzung  von  Elementen  x  untereinander 
nicht  unendlich  gross  wird. 

Schliesslich  zeigt  der  Verfasser,  wie  der  von  ihm  ein- 
geschlagene  Weg  auch  zur  Einsicht  Aber  die  ZerfftUbarkeit  der 
Diseriminanten  von  Functionsgattungen  in  Factoren  führt 

T. 


W.  J.  0.  Sharp.     On  some   formulae  in  the  theory  of 

equatioDS.    Messenger  (2)  IX.  188-191. 

Beweise  ftlr  bekannte  Formeln  aus  der  Theorie  der  Glei- 
chungen. Glr.  (0.) 


E.  West.    Sur  las  ^uations  alg^briques.  0.  R.  xci.  598-eoi. 

664-666,  718-721,  759-762. 

Der  Herr  Verfasser  ergeht  sich  in  unklaren  Auseinander- 
setzungen ttber  die  Auflösbarkeit  algebraischer  Gleichungen.  £r 
kommt  zu  dem  Resultate ,  alle  algebraischen  Gleichungen  seien 
algebraisch  auflösbar!    Abel  wird  sehr  Ton  oben  herab  behau- 
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ddt  Herr  West  spricht  die  Meinnng  ans,  Abel  würde  bei  Iftn- 
gerem  Leben  seine  Irrthflmer  eingesehen  haben.  Das  ist  freilich 
ein  Lob,  welches  sich  nicht  einem  Jeden  ertheilen  lässt.        No. 


P.  Mansion.     Toute  ^quation  alg^brique  a  une  racine. 

Aiio.  Soc.  Bcient.  Bnix.  lY.  B.  99-124. 

Beweis  von  B.  Argand,  der  häufig  als  Beweis  von  Canchy, 
zuweilen  auch  als  Beweis  von  Legendre  bezeichnet  wird.  Er  ist 
io  ToUer  Strenge  zuerst  von  Lipschitz  (Grundlagen  der  Analysis 
I.  §61—66)  gegeben  worden.  Der  Verfasser  hat  nur  die  Aus- 
einandersetzung des  letzteren  vereinfachen  wollen  durch  Vermei- 
doDg  aller  geometrischen  Betrachtungen.  Mn.  (0.) 


J.  Parkas.  Die  Summe  gleichartiger  Potenzen  von  den 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  als  Function 
der  Coefficienten  derselben  Gleichung  und  umgekehrt. 

Granert  Arch.  LXV.  433-435. 

Bezeichnet  man  die  Summe  der  Variationen  r^^  Glasse  von 
den  Elementen  x^,  x^,  ...  Xn  mit  Vrj  so  gilt  die  Formel 

Ans  dieser  ergeben  sich  leicht  die  Newton*schen  Formeln. 

No. 


A.  H.   AnGLIN.      Mathematical   notes.    Trane,  of  Dublin.  1880. 

1)  Wenn  a,,  a,,  a„  ...  «m  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  und  hn  die  Summe  der  homogenen  Producte  von  a^yaj...am 
TOD  n  Dimensionen  bezeichnet,  so  ist 

Sind  für  den  speciellen  Fall  einer  quadratischen  Gleichung  a,  ß 
4ie  Wurzeln  von  x*  =  P^+9>  so  folgt,  dass 
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oder  symbolisch 
2)  Wenn 

ist,  soll  af(n>m)  ausgedrückt  werden  in  Form  von 

Speciell,  wenn 

a^  auszudrucken  in  der  Form 

Px*+Qx*'\-Rx+S. 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  der  Oleichung 

aj*  =  px*-\-qx*'\-rX'\'S 

mit  X  und  setzt  für  x^  seinen  Werth  ein,  so  findet  man 

x^  ==  A,x'4-(gA,+r)a?»+(rA,+»)^+»A- 
Wiederholt  man  dies,  so  ergiebt  sich  unter  Anwendung  der  in  I) 
gewonnenen  Resultate 

und  endlich 

«"  =  hn^zop*+iqK^+rhn-^+9hn-^6)x*  +  (rhn-4+9hn^i)x+8h,^^ 

Der  allgemeine  Fall  für 

wird  in  ähnlicher  Art  erledigt.    Man  findet 

aj*(ii>m)  =  A„-,n+iaJ^"*+(p,A»-m+p,A»-m-i+P4*«-t»>-a+"* 

+  p«,A„-2TO+0«'""'^+(PsAii-m+P4Aw-m-i-| hPmA«-2m+5)  «**"*+••' 

+  (Pm-1  A»-m+PmAfi-m-l)x4-PmA»-w 

Csy.  (0.) 
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J.  D.  H.  DiCKSON.      A   new   method    of   investigating 
relatioDs  between  functions  of  the  roots  of  an  equa- 

tion  and  itS  CoefficientS.    Trans,  of  Edinb.  XXIX.  535-553. 

Die  Gleichoog  wird  in  der  Form 

also  s.  B.  für  M  =  6  in  der  Form 

ax*+6bx''+lbcx'+20dx*+l5ex*+6fx+g  =  0 

angestellt  Man  kann  dann  die  Funetionen  zweiten  Grades 
bilden 

o,  56,  lOc,  lOd,  5e,  f 

by  5c,  1(W,  10«,  5^,  g 

(welehe  nnmerische  Vielfache  Ton  b^^-ac  etc.  sind),  femer  die 
Yom  vierten  Orade 

o,    56,  10c,  lOd,  5e,  f 
6,     5c,  lOd,  lOe,  5^,  g 
fl,  56,  10c,  lOd,    5c,  f 
6,  5c,  lOd,  10c,    5/;  g 

Q.  8.  f.  Die  Arbeit  untersucht  nun  die  Ausdrücke  ftlr  Functionen 
zweiten  und  höheren  Orades,  dargestellt  durch  die  Wurzeln,  und 
erhält  Formeln,  die  sich  auf  die  Stürmischen  Functionen  beziehen. 

Cly.  (O.) 


L.  Kronbckbr.   üeber  die  Irreductibilität  von  Gleichungen . 

Beri.  Monatsber.  1880.  155-162. 

Ist  P(x)  eine  ganze  ganzzahlige  Function  von  x^  und  be- 
deutet 9p  in  der  auf  alle  Primzahlen  p  ausgedehnten  Summe 
2y^fr-i-^  die  Anzahl  der  (gleichen  oder  Tcrschiedenen)  Wurzeln 
derCongmenzjP(d?)  ^  0  mod.p,  so  wird  der  Orenzwerth  jener  Beihe 

ftlr  onendlich  kleine  positive  Werthe  Ton  tc  proportional  log  — , 


tc 


1 


und  zwar  gleich  log —  multiplicirt    mit  der  Anzahl  der  irre- 


tc 


doetiblen  Factoren  von  F^x).    Bedeutet  pk  jede  Primzahl,  welcher 


Ftrtselir.  d.  Math.  XIL 1. 
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ür  Warzeln  der  Congruenz  entsprechen,  so  ist  die  obige  Reihe  «ndi 

n  l 

SkSpr^"^  und,  da  5p-^-«'  als  Grenzwerth  log  —  hat,  so  kann 

man  sagen :  Die  Dichtigkeit  aller  Primzahlen  ist  gleich  der,  welche 
resultirty  wenn  jede  Primzahl  p  so  oft  genommen  wird,  als  die  Con- 
gruenz F(x)  =  0  mod.p  Wurzeln  hat,  falls  F(jc)  irreductibel  ist 
Die  Einzelwerthe  Du  der  zu  p^  gehörigen  Dichtigkeiten  genügen 
also  der  Gleichung  SD^k  ==  1.  Die  einzelnen  Du  sind  fUr  alle 
Gleichungen  einer  und  derselben  Glasse  dieselben;  sie  werden 
durch  den  Affect  der  Gleichung  bestimmt  Wenn  für  zwei  Func- 
tionen, deren  Grad  eine  Primzahl  ist,  die  Primtheiler  der  yer- 
schiedenen  Arten  im  allgemeinen  beiden  gemeinsam  sind,  so  sind 
die  Wurzeln  der  einen  Gleichung  rational  durch  die  der  andern 
ausdrQckbar. 

An  den  Kreistheilungen  werden  die  Betrachtungen,  die  za 
dem  ersten  obigen  Hauptsätze  führen,  auseinandergesetzt.  Dann 
werden  Anwendungen  auf  die  Gattungen  von  Gleichungen  ge- 
macht, auf  welche  die  singulären  Moduln  der  elliptischen  Func- 
tionen ftihren.  No. 


A.  E.  Pbllet.     Sur  nne  classe  d'^quations  dont  toutes 
les  racines  peuvent  s'exprimer  lin^iFement  en  fonction 

de   Tune  d'elles.    Darboux  Bull.  (2)  IV.  262-265. 

Wenn    alle    Wurzeln    einer   Gleichung   f(jc)  =  0    durdi 
a?,  0(x)j  ...  ö«-*(a?)  dargestellt  werden  kOnnen,  wobei 

^^        a'aj+6' 
ist,  und  6^(x)  =  1  wird,  dann  kann  man  die  Gleichung  auf  die 
Form  ^(a:+i)'»+B(a:+i')"*  =  0  bringen.    Die  m  Wurzeln  wer- 
den demnach  -^ ,  wenn   y   einen  der  Wurzelwerthe   der 

1— y 

Gleichung  (apA'— 0,)^**— (api— a,)  =  0  annimmt   Entwickelt  man 
die  linke  Seite  der  Gleichung  in  die  Form 


«0 


X  *  ^ 
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80  besteht  eine  lineare  homogene  Relation 

und  es  ist 

«0  +  ^^i  ^1  ^  +  ^t  ^'  =  0. 
Aas  der  Realität  der  Wurzeln  l  dieser  letzten  Gleiehong  lassen 

sieh  Scblflsse  auf  die  der  Wurzeln  x  ziehen.  Die  Congruenz 
f(«)  =  0  (mod.p)  geht  über  in  (a?-|-il)'»— fi(a?  +  il9'»^0  und 
macht  dadurch  die  Anwendung  der  Sätze  Aber  die  Irreductibilität 
Ton  y"*— M  möglich.  So  erhält  man  eine  Methode,  um  irreductible 
Functionen  (mod.p)  zu  bilden,  deren  Orad  nur  ungrade  Prim- 
(actoren  von  p+l  enthält  No. 


A.  £.  Pbllkt.     Sur  les   fonctions  lin^ires.      c.  R.  xo. 

1111-1112. 

Ist 

80  wird  yfd{x)  =  atp(x),  falls  für  Xy  V  die  beiden  als  verschie- 
den vorausgesetzten  Wurzeln  von  a'il'-(6'-a)il-6  =  0  genommen 
werden.  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  Resultate  Aber  die  Pe- 
riodicität  von  x,  6{x\  ö'(aj),—  .  Ebenso  folgt:  Wenn  die  Wurzeln 
einer  Gleichung  des  Grades  n^  sich  in  n  Gruppen  von  ii  Wur- 
xehi  a?,  ö(ip), ...  O^-^ix)  theilen,  so  wird  die  Gleichung  durch 

yV—X 
«  =  -^r— —  auf  die  Form  F{yf*)  =  0  zurückgeftlhrt,  in  welcher 

f  eine  ganze  Function  bedeutet.  No. 


L.  Gegenbaukr.      üeber  Sturm'sche  Reihen.    Wien.  Ber. 

LXXXI.  576-592. 

Wenn  zwei  Systeme  von  ganzen  Functionen  \ffk{^),  vom  Grade 
fli,  ^(x)  vom  Grade  n^—n^  und  v^.,  tp^  zwei  von  Null  verschie- 
d^e  Constanten  sind,  wenn  femer  folgende  Relationen  erftillt 
rind: 

(r<t;  a  =  0,  1, ...  »r+i— 1;  d^,y  =  0,  df,,,,  =  1 ;  «r  =  const.), 

5* 
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dann  gelten  folgende  Sätze:  1)  Die  Functionen  flßkO^)  nnd  qtk{^) 
bilden  zwei  Systeme  von  Stürmischen  Functionen.  2)  Zwischen 
je  drei  aafeinanderfolgenden  Functionen  g>k  besteht  dieselbe  Re- 
lation, wie  zwischen  den  entsprechenden  Functionen  t^i^.  3)  Die 
Determinanten 

q>k{^)^k-i  (a?)  —  V;»(a;)9jfc-i(aj) 
sind  constant    Die  obige  Gleichung  ist  charakteristisch  flir  ^. 
Von  diesen  Resultaten  werden  Anwendungen  gemacht 

No. 


Ch.  Bibhler.     Sur  une  application   de  la  mötbode  de 

Sturm.     Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  76-81. 

Die  Anwendung  der  Stürmischen  Reihe  auf  die  Oleiehnng, 

welche  tg  —  aus  tga  ableitet,  ist  allgemein  durchf&hrbar  flir 
m 

die  Intervalle  zwischen  +oo,  0,  —  oo.  No. 


Lagubrrb.     Sur  quelques  propri^t^s  des  ^quations  alg^ 
briques  qui  ont  toutes  leurs  racines  reelles.   Nout.  Ann. 

(2)  XIX.  224-236. 

Zuerst  wird  der  Biehler'sche  Satz  abgeleitet  (Borchardt  J. 
LXXXVII.  p.  350,  s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  64):  Sind  a^+ß,% 
a,-f/9,t, ...  complexe  Grössen ,  bei  denen  alle  ß  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  setzt  man 

n(x^ai-ßii)  =  F{x)  +  iO{x), 

so  hat  für  reelle  p,  9  die  Gleichung  pF^x^+qOix)  =  0  nur 
reelle  Wurzeln.  Daraus  folgt :  Hat  f(x)  =  0  nur  reelle  Wurzeln, 
und  sind  cn,  p,  9  reelle  Grössen,  setzt  man  femer 

so  hat  pF{x)-{-q0(x)  =  0  nur  reelle  Wurzeln.    Entwickelt  man 

^^.  V    nach  steigenden  Potenzen  von  x  und  nennt  die  Summe 

der  Glieder,  deren  Exponenten  eine  beliebige  Zahl  m  nicht  Qber- 
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sehreiten,  <Z>(x),  so  hat  dieser  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt, 
höchstens  eine  reelle  Wurzel.  Bedeutet  V(x)  eine  ganze  Func- 
tion oder  eine  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  geordnete 
Reihe,  und  bestimmt  man  zwei  Polynome  0{x)  vom  m^°,  F(x) 

vom  n^  Grade,   so  dass  die  Entwickelung  von  f{x) „^  ^ 

0(x) 

mit  der  (fii+ii4-l)*~  Potenz  von  x  beginnt,  so  heisst      -,^  ^ 

ein  Nfthemngswerth  von  V(x).  Ist  nun  V{x)  ein  Polynom,  wel- 
ches in  reelle  Factoren  ersten  Grades  zerlegbar  ist,  so  hat  F(x) 
höchstens  eine  reelle  Wurzel.  Es  wird  schliesslich  eine  Regel 
für  die  Bildung  von  0(x)  und  F(x)  angegeben.  No. 


Lagüerre.     Th^r^mes  gdndraux  sur  les  ^quations  alg^- 

briqnes.    Noav.  Ann.  (2)  XIX.  241-268. 

Ist  %(x^y)  eine  homogene  Function  in  x  und  y,  bestimmt 
man  ferner  das  Verhältnis  S '  V  durch  Nullsetzung  eines  der  Aus- 
drflcke 

80  enthält  jeder  Kreis,  der  durch  die  beiden  Punkte  x:y^  ^ifj 
geht,  in  seinem  Innern  mindestens  eine  Wurzel  der  Gleichung 
%(x^\)  =  0;  ausserhalb  derselben  giebt  es  gleichfalls  min- 
destens eine  Wurzel.  Daraus  folgt:  Sind  alle  Wurzeln  von 
f(«,  1)  =  0  reell,  so  kann  gii?— 5iJ»f?yi  niemals  negativ  werden. 
Ebenso:  Ist  a+ßi  diejenige  Wurzel  von  F(x)  =  0,  bei  welcher 
der  Coef&cient  von  i  möglichst  gross  ist,  so  werden  die  Coeffi- 
denten  von  t  in  allen  Ausdrücken 

F'{a+ßi)  F"(a+ßi) 

F'\a+ßi)  '      F"'(a+ßi)  '*" 
positiv  sein.  No. 

Lagüerre.     Snr  la  dötermination  d'une  limite  supdrieure 
des  racines  d'nne  ^uation   et  snr  la  Separation  des 

racineB.    Nonv.  Aon.  (^  XIX.  49-57,  97-105. 
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Ist 

f(x)  =  aoa?"»+a,»»»-*H [-öm  =  0 

die  gegebene  GleichuDg,  und  macht  a  alle  Glieder  der  Reihe 
fm(x)  =  ttp,    fm-i(aj)  =  a^x  +  a,y    An-2(a?)  =  a^x^  +  a^x  +  a^,... 

fix)  =  aoir^+a,ir^-*-i f-öm 

positiv y  80  ist  a  eine  obere  Grenze  für  die  Wurzeln;  in  der 
Newton'schen  Regel  werden  die  obigen  Functionen  /*„,  /„.i,  •••/',,/ 
durch  die  entsprechenden  Ableitungen  f^'^\  f (»»-*), ...  f^f  ersetzt 
Die  Anzahl  der  für  ß  vorhandenen  Zeichenwechsel  der  obigen 
Reihe  ist  gleich  der  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  >ß  oder  um 
eine  grade  Zahl  kleiner.  Noch  eine  zweite  Regel,  Air  die  Be- 
stimmung der  oberen  Grenze  der  Anzahl  reeller  Wurzeln  zwischen 
a  und  /?,  wird  gegeben :  Sind  a  und  ß  zwei  positive  Zahlen, 

der  ganze  Theil  des  Quotienten  f{x):{x^a)(x—ß),  so  ist  die 
Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der  Gleichung  fCpci)  =  0,  welche 
zwischen  a  und  ß  liegen,  entweder  gleich  der  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe 

Kct),    f(ß)'-ß(ß-a)c,,    f(ß)^ß\iß^a)c,.... 

oder  um  eine  grade  Anzahl  geringer  als  diese  Anzahl. 

No. 


E.  Lucas.     Sur  un  thdor^me  de  M.  Laguerre.   Nonv.  Adil 

(2)  XIX.  145-147. 

L.  Levy.     Sur  le  mßme  th^or^me.   Nouv.  Add.  (2)  xix.  148. 
Ch.  Venard.     Sur  une  rfegle  de  M.  LagueiTe.    Nouv.  Ajid. 

(2)  XIX.  261-264. 

Candbze.    Sur  une  rfegle  de  M.  Laguerre.    Nouv.  Ann.  (2) 

XIX.  307-310. 

H.  Laurent.    Correspondance.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  380-382. 

Herr  Lucas  beweist   das  erste  der  beiden  im  vorigen  Refe- 
rate angeführten  Theoreme  und  wendet  es  auf  die  reciproken 
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Werthe  der  Wurzeln  an.  Die  Herren  Lävy  nnd  Vinard  zeigen, 
daw  die  durch  das  Laguerre'sche  Theorem  bestimmte  obere 
Grenze  nicht  kleiner  sein  kann,  als  die  durch  die  Newton'sche 
Begel  gelieferte;  Herr  Gandöze  beweist,  dass  sie  nicht  kleiner 
sein  kann,  als  die  durch  die  Budan'sche  oder  Fourier'sche  Methode 
gegebene.  Herr  Laurent  endlich  leitet  aus  jener  Regel  eine  der 
Starm*sehen  ähnliche  Reihe  ab 

((.).f,w,  ^«A  ^f.«.    -^^a') 

welche  durch  den  Verlust  an  Zeichenänderungen  zwischen  m^  a 
and  d?  =  /9  eine  untere  Orenze  für  die  Zahl  der  reellen  zwischen 
a  und  ^  liegenden  Wurzeln  giebt.  No. 


Ed.  Lucas.     Sur  l'extension  du  th^or^me  de  Descartes. 

BnlL  S.  M.  P.  VIII.  187-191,  N.  C.  M.  VL  250-258. 

Einfacher  Beweis  des  Laguerre'schen  Theorems  über  die  An- 
zahl der  positiven  Wurzeln,  welche  eine  gegebene  Zahl  über- 
treffen. No. 


Laguerrb.  Sur  une  m^thode  pour  obtenir  par  appro- 
ximation  les  racines  d'une  ^quation  algdbrique  qui 
a  tontes   ses  racines  r^Ues.    Nonv.  Ann.  (2)  xix.  161-172» 

193-202. 

Sind  a?„  d?,,  ...  x^  die  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
S(x)  =  0,  so  folgt  aus 

g'-gfy^  _ :     1        I       1       . 

dass,  wenn  x  ein  beliebiger  Werth  ist,  alle  Wurzeln  xi  entweder 
grosse  als 

oder  kleiner  als 


X — 


iWW^^WsWi^ 


72  II-  Abschnitt.    Algebra. 

sind.  Dieser  Satz  kann  folgendermassen  verallgemeinert  wer- 
den: Liegt  X  zwischen  Xa  und  x^^u  und  sind  X^,  X!'  die  beiden 
Wurzeln  von 


\    X—X    /  i=rl^  X—Xl  / 


so  folgen  der  Grösse  nach  geordnet  die  flinf  Werthe  Xa,  X!^  x, 
X",  Xa+i  aufeinander,  wie  f  auch  immer  gewählt  seL  Hieraus 
kann  eine  Regel  zur  näherungsweisen  Bestimmung  derjenigen 
Wurzeln  einer  Gleichung  abgeleitet  werden,  welche  einer  ange- 
nommenen Grösse  x  die  nächsten  sind.  No. 


Ch.  Biehler.     Sur  une  classe  d'dquations    alg^riques 
dont  toutes  las  racines  sont  reelles.    Nouv.  Ami.  {2)  xix. 

149-158. 

Bedeuten  A,  B  zwei  gegebene  Grössen,  für  die  jfA^+B*  =  1 
ist,  so  sind  alle  Wurzeln  der  Gleichung 

reell  und  ungleich.    Daraus  folgt,  dass  die  Gleichung,  welche 
tg  — '  liefert,  wenn  tga  bekannt  ist,  reelle  ungleiche  Wurzeb 

hat  und  ebenso,  dass  die  Gleichung,  welche  cos  —  liefiNl,  wenn 

tu 

cosa  gegeben  ist,  reelle  Wurzeln  besitzt  No. 


Laguerre.    Sur  la  ddtermination  d'^quations  num^riques 
ajant  an  nombre  donn^  de  racines  imaginaires. 

0.  B.  XO.  180-182. 

Der  Differentialgleichung 
genflgt  die  Fnnction 
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Die  Gleichung 

bit  nur  ungleiche  Wurzeln ,  keine  reelle  positive ,  sondern  nur 
»— n— 1  reelle  negative  und  2n  imaginäre  Wurzeln. 

No. 


A.  81EBBL.      Untersuchungen    über    algebraische   Glei- 
chungen.   OmDertArch.  LXY.  394-420. 

Fortsetzung  der  Arbeiten,  ttber  die  F.  d.  M.  VII.  1875.  p.  40; 
IX.  1877.  p.  60  referirt  ist.  Der  vorliegende  siebente  Artikel 
beseh&fiigt  sich  mit  der  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  alge- 
braischer Gleichungen  und  der  Zusammenziehung  der  Intervalle, 
in  denen  dieselben  liegen.  No. 


Q.  DB  L0N6CHAMPS.     Th^rfeme  d'algfebre.    Nonv.  Ann.  (2) 

XIX.  71-74. 

Die  von  Herrn  Laguerre  vervollkommnete  Madaurin'sche 
Regel  lautet:  ^Ist  N  der  absolute  Werth  des  grössten  negativen 
Coefficienten  eines  Gleichungspolynoms,  und  sind  a^,  a^  ...  Op^i 
diejenigen  positiven  Coefficienten,  welche  dem  ersten  negativen 
vorausgehen,  so  ist 

14- ^ 

«o  +  «i  +  '-+V-t 

dae  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln  dieser  Gleichung.^  Der 
Herr  Verfasser  stellt  dieser  Begel  die  folgende  zur  Seite:  „Be- 
deuten N  und  N'  die  absoluten  Werthe  der  beiden  höchsten 
negativen  CoefiGcienten,  so  ist 

eine  obere  Grenze  der  positiven  Wurzeln.  No. 
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S.   BeALIS.      Correspondance.    Nonv.  Ann.  (2)  XIX.  558-562. 

Herr  Röalis  macht  darauf  aofinerksam ,  dass  nicht,  wie  ge- 
wöhnlich angenommen  wird,  A.  J.  H.  Vincent,  sondern  Leg^dre 
die  Eigenthttmlichkeit  gewisser  Gleichungen  zuerst  bemerkt  hat, 
welche  darin  besteht,  dass  ihre  Wurzeln,  in  Kettenbrflche  ent- 
wickelt, nach  verschiedenen  Anfangsgliedem  die  weitere  gleiche 
Entwickelung  liefern.  No. 


A.  PüjET.     Sur  la  fonction  r^solvante  de  l'^quation 

0.  R.  XOL  611-613. 

Für  jeden  Werth  von  m  existirt  eine  Function,  welche  von 
p  und  q  unabhängig  ist,  und  deren  Kenntnis  die  Auflösung  aller 
trinomischen  Gleichungen  von  der  Form  a:™+P^+?  =  0  ermög- 
licht Fflr  m  =  5  und  6  ist  diese  Function  eine  elliptische,  ftr 
m>6  eine  AbeFsche.  No. 


E.  Schröder,  üeber  die  Eigenschaften  der  Binomial- 
coefficienten ,  welche  mit  der  Auflösung  der  trinomi- 
schen Gleichung  zusammenhängen.    Schlomilch  z.  XXY. 

196-207. 

Der  Herr  Verfasser  geht  von  den  Reihen 

a=ü  a=KJ 

aus  und  leitet  durch  Differentialformeln  vier  Beziehungen  re- 
currenter  Art  zwischen  den  Goefficienten  P^^  her.  Wendet  man 
diese  auf  die  Reihenentwicklungen  der  Wurzel  P  einer  trinomi- 
schen Gleichung  an^  wobei 

wird,  so  ergeben  sich  neue  Formeln,  welche  in  einfacher  Weise 
auf  die  von  Herrn  v.  Mangoldt  (Inaug.  Diss.,  Berlin  1878)  ge- 
lieferten Resultate  fahren.  No. 
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K.  E.  HoFPMANN.    üeber  die  Auflösung  der  trinomischen 
Gleichungen  durch  kettenbruch-ähnliche  Algorithmen. 

Gmnert  Arch.  LXVI.  33-46. 

Für  die  Auflösung  von  a^+pit^+q  =  0  ergeben  sich  zwei 
Ldsnngs-Algorithmen,  je  nachdem  man  setzt 


oder 


(B)      .=  }/-p-^ 

mid  dann  das  x  unter  dem  Radicanden  durch  denselben  Aus- 
druck (A)  resp.  (B)  ersetzt  denkt  u.  s.  w.  Es  wird  die  Beaütät 
der  Wurzeln  der  obigen  Gleichung  bei  gegebenem  Charakter 
von  m  und  n  (mod.  2)  untersucht;  dann  wird  festgestellt,  wel- 
cher Wurzel  (A)  oder  (B)  zustrebt,  und  von  welcher  Seite  dies 
geschieht  Alle  reelle  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichungen 
lassen  dcb  durch  die  beiden  Algorithmen  finden  und  zwar  so, 
dass  (A)  die  in  dem  Intervall  von 

i?i— w  m—n 

'    tn  »Hl 

liegenden  Wurzeln  liefert,  (B)  dagegen  zu  den  übrigen  ftihrt. 

Die  gewonnenen  Resultate  werden  auf  eine  Formel  der 
Bentenrechnung  angewendet.  Schliesslich  werden  einige  Identi- 
täten abgeleitet  No. 


J.  Tetmajer.  Auflösungen  der  trinomischen  Gleichungen. 

Knk.  Deokschr.  1880.  (PolDisch). 

Der  Verfasser '  entwickelt  Reihen  für  die  Wurzeln  der  Glei- 
ebung  x^'\'pxfi+q  =  0,  indem  er 

sdireibt  und  dann  die  Binomialreihe  anwendet  Ob  wirklich 
diese  Methode ,  wie  der  Verfasser  sich  ausdrückt,  für  die  Lehr- 
bfleher  der  Trigonometrie  besonders  geeignet  ist^  bezweifeln  wir 
•ehr.  Dn. 
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S.  Günther.     Eine  didaktisch  wichtige  Lösung  der  tri- 
nomischen  Gleichung.   HoffmanB  z.  XI.  68*72. 

Nach  historischen  Notizen  über  die  Lösung  der  trinomiscbea 
Gleichung  giebt  der  Verfasser  der  Lösung  der  Gleichung 

folgende  Form 

m 


x  =  ]/ 


m 

n 


a+i- 


m 

n 


Er  bespricht  sodann  die  Gestaltung,  die  diese  Form  in  den  spe- 

ciellen  Fällen,  wo  —  =  1,  m=l,  ii  =  l,  annimmt,  und  madit 

zum  Schluss  auf  Uebelstände   dieser  Lösung,    namentlich   den 
Mangel  einer  leicht  nachweisbaren  Gonvergenz  u.  a.  aufmeiicsam. 

O. 


V.   ScHÄWEN.      Zur    Lösung    trinomischer    Gleichungen 
nebst  Bemerkungen  dazu  von  ß.  Günther.    Hofl^ann  z. 

XI.  264-267. 

Der  Verfasser  macht  auf  einige  Irrthttmer  in  der  Arbeit 
von  Herrn  Günther  aufmerksam  und  giebt  einige  Beispiele  zu 
dessen  Methode.  Bezüglich  der  von  Herrn  Günther  selbst  be- 
sprochenen Uebelstände  wird  nichts  gefSrdert  0. 


Andr.  Ejeldgaabd.     £n  tilnärmelsesvis  Beregning  af 
de  reelle  Bödder  i  Ligningen  x"  +px  -f  gr  =  0. 

Zenthen  Tidsskr.  (4)  IV.  135-187. 

Die  angefahrte  Gleichung  wird   in   die   Form  tf^—ay  —  a 
gebracht.    Eine  reelle  Wurzel  lässt  sich  dann  durch  succeamre 
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Annftherang  mittels  der  Fomiel 


bestimmen.     Die   Rechnung  lässt  sich   bequem   mit  Hülfe   der 
Gauss'schen  Logarithmen  ausfahren.  Om. 


E.  Babdet.    Bemerkung.   HoffknaDo  z.  xi.  85-28. 
V.  Hoffmann.   Erwiderung.   Hoffmann  z.  xi.  28-30. 

Besdeht  sich  auf  einige  im  X.  Bande  der  Hoffmann'schen 
Zeitsehrift  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  64)  ausgesprochene  Ansichten 
Ober  Priorität  von  Sätzen  und  Benennung  von  Begriffen,  die  in 
einer  Arbeit  des  Herrn  Bardey  vorkommen.  No. 


Weitere  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  der  Theorie  der 
Gleichungen  von  J.  O'Regan,  J.  H.  Turrill,  Scott, 
W.  H.  LowRT  finden  sich  Bdac.  Times  xxxm.  31,  51. 

0. 


L.  F.  M.  Ferreira.     Sur  l'^quation  du  deuxi&me  degr^. 

TeizeiraJ.  n.  (Portugiesisch). 

Herr  Ferreira  beschäftigt  sich  in  dieser  Notiz  mit  der  geo- 
metrischen Lösung  der  Gleichung  zweiten  Grades  vermittels  zweien 
Tangenten,  die  von  einem  äusseren  Punkte  an  eine  Parabel  ge- 
sogen werden,  also  vermittels  eines  Problems,  das  sich  mit  Zirkel 
und  Lineal  lösen  lässt  Tx.  (0.) 


J.  Diskmann.     Die  Grundtypen   der  lösbaren   quadrati- 
schen Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.   HoffmannZ. 

XL  173-183. 

Es  werden  ftlr  zwei  ganze  Functionen  zweiten  Grades  f(x^  y) 
imd  F{Xyy)  durch  Betrachtung  der  Discriminante  von  f-^^XF^O 
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Typen  aufgeAinden,  in  denen  die  Lösung  des  Systems  f  =  0» 
jP  z=  0  von  Irrationalitäten  dritten  Grades  unabhängig  ist 

No. 


H.  Gbrlach.     üeber  reciproke  Gleichungen.    Pr.  PtwAim, 

Es  wird  untersucht,  wie  zwei  Gleichungen  zweiten  Grades 
zwischen  zwei  Unbekannten  beschaffen  sein  mflssen,  damit  das 
Resultat  der  Elimination  einer  dieser  Unbekannten  auf  eine  red- 
proke  Gleichung  yierten  Grades  führe.  Es  findet  dies  z.  B.  flir 
y  statt,  wenn  beide  Gleichungen  von  der  Form 

ax*+2bxy+cy*±2bx  +  2ey+c  =  0 
sind.  No. 


A.  P.  L.  Claussen.      Trigonometrische    AnflSsung   der 
quadratischen   und  cubischen   Gleichungen.    Sehleswi; 

J.  Bergas. 

Elementare,  mitunter  weitschweifige  Ableitung  der  Formeb, 
nebst  vielen  durchgeführten  Beispielen.  No. 


Th.  Sinram.     Beitrag  zu  den  Gleichungen  des  zweiten, 
dritten  und  vierten  Grades  mit  rationalen  Wurzeln. 

Grunert  Arch.  LXVL  94-107. 

Es  werden  die  allgemeinen  Formen  für  Gleichungen  zweiteoi 
dritten  und  vierten  Grades  aufgestellt,  welche  gewissen  Yo^ 
Schriften  über  Realität  und  Rationalität  ihrer  Wurzeln  genügen; 
so  z.  B.  für  Gleichungen  dritten  Grades,  welche  drei  reelle  und 
mindestens  eine  rationale  Wurzel  haben,  für  Gleichungen  vierteo 
Grades  mit  zwei  rationalen  und  zwei  imaginären  Wurzeln,  wena 
die  eine  Wurzel  ihrer  cubischen  Resolvente,  durch  die  Ca^ 
dani'sche  Formel  berechnet,  rational  ist  u.  s.  w. 

No. 
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£.  Kummer«  üeber  die  cnbischen  und  biquadratisohen 
OleichuDgen,  ftlr  welche  die  zu  ihrer  Auflösung  nothi- 
gen  Quadrat-  und  Gubikwurzelausziehungen  alle  ra- 
tional auszufahren   sind.    Berl.  Monateber.  1880.  930-936. 

Alle   cnbiscben    Gleicbangen    mit    rationalen   Goefficienten, 
welehe  eine  rationale  Wurzel  haben,  die  nach  der  Cardani'schen 
Fonnel  sich  so  finden  lässt,  dass  alle  nötbigen  Wurzelansziebun-  . 
gen  rational  ausgeftihrt  werden,  haben  die  drei  Wurzeln  von  der 

Form  a,  /J  +  y^— 3,  ß—y}f^^  und  sind  demnach  alle  in  der 
Form 

enthalten,  wo  a,  ßj  y  rationale  Grössen  sind. 

Alle  biquadratischen  Gleichungen  mit  rationalen  Goefficienten, 
welehe  eine  rationale  Wurzel  haben,  die  nach  der  allgemeinen 
Methode  der  Auflösung  der  Gleichungen  vierten  Grades  sich  so 
finden  lässt,  dass  alle  nöthigen  Wurzelausziehungen  rational  aus- 
geführt  werden  können,  haben  ausser  dieser  noch  eine  zweite 
rationale  Wurzel  und  erfUIen  die  nothwendige  und  hinreichende 

Bedingung,  dass  ihre  vier  Wurzeln  von  der  Form  a,  /?,  y+d^^—S^ 

y— J|^— 3  sind,  wo  a,  /9,  y^  d  rationale  Grössen  bezeichnen;  sie 
nnd  demnach  alle  in  der  Form  enthalten 

x'^  (a+ß+2y)x'+  (aß+2ay+2ßy+y^+3d*)x^ 
''[ia+ß){y'+3d')  +  2aßy]x+aß(y'+3d')  =  0. 

No. 


Franke,    üeber  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades. 

Borehardt  J.  XG.  102-108. 

Setzt  man  in 

(1)        x*  +  ax*  +  bx  +  c  =  0 

e+UF  flir  a;,  wo  ^  und  a  reell  sein  sollen,  so  zerfällt  die 
fileiehong  in  zwei  neue;  eliminirt  man  a,  so  erhält  man  eine 
Gleichung  6*~  Grades,   welche   nur  dann   reelle  Wurzeln   hat, 
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wenn  (1)  complexe  besitzt,  so  dass  die  Bedingang  ftlr  die  Beik 
lität  der  Wurzeln  von  (1)  aus  der  Gleioliniig 

(2ay + AX2ay + A,(2ay  +  4.  =  0 
leicht  abgeleitet  werden  kann.    Bedeuten  xp„  x^,  x^  die  Wurzeln 
von  (1),  so  wird  die  Gleichung  in  a  durch 

(2ay  =  -((r.-x.)%    '-(x.^x.y,    -(x.^xj 
befriedigt.    Aehnlioh  wird  die  Gleichung 

•  .      «  .  «*— 6      .  oft— c 

behandelt;  ihre  Wurzehi  sind 

«i+«^t  «j  +  ^s  ^i  +  ^t 


2       '  2       '  2 

Die  Gleichung  4^  Grades  f&hrt  zu  entsprechenden  Resultaten. 

No. 

B.  Bawson,    A.  Anderson.       Solution    of  a   question 

(6234).    Bdnc.  Times  XXXni.  89. 

Wenn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

«•+!«?•+ IM5  +  6  =  0 

sämmtlich  reell  sind,  so  ist 

46ii'— aV— 18a6ii+4a«+276'<0 

und  eine  der  Wurzeln  kleiner  als 

4{2(ii'-3a)»-ii). 

O. 


W.  LiGOWSEi.     ZurückfÜhrung  der  vollständigen  Glei- 
chung vierten  Grades   auf  eine  reciproke  Gleichung 

zweiten   Grades.    Oranert  Arch.  LXY.  426-429. 

Die  Gleichung 
kann  durch  die  Substitution 

bei  geeigneter  Bestimmung  von  «,  o,  t  mit  der  allgemeinen  Glei- 
chung vierten  Grades  identificirt  werden;  (*  hängt  von  einer  Glei- 
chung dritten  Grades  ab.  No. 
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M.  Lbdkrbr.      üeber    eine  Auflösung  einer  biquadrati- 
schen  Gleichung.    Balr.  Bl.  XVI.  454-455. 

Soll  man  die  Gleichung 

ax*+4bx*+6cx*+4dx+e  =  0 
auflösen,  so  bat  man  nach  Aronbold  (Heilermann  hat  fibrigens 
die  bezüglichen  Formeln  schon  ein  Jahr  früher  angegeben)  die 
Determinanten 

a         b     c+21 


J  = 


b      c—X      d 

C+2A     d         e 


=  0    und    -^- 

oe 


a     b 
b  c^X 


za  bilden,  aus  ersterer  Gleichung  X  zu  berechnen  und  in  -3- 

f&r  X  successive  einen  der  drei  Wurzelwerthe  A,,  A^,  A,  einzu- 
setzen, wodurch  man 

(dJ\       (dJ\       (dJ\ 

\  de  ),'    \  de  );    \de  J, 

erhält    Sodann  ist 

'=l(-'±/(¥^±/(¥):± /(¥);)■ 

Der  Verfasser  f&hrt  den  Beweis  f&r  die  Richtigkeit  dieses  Satzes 

dadurch,  dass  er  zuerst  x  =  y setzt  und  alsdann  die  Iden- 

titit  der  Gleichung  J  =  0  mit  der  gewöhnlichen  cubischen  Re- 
solyente  einer  Gleichung  des  yierten  Grades  erhärtet 

Gr. 


H.  Krey.      üeber   Hermite's  Auflösung   der  Gleichung 
fünften  Grades.    Schiomiich  z.  xxv.  129-147. 

Die  Arbeit  giebt  eine  sehr  übersichtliche  Darstellung  der 
Hermite'schen  Untersuchungen  über  die  Modulargleichung  sechsten 
Grades  und  die  Fttnftheilungsgleichung.  Vorausgesetzt  wird  nur 
die  Kenntnis  des  Transformationsproblems  nebst  einigen  elemen- 
taren Formeln  der  elUptischen  Functionen;  die  benutzten  Sätze 
Ton  Lagrange  und  Galois  werden  abgeleitet.  No. 


Fvtaolir.  d.  Math.  XU.  1. 
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J.  Tbtmajer.     Trigonometrische  Auflösung  binomischer 

Gleichungen.     Krak.  Denkscbr.  1880.  (PolDisch). 

Dn. 


L.  F.  M.  FeRRBIRA.       Sur    un   probl&me.     Teixeira  J.  n.  (Por- 
tagpesisch). 

Lösung  der  Gleicbung  o^  =  y*.  Tx.  (O.) 


Weitere  Lösungen  specieller  Gleichungen  von  Kniselet, 
J.  L.  KiTCHiN,  E.  W.  Symons,  T,  R.  Terry,  J.  J.  Syl- 
vester finden  sich    Edac.  Times  XXXIII.  24,  42,  115. 

O. 

A.  Freeman.  Note  on  the  value  of  the  least  root  of 
an  equation  allied  to  J^^  (a)  =  0.    Proc.  of  Oambr.  in.  375-377. 

Die  Gleichung  heisst 

Poisson  giebt  im  XIL  Bande  der  Mömoires  de  rAcadömie  dee 
Sciences  (Paris  1833)  den  Werth  der  kleinsten  Wurzel,  den  Herr 
Largeteau  fBr  ihn  berechnet,  gleich  1,46796491.  Herr  FreeaiaD 
findet  den  wahren  Werth  der  Wurzel  gleich  1,4457963. 

Glr.  (0.) 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 
C.  Dahl.     Bevis  for  en  Sätning  af  Invarianttheorien. 

Zeuthen  Tidsekr.  (4)  FV.  154-158. 

Beweis  des  bekannten  Satzes  tou  Glebsch,  dass  jede  simultane 
Invariante  eines  Systems  von  linearen  Formen  sich  aus  Detenni- 
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Bauten  zosammensetzen  lässt  Der  Beweis  wird  nur  ftlr  temäre 
Formen  geflUirt,  kann  aber  direct  erweitert  werden.  Transfor- 
mirt  man  die  gegebenen  Formen  o«,  6«,  c«  ...  mittels  der  Formeln 

80  erhftlt  man  für  eine  Invariante  n  die  Identität 

woraus  ersichtlich  ist,  dass  jedes  Olied  von  n  3n  Factoren 
enthält  Ftthrt  man  beiderseits  nach  einander  die  folgenden 
Operationen  aus 


"' "ö^ +'^' "ö^T +>^»  "öj;: 


da.  ^  ''•  d/J,  ^  ''  öy.  ' 

80  erhüt  man  aus  n^  =  r^n  eine  neue  Gleichung  n^^  =  r^v.yr. 
Durch  passende  Vertauschung  der  Indices  von  af,  ßf^  /  und 
Addition  der  mit  yerschiedenen  Vorzeichen  versehenen  Resultate 
erfailt  man  hieraus  die  neue  Identität  ri'  =zr^  .n.  Bier  zeigt  es 
si^  dass  erstens 

rv  =  n(n+l)(n+2)r", 
sweitens  dass  fi^  sidi  in  Glieder  spaltet,  von  welchen  jedes 
einen  Factor  von  der  Form  r{abc)  enthält,  während  der  andere 
Factor  eine  Invariante  von  niedrigerer  Ordnung  ist,  welche  auf 
ähnliche  Weise  behandelt  werden  kann.  Sodann  nimmt  n  end- 
lieh die  Form  einer  rationalen  Function  von  Determinanten  (ßbc) 
«L  Gm. 


Faa  DB  Bruno.      Snr   un    th^or&me    g^n^ral    dans    la 
th^rie  des  covariants.   c.  r.  xc.  iao3-i205. 

Faa  de  Bruno.      Bar   quelques    th^r^mes    relatifs    au 
d^veloppemeut  des  fonctious  et  aux  covariants. 

Borehardt  J.  XC.  186-188. 

Faa  de  Bruno.      Notes  on   modern  algebra.    Am.J.  iii. 

6* 
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Die  beiden  ersten  Noten,  sowie  der  erste  Theil  der  dritten 
Arbeit  behandeln  eine  eigentbflmliche  Darstellung  der  Coyarianteo. 
Als  Ausgang  dient  ein  Satz,  der  wohl,  wie  aueh  Herr  Sylvester 
kflrzlieh  (Am.  J.  II.  p.  357)  zugiebt,  vom  Herrn  Verfasser  her- 
rührt (Theorie  des  formes  binaires,  1875.  p.  311). 

^Hat  man  eine  Function  von  x 

0  =  g>[Ä^j  A,j ...  Äi], 
wo 

Ak  =  Ojb+Äö*~i^+'-Äo^> 
so  bat  man 

0  =  g>+xdq>+  YY^*^^'"  1  2     j^'y+"  =  ^  ^^' 
wo  d  das  bekannte  Symbol  darstellt 

hier  noch  mit  der  Voraussetzung,  dass  nach  den  Differentiationeo 
X  =  0  zu  setzen  ist." 

Es  erfolgt  ein  neuer,  höchst  einfacher  Beweis  dieses  Satzes, 
der  sofort  aus  der  Mao  Laurin'schen  Entwickelung  von  0  eot- 
springt 

Andrerseits  gilt  aber  ein  ähnlicher  Satz  f&r  die  Covarianteo 
einer  binären  Form  (cf.  Faä  de  Bruneis  Werk  p.  188),  denn  flir 
die  Coefficienten  c  einer  Covariante 

9)  =  (cof-c»n)(^,y)* 
einer  Form 

f  =  («•,.. .a»)(«,y)" 

gelten  die  Beziehungen 

dek  =  ÄCi-i,    d^Ck  =  (m— *)Cib+i, 

wo  dj  das  reciproke  Symbol 

d  d  d 

don^i  dan-2  '  da^ 

vorstellt.    Daraus  folgen  aber  die  Darstellungen 

Durch  Vergleich  mit  dem  obigen  Satze  erhält  man  den  neuen: 
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„Jede  Covariante  q>  kann  aus  ihrem  letztem  Term  (c^  resp. 
cj  abgeleitet  werden,  sobald  man  die  ot  durch  die  resp.  Ai  er- 
setzt'' 

Man  kann  diesen  Satz  aber  in  eine  noeh  einfachere  Form 
bringen,  wenn  man  (cf.  des  Herrn  Verfassers  Werk,  p.  130)  be- 
merkt, dass 

An  =  C^a„,    Äi  =  e*^a<, 
sowie 


Ai^i  =  -T-  dAi^     il,-2  =  "77] — TT 
t  %\% — 1) 


d'^etc. 


Dann  folgt: 

„Alle  Covarianten  einer  Form  können  als  symbolische  Func- 
tionen eines  einzigen  Parameters  (on  resp.  a^)  dargestellt  werden.'' 

f  selbst  ist  in  dieser  Form  =  e^'o«. 

Die  dritte  Arbeit  leitet  sodann,  unabhängig  vom  ersten 
Theil,  einen  sehr  fruchtbaren  Determinantensatz  ab.  Ist  nämlich 
J  irgend  ein  Differentiationssymbol,  und  sind  in  der  Determi- 
nante 

A.  JAy  J^A.  ...J^A 


Z>  = 


die  Glieder  der  letzten  Colonne  constant  in  Bezug  auf  d,  so  ist 

Es  folgt  dies  sogleich  aus  den  Differentiationsregeln  für  De- 
terminanten. Wichtige  Beispiele  erläutern  den  Satz.  Um  eins 
aozofbhren,  so  ist  die  Determinante 

yzi,  .         .  .         . 

Ixy,  . 

Differenzenproduct  der  vier  Grössen  Xj  y,  z,  L 
Im  dritten  Theil  giebt  der  Herr  Verfasser  einen  nicht-sym- 
iM)li8ehen  Beweis  des  bekannten  Satzes  (cf.  Clebsch,  Binäre  For- 
ineD,  p.  119),  dass  das  Quadrat  der  Functionaldeterminante  zweier 
Formen  eine  quadratische  homogene  Function  der  Formen  selbst 
ist,  nebst  Beispielen. 
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Am  Schluss  wird  die  Oleiohnng  f&nfken  Grades  für  den  Fall, 
dass  ihre  Invariante  18^  Ordnung  verschwindet,  aufgelöst 

My. 

W,  Braun.      Zur  Berechnung  der  Doppelwurzel  einer 
binären  Form.   Bair.  Bi.  xvi.  449-464. 

Wenn 

U  =  («—«,)(«—«,)•••(«—«,), 
so  besteht  eine  Doppelwurzel,  falls  die  Discriminante  J  identiadi 
gleich  Null  wird;  jene  Doppel wurzel  a,  =  a,  zu  berechnen,  bat 
man  die  Proportionenkette 

Für  diese  Relation  wird  ein  neuer  Beweis  mitgetheilt,  der  anfj 
ziemlich  complicirten  Determinanten-Umformungen  beruht 

Gr. 


F.  Franklin.  On  the  calculation  of  the  generating 
function  and  tables  of  groundforms  for  binarj 
quantics.   Am.  J.  in.  128-154. 

Uebersichtliche  Zusammenstellung  der  von  Sylvester  und 
Cayley  gegebenen  Berechnungsmethoden  der  generating  fune- 
tions,  über  die  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  88  und  XL  1879.  p.  81  ff. 
im  Einzelnen  referirt  worden  ist  My. 


A.  Cayley.      On   the  finite   groups   öf  linear  transfor- 
mations  of  a  variable.     Oorrection  to  this  paper. 

Clebsch  Ado.  XYL  260-264,  439-440. 

Die  Note  knüpft  an  den  Aufsatz  des  Herrn  Gordan:  ^lieber 
endliche  Gruppen  linearer  Transformationen  einer  Verinder- 
lichen^  (Clebsch  Ann.  XII.,  cf.  F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  78)  an. 
Dort  ist  wohl  die  Gruppe  der  24,  nicht  aber  die  Ghuppe  der 
60  Transformationen  grade    in  einer  solchen  Form  au%e8teUt| 
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die  erkennen  lässt,  dass  die  Gruppe  der  12  Transformationen  in 
beiden  enthalten  ist.  Dieses  leistet  die  Note  des  Herrn  Verfassers 
nnd  oonstatirt  zugleich  die  Identität  der  ^60.^  Gruppe  mit  der 
der  positiven  Permutationen  von  f&nf  Elementen.  Diesen  ent- 
spreehend,  werden  die  drei  Tabellen  für  die  drei  Gruppen  über- 
sichtlich zusammengestellt. 

Ein  Irrthum  in  der  Anordnung  einer  Tabelle  wird  berichtigt 

My. 


L.  Wbdekind.     Das  Doppelverhältnis   und  die  absolute 

Invariante  binärer  biquadratischer  Formen.  Clebsch  Ado. 
xvn.  1-20. 

Herr  Klein  hat  in  seiner  Erlanger  Programmschrift  1872 
(ef.  F.  d.  M.  IV.  p.  229)  darauf  hingewiesen,  dass  die  Theorie 
der  binären  Formen  complezer  Variabein  sich  mittels  der  stereo- 
graphischen Projection  deckt  mit  der  reellen  räumlich^projecti vi- 
schen Massgeometrie  mit  reeller  Fundamentalkugel;  später  (Er- 
langer Ber.  Nov.  1873)  hat  er  an  Stelle  der  Kugel  eine  reelle, 
nicht  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  substituirt.  Es  ist  da- 
mit die  Interpretation  der  binären  complexen  Formen  auf  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  angezeigt,  und  in  diesem  Sinne  ist  die 
Arbeit  des  Herrn  Verfassers  eine  Fortsetzung  und  Ergänzung  von 
zwei  früheren :  „Beiträge  zur  geometrischen  Interpretation  binärer 
Formen^  (Clebsch  Ann.  IX.)  und  „Studien  im  binären  Werthge- 
bict«,  Karlsruhe  1876  (cf.  F.  d.  M.  Vm.  1876.  p.  60). 

Da  die  Fläche  nicht  geradlinig  ist,  muss  ihre  Discriminante 
o^ativ  sein;  darum  wird  die  Bedingung  aufgestellt ,  dass  die 
auf  ein  eingeschriebenes  Coordinatentetraeder  bezogene  Fläche 
zweiter  Ordnung  nicht  geradlinig  sei,  und  zwar,  wenn  Saikt/iyk  =  0 
ihre  Gleichung  ist^  müssen  die  drei  Producte  Oikaim  gleiches  Vor- 
zeichen haben  nnd  aus  den  absoluten  Längen  yanMim  muss  sich 
ein  reales  Dreieck  construiren  lassen. 

Für  die  sechs  Doppelverhältnisse  von  vier  Werthen  wird 
dae  bequeme  trigonometrische  Interpretation  gebraucht:  Es  sind 
die  Quadrate  der  sechs  trigonometrischen  Functionen  (abgesehen 
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I 
^^  I 

von  einigen  Vorzeichen).  Der  zugehörige  Winkel  kann  geometriseh 
leicht  construirt  werden.  Es  erfolgt  Beine  Uebertragung  auf  die 
Fläche.  Als  weitere  Beispiele  dienen  der  Modul  des  elliptischeo 
Integrals  und  die  Jacobi'sche  Gonstruction  des  Additionstheorems 
der  elliptischen  Functionen,  zum  Scbluss  die  absolute  Invariante 
der  biquadratischen  Form.  Als  Htllfsform  tritt  dabei  eine  cobische 
binäre  Form  auf,  die,  wenn  ai  =  bi  =  0  die  Fläche  darstellt 
und  I,  7jy  ^,  ^  vier  ihrer  Punkte,  zu  Wurzeln  die  Invarianten 

ö|a^.6f6^,    a^ai^.b^b^y    o^a&'b^b^ 

besitzt.  Verschwindet  deren  quadratische  Covariante  identisch, 
so  liegen  die  vier  Punkte  äquianharmonisch;  verschwindet  ihre 
Discriminante  nebst  der  der  Fläche,  so  liegen  sie  harmonisch. 

My. 

A.  Caylby.     On  the  theorem   of  the  finita  nnrnber  of 
the  covariants  of  a  binary  qnantic.  Quart  J,  xvii.  137-147. 

Der  angegebene  Satz  wird  von  einem  andern  Standpunkt 
als  gewöhnlich  betrachtet.  Der  Herr  Verfasser  geht  von  der 
Wurzelform 

—  (a,  6,  ...)(«>  yy  =  («^— «)(«-/»)  — 

aus  und  bezeichnet  als  „monomiale^  Form  einer  Covariante  die 
folgende: 

wo  in  allen  Factoren,  die  z.  B.  a  enthalten,  die  Summe  der  In- 
dices  einen  Werth  ^  hat,  der  sich  nicht  ändert,  wenn  man  statt 
a  eine  andere  Wurzel  betrachtet    Es  sind  z.  B. 

(cr->/?)(y-d),    («-y)OJ-d),   (a-d)(/J-y) 

solche  monomialen  Invarianten  einer  Quartic. 

Dann  wird  gezeigt,  (A)  daäs  die  Zahl  der  irrednciblen  mo- 
nomialen Covarianten  endlich  ist. 

Weiter  wird  ein  unbewiesenes  Httlfstheorem  (B)  mitgetbeilt: 

„Wenn  ein  unendliches  System  von  ganzen  und  rationalen 

Functionen  der  endlichen  Buchstabenreihe  (o,  6,  c, . . .)  sich  nicht 


Capitel  2.    Theorie  der  Formen.  89 

ändert  bei  allen  Snbstitutioneo  irgend  einer  Gruppe  ^{.a.b^c,...), 
80  Bchliesst  es  eine  endliche  2iabl  von  solchen  Functionen  a  ein, 
dass  jede  andere  des  Systems  sich  durch  diese  ganz  und  ra- 
tional ansdr&ckt.^ 

Daraus  folgt  die  Endlichkeit  des  Formensystems  der  Quartic, 
80  dass  der  Beweis  dafür  auf  den  Beweis  von  (B)  reducirt  ist 

So  hat  man,  um  den  Satz  (B)  zu  illustriren,  für  eine  Quartic 
(x—a)  ...  (x— d)  sechs  monomiale  Invarianten  (die  oben  ange- 
gebenen mit  doppeltem  Vorzeichen);  sie  seien  a,  6, ...  A.  Eine 
wirkliche  Invariante  muss  dann  eine  solche  rationale  ganze 
Function  von  a,  b, ...  A  sein,  dass  sie  zugleich  eine  symmetrische 
Function  von  a,  ß^  y^  d  ist,  d.  h.  dass  sie  sich  bei  keiner  der  24  Sub- 
stitutionen, die  auf  die  a^  ß.y^  d  ausgeübt  werden,  ändert  Nun 
zeigt  sich,  dass  diese  24  Substitutionen ,  in  a,  b, . . .  A  eingeführt, 
eongruent  sind  mit  einer  Gruppe  von  sechs  Substitutionen,  die 
auf  a,  6, ...  A  ausgeübt  werden.  Dann  aber  giebt  es  nach  (B) 
eine  endliche  Zahl  von  Formen  a,  und  da  a+&+c  =  0,  so  sind 
diese  in  der  That 

bc+ab  +  ca    und    (6  — c)(c— a)(a  — 6), 

d.  h.  die  wirklichen  Invarianten  der  Quartic  sind  rationale  ganze 
Functionen  der  Invarianten  t,  j. 

Den  Beweis  des  Satzes  (A)  führt  der  Herr  Verfasser  mittels 
einer  eigenthttmlichen  graphischen  Darstellung  der  monomialen 
Invarianten,  indem  die  Potenzen  der  einzelnen  Differenzen  (a—/^) 
etc.  als  Elemente  einer  symmetrischen  Determinante  auftreten. 

My. 

C.  LK  Paigb.     Note  sur  certains  covariants   des  formes 
alg^riques  binaires.    Ball,  de  Beig.  (2)  XLix.  113120. 

F.  Folie.     Rapport  sur  le  memoire  de  M.  La  Paige. 

Bali  de  Belg.  (2)  XLIX.  91-92. 

Das  Quadrat  der  Govariante 

^(a,  6,...  0«*^*  &*■*■'...  (!^^' 
yon  n—k  Formen  grader  (oder  ungrader)  Ordnung  aj,  felJ, ...  C 
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ist  eine  quadratische  (oder  lineare)  Function  der  Govarianten 

^(a,  6, ...  r)t+i(ö«    fc«~  •••C~;*+i- 
Für  &  =  0  ergiebt  sich  ein  Satz  von  Kosanes. 

Mn.  (0.) 


C.  Le  Paigb.     Sur    la  reprösentation  g^m^triqae  des 
covariants  d'une  forme  biquadratiqae.    BoiL  de  Beig.  (2) 

L.  116-121.  Mn. 

Julius  Petersen.     Om  binäre  Formers  Kovarianter. 

Zentheo  Tidsskr.  (4)  IV.  177-190. 

Anfang  einer  Abhandlung,  über  welche  ein  vollständiges  Be- 
ferat  im  nächsten  Jahrgang  gegeben  werden  soll. 

_____  Gm. 

E.  BoNSDORFF.     Method  att  utreckta  relationer  emellan 
binäre  formers  covarianter  (resp.  invarianter). 

Act.  S.  Feon.  XI. 

M.  L. 

E.  BoNSDORFF.      Om  binära  formers  discriminanter. 

Act.  S.  FeoD.  XI. 

M«   MM 

E.  Winter.     Ueber  das  simultane  Formensystem  einer 
binären  Form  zweiter  Ordnung.    Pr.  Darmstadt.   Brili. 

Nach  den  von  Clebsch  und  Gordan  gegebenen  Regeln  ent- 
wickelt Ausser  den  zwei  Formen  der  letzteren  (gii)  und  den 
23  der  ersteren  (tp)  ergeben  sich  zunächst  50  Ueberschiebungen 
von  Potenzen  von  g>  über  Govarianten  von  tp;  ausserdem  noch 
57  solche  Ueberschiebungen  über  Producte  von  Govarianten  von  <^. 
Diese  letzteren  57  werden  bis  auf  19  reducirt 

Doch  können  noch  weitere  unter  diesen  Formen  redueibel 
sein.  My. 
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E,  d'Ovidio.     La  relazione  fra  gli  otto  invarianti  fon- 
damentali  di  due  forme  binarie  biquadratiche. 

Ata  di  ToriDO.  XV.  471-488. 

Zwischen  den  acht  fundamentalen  simultanen  Invarianten 

V'  *v»  ^/'  ^y  -^V      V'>  *^V"      y 

zweier  biquadratischer  binärer  Formen  (cfr.  Bertini,  Battaglini  G. 
XIV.  p.  1  und  Clebsch  Ann.  XI.  p.  30,  siehe  F.  d.  M.  Vm.  1876. 
p.  59,  IX.  1877.  p.  81)  muss,  einem  allgemeinen  Satz  zufolge 
(Clebsch  „Binäre  Formen^  p.  79)  eine  Relation  bestehen.  Diese 
hatte  Bertini  a.  a.  0.  aufgestellt,  indem  er  die  16  simultanen  In- 
Tarianten  der  vier  quadratischen  Govarianten  A^  0,  C,  2>,  durch 
die  acht  fundamentalen  Invarianten  ausdrückte,  und  diese  Werthe 
in  eine  von  Clebsch  (a.  a.  0.  p.  207)  gegebene  Formel  einsetzte. 
Der  Berechnung  jener  16  Invarianten  liegt  eine  Identität  zu 
Grunde,  die  leider,  wie  Herr  d'Ovidio  nachweist,  mit  einem 
Rechenfehler  behaftet  ist,  so  dass  alle  weiteren  Ausdrücke  un- 
genau sind. 

Der  Herr  Verfasser  unternimmt  diese  Rechnung  aufs  Neue 
und  kommt  auf  verschiedene  Weisen  zu  der  gesuchten  Relation: 
Rq + 108  [4D»-(4I>-BC)'J  -  3»;  i^A' 

+  18[2^'I>+  4ABC^  61>']t/v- 18  (t/V  +  121>)(t/fi'+  i^CT) 
+24[2A'^9(AD+BC)M^+  lUO/B'+j^C) 
+  36A(i}j^+j}i^C)+T2(3D-A')U/i^B  +  i^j^C)  =  0, 
wo 

und  bei  den  A^B^C^D  der  Index  i^  weggelassen  ist. 

My. 

E.  d'Ovidio.      Sopra  due  covarianti   simultanei  di   due 
forme  binarie  biquadratiche.   Atti  di  Torino  xv.  301-304. 

E.  d'Ovidio.     II  risultante  di  due  forme  binarie  biqua- 
dratiche espresso  mediante  i    loro   invarianti   fonda- 

mentali.    Atti  di  ToHdo  xv.  385-389. 

Herr  Sylvester  hat  gezeigt  (C.  R.  LXXXIV.  p.  1285,  siehe 
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F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  76),  dass  von  den  dreissig  Gordan^sch^ 
simuItaneD  Bildungen  zweier  binärer  biquadratischer  Formen 
(dem  vollen  System)  zwei  reducibel  sind,  eine  Govariante  sechsten 
Grades  (DJ  und  eine  vierten  Grades  C^»)* 

Der  Herr  Verfasser  f&hrt  in  der  ersten  Note  diese  Zerlegong 
der  beiden  Co  Varianten  D,,  D^  aus,  indem  er  sich  einer  andern 
Methode  dazu  bedient,  als  Herr  Sylvester.  In  der  zweiten  Note 
wird  auf  zwei  verschiedene  Weisen  (das  zweite  Mal  sehr  schnell 
mittels  der  Gleichung  dR  =  0,  wo  die  Operation 

auf  die  Resultante  R  angewandt  wird)  die  Relation  abgeleitet 

+  96(i<j>iy-BV/-«/jV  +  BS/+C'iy— iifiC)--  IUD\ 

Ueber  die  Bezeichnungen  vgl.  das  obige  Referat 

My. 


E.  d'Ovidio.     Nota  sui  covarianti  lineari  fondamentali 
di  due  cubiche  binarie.    Atti  di  xorino  XV.  267-270. 

Herr  Sylvester  hat  (C.  R.  LXXIX.  p.  828,  cfr.  F.  d.  M.  XI. 
1879.  p.  84)  gezeigt,  dass  von  den  bis  dahin  als  irreducibel  gel- 
tenden acht  linearen  simultanen  Co  Varianten  zweier  Gubics  es 
zwei  in  der  That  nicht  sind.  Unter  dieser  Voraussetzung  bat 
der  Herr  Verfasser  ihre  Zusammensetzung  abgeleitet,  indem  er 
die  darin  zuerst  auftretenden  unbekannten  Coefficienten  mittels 
specieller  Annahme  der  Gubics  bestimmt 

Eine  zweite  directere  symbolische  Methode,  die  jene  Voraus- 
setzung nicht  macht  9  hat  Herr  D'Ovidio  als  von  Herrn  Gerbaldi 
herrührend,  am  Schluss  angegeben. 

Die  beiden  fraglichen  Covarianten  sind  die  von  den  resp. 
Graden  3,  4  und  4,  3  in  den  Coefficienten  der  Gubics. 

My. 
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E.  d'Ovidio.     Nota  8ulle  forme  binarie  del  5*^  ordine. 

Atti  dl  Torino.  XV.  591-612. 

Es  wird  eine  grosse  Zahl  von  Relationen  zwischen  den 
Formen  des  vollen  Systems  (den  23  Co-  und  Invarianten,  siehe 
Clebsch,  Bin&re  Formen  §  73  etc.)  und  weiteren  invarianten  For- 
men angestellt. 

Der  Werth  der  Discriminante  il'  — 64B  wird  directer  ab- 
geleitet als  bei  Glebsch  (mit  Bezug  auf  die  Arbeit  des  Herrn 
Verfassers  über  die  Resultante  zweier  biquadratischer  binärer 
Formen  siehe  obiges  Referat). 

Mit  Bezug  auf  seine  andere  Arbeit  (siehe  obiges  Referat) 

Qber  die  Relation  zwischen    den   acht   Fundamentalinvarianten 

zweier  biquadratischer  binärer  Formen   erhält  er   die   wichtige 

Relation 

3C+M—2ÄB  =  0. 

Die  Bedingungen  PHr  vielfache  Wurzeln  der  gegebenen  Form 

werden    durch    das    Verschwinden    von    Invarianten    gegeben. 

Endlich  wird  die  Hauptformel  der  Arbeit  des  Herrn  Verfassers 

„Estenmone  di  alcnni  teoremi  suUe  forme  binarie^  (Atti  di  Torino 

XIV.  963^   siehe  F.  d.  M.  XI.   1879.  p.  86)   benutzt,    um    eine 

wdtere  neue  Reihe  von  Relationen  abzuleiten.  My. 


VON  Gall.    Das  vollständige  Formensystem  einer  binären 
Form  achter  Ordnung,   ciebsch  Ann.  xvii.  31-52,  139-152. 

VON  Gall.     Auszug  aus  einem  Briefe  an  die  Bedaction. 

Clebflch  Aon.  XYL  456. 

Herr  Gordan  in  seinem  Erlanger  Programm  1875  (F.  d.  M. 
Vn.  1875.  p.  50)  folgert  ans  seinen  allgemeinen  Betrachtungen 
hr  binäre  Formen  achter  Ordnung  fj  dass  das  volle  System  er- 
balten wird  durch  Combinirung  (Ueberschiebung)  der  Formen 

A  Qn\   ((D%n>  *  =  Of)S  (f.*),   (OD',*),   (f^fO\   (f,ky 

mit  dem  vollen  System  der  biquadratischen  Form  (/f)*,  indem 
man  ausserdem  noch  die  Invariante  (f,  f)^  zufügt 

Die  Rechnungen  sind  vom  Herrn  Verfasser  nach  den  von 
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Herrn  Gordan   a.  a.  0.   angegebenen  allgemeinen  Begeki  ans- 
geAibrt 

Das  ganze  System  von  Formen  (vom  ersten  bis  zam  17^ 
Grade)  wird  am  Ende  der  ersten  Arbeit  zusammengestellt  Eine 
Anmerkung  der  Redaetion  giebt  an,  dass  dem  Herrn  Verfasser 
die  neueren  Sylvester'sehen  Untersuchungen  im  Am.  J.,  wo  Bd.  IL 
p.  223  abweichend  vom  Herrn  Verfasser  die  Zahl  der  Grund- 
formen auf  70  nebst  Grad  und  Ordnung  angegeben  ist,  unzn- 
gänglich  gewesen  sind. 

Die  zweite  Arbeit  des  Herrn  Verfassers  bringt,  nach  Kemit- 
nisnahme  der  Sylvester'sehen  Arbeiten,  Modificationen  der  ersten. 
Eine  ziemliche  Anzahl  von  aufgestellten  Formen  erweisen  sich 
als  reducibel.  Die  Differenz  zwischen  Herrn  Sylvester  und  Herrn 
von  Gall  besteht  nur  noch  darin,  dass  Herr  von  Gkdl  drei  Syl- 
yester'sche  Formen  ausscheidet,  und  umgekehrt  eine  von  Hern 
Sylvester  ausgeschiedene  Form  nicht  reduciren  kann. 

In  dem  Briefe  an  die  Redaetion  giebt  Herr  von  Gall  eines 
Irrthum  zu,  dessen  Verbesserung  zur  Folge  hat,  dass  die 
eben  erw&hnten  drei  Sylvester^schen  Formen  in  der  That  irre- 
ducibel  sind. 

Also  bleibt  noch  eine  Differenz  in  einer  Form. 

My. 

B.   Igel.      Wann   ist    eine    binäre   Form   m*^  Ordnung 
Theiler  einer  binären   Form  n**'  Ordnung.    Wien.  Ber. 

1880. 

Clebsch  stellt  in  seinem  Buche  (Theorie  der  binftren  al- 
gebraischen Formen  p.  91)  als  Bedingung  daftlr,  dass  eine  Form 
n^  Ordnung  eine  solche  zweiter  Ordnung  ganz  als  Factor  ent- 
halte, eine  identisch  verschwindende  Co  Variante  auf,  deren  Ab- 
hängigkeit von  den  gegebenen  Formen  nicht  deutlich  ist 

Der  Herr  Verfasser  stellt  nun  die  Goefficienten  dieser  Cova- 
riante,  resp.  del*  einem  Theiler  mf^  Ordnung  entsprechenden,  als 
Resultanten  von  je  zwei  Gleichungen  eines  Gleichungssystems  anf^ 
das  mit  den  gegebenen  Formen  in  engerem  Zusammeahange  steht 
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Von  den  yerschiedenen  dabei  möglichen  Metboden  verdient 
namenüicb  eine  bervorgeboben  zu  werden,  welebe  das  elegante 
Etiminationsprincip  des  Herrn  König  (Clebscb  Ann.  XV.  p.  168, 
F.  d.  IL  XI.  1879.  p.  62)  zn  Gmnde  legt 

Ist  diese  Aufgabe  einmal  für  den  Fall  m  =  n—  1  gelöst,  so 
ergiebt  sieb  daraus  leiebt  die  Beantwortung  der  allgemeineren. 

My. 

J.  J.  Sylvester.     On  certain  temary  cubic  form  equa- 

tions.    Am.  J.  III.  58-89,  179-190. 

Fortsetzung  der  Untersucbungen  (cfr.  F.  d.  M.  XI.  1879> 
Das  Referat  kann  erst  natb  Absobluss  derselben  erfolgen. 

My. 

F,  Gerb  ALDI.     Nota  sopra  il  significato  geometrico  del 
CO  Variante  di  9^ordine  di  una  forma  cubic  a  temaria. 

Atti  di  ToriDO  XV.  707-714. 

Die  Note  scbliesst  sieb  an  die  bekannte  Arbeit  von  Clebscb 
nnd  Oordan  an:  „Ueber  cubisebe  temäre  Formen^,  Clebscb  Ann. 
Bd.  YL  (siebe  F.  d.  M.  V.  1873.  p.  91),  und  bebandelt  die  wicbtige 
Coyariante  St  neunten  Grades  (in  den  Variabein).  Von  der  ca- 
noDiseben  Form  ausgebend,  bat  Clebscb  gezeigt,  dass  Q  =  0 
die  neun  barmoniseben  Geraden  der  Wendepunkte  darstellt. 
Dies  wird  bier  mittels  der  Symbolik  aus  der  allgemeinen  cubi- 
sehen  Form  abgeleitet^  und  zwar  ergiebt  sieb,  dass  Si  aus  einer 

em&chen  binären  Invariante  St  mittels  des  Uebertragungsprincips 

herrorgeht  Ans  der  bekannten  Eigenscbaft  von  ß  =  0  (worflber 
Clebseb,  „Binäre  Formen''  §  100)  folgt  die  Bedeutung  von  fi  r=  0. 
Endlicb  wird  ß  in  verscbiedene  ftir  die  Geometrie  wicbtige 
Fonnen  gebracbt  und  zum  Scbluss  durcb  die  Symbole  der 
Gnmdform  allein  dargestellt,  und  zwar,  wenn  f  =  o^  =  b*  =  ••• 
die  letztere,  so  ist 

a  =  3(deff  (ghk)  (gha)  (gkb)  (Inm)  (Imc)  (Inf)  (mnk)  aibl  d  d^e^h^^ 

My. 
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P.  Gordan.     üeber  das  volle  Formensystem  der  teraären 
biquadratlschen  Form  f  =^  x\x2+aix3+Tlxi. 

Glebsch  Add.  XVIL  217-234. 

P.  GoRDAN.     Typische  Darstellung  der  ternären  biqna- 
dratischen   Form  f  =  x\x2  +  xlx^  +  x^Xi.     Clebach  Ann. 

XVII.  359-379. 

Trotzdem  es  Herrn  Gordan  schon  seit  einiger  Zeit  gelangen 
war,  die  Endlichkeit  des  zu  den  ternären  biquadratischen  Formen 
gehörigen  Systems  nachzuweisen  (cf.  Clebsch-Lindemann  p.  174 
Note),  so  verhinderte  die  zu  grosse  Zahl  der  Formen  eine  wirk- 
liche Aufstellung  derselben.  Erst  das  Auftreten  der  im  Titel  an- 
gegebenen Form  in  den  Untersuchungen  des  Herrn  Klein  (Clebsch 
Ann.  XIV.  XV.)  veranlasste  den  Herrn  Verfasser,  seine  Unter- 
suchungen wieder  aufzunehmen  und  für  diese  Form,  die  durch 
168  lineare  Transformationen  in  sich  übergeht  und  nur  vier  linear 
unabhängige  Covarianten  besitzt,  das  volle  System  aufzustellen. 
Später  zeigt  es  sich,  dass  diese  specielle  Form  f  aus  der  allge- 
meinen durch  Festsetzung  einer  ganz  bestimmten  Covarianteo- 
relation  hervorgeht. 

Der  erste  Theil  der  ersten  Arbeit  überträgt  die  im  Erlanger 
Programm  1875  (cf.  F.  d.  M.  VII.  p.  50)  vom  Herrn  Verfasser 
für  binäre  Formen  aufgestellten  Methoden  auf  temäre.  Ab 
Grundoperationen  treten  auch  hier  der  Ueberschiebungs-  und 
Faltungsprocess  auf.  Sind  zwei  temäre  Formen  in  allgemeinster 
Weise  zu  Grunde  gelegt 


'«••a»      -^  —  ^m*^a^ 


SO  ist  jede  in  den  Goefficienten  von  il,  B  bilineare  invariante 
Bildung  eine  Ueberschiebung;  symbolisch  ist  sie  dargestellt 
durch 

(wo  natürlich  r^-^r^-^r^  =  r  etc.). 
Ersetzt  man  im  Producte 

A.B  =  aWa^""  "" 
irgend  welche  Factorenpaare 
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aaUß    6,ti«     a,6«      UaUß, 
r^p.  durch 

aß        ba      (abu)    (aßx), 

80  erhält  man  eine  neue  ^gefaltete  Form".  Besonders  wichtig  sind 
die  Faltungen  yon  A  resp.  B  allein 

Äi  =  al  asr-^  u^^\ 

entsprechend 

Bi  =  6^  be-^  uy\ 

Irgend  eine  Ueberschiebung  u  ist  ein  Aggregat  symbolischer 
Prodncte  („Glieder"  von  u).  Von  diesen  gilt  der  fundamentale 
Satz:  „Irgend  ein  solches  Glied  ist  ersetzbar  durch  ein  anderes 
Glied  Yon  u  und  Glieder  niederer  Ueberschiebungen." 

Speciell  ffir  die  biquadratischen  Formen  ist  der  Umstand 
massgebend,  dass  sie  eine  einfache  Govariante  vierter  Classe 
besita&en,  und  zwar,  wenn  f  =  ai^  so  ist  sie  g>  =  2(abuy  =  tl^ 
Denn  es  zeigt  sich  als  sehr  fruchtbar,  sowohl  die  Symbole  von  f 
als  zugleich  die  von  q>  einzuführen.  Die  zu  f  gehörigen  Bil- 
dungen zerfallen  demnach  in  drei  Giassen,  je  nachdem  sie  die 
eine  oder  die  andere  Symbolreihe  oder  beide  enthalten  (dies 
sind  die  Systeme  S^,  S,,  S,). 

Zugleich  erweist  sich  die  Einführung  des  neuen  Begriffs 
^Beducent"  als  nothwendig.  Dies  ist  ein  Ausdruck,  der  beide 
Symbolreihen  enth&lt,  von  der  Eigenschaft,  dass  alle  symbolischen 
Producte,  die  ihn  zum  Factor  haben,  und  in  denen  nur  die  Sym- 
bole des  Beducenten  vorkommen,  Aggregate  von  Formen  sind, 
die  „entweder  eine  Invariante  als  Factor  haben  oder  aus  weniger 
Symbolen  bestehen.^ 

Von  den  drei  Systemen  S  wird  das  erste  (mit  den  Symbolen 
TOD  f )  fbr  eine  ganz  allgemeine  Form  f  aufgestellt. 

Es  zerfällt  in  die  aus  dem  binären  Gebiet  herttbergenomme- 
oen  Formen  (an  Zahl  4,  da  ja  q>  auszulassen  ist)  und  die  Formen 
mit  3,  4 ...  Symbolen.  Unter  denen  befinden  sich  nur  zwei  irre- 
doeibele 

J  =  ^(abcy  albid  (drei  Symbole) 
(Jfu)  (vier  Symbole). 

MHbiD  besteht  S,  (incl.  f)  aus  sechs  Formen. 

FtitMbr.  d.  Math.    ZU.  i.  7 
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S,  und  S,  werden  nur  für  die  speeielle  Form  f  aufgegtellt. 
Es  zeigt  sieb,  dass  für  f  die  Relation  gilt 

wo  i  die  Invariante  f f^  =  1  ist.  Umgekehrt  (wie  in  der  zweiten 
Arbeit  gezeigt  wird)  definirt  diese  Relation  die  speeielle  Form. 
Dass  für  diese  die  Aufstellung  des  Systems  noch  gelingt,  lieft 
in  der  Eigenscbaft  (wie  aus  jener  Relation  folgt),  dass  „t^  grade- 
so  von  q>  abhängt  wie  q>  von  f."  So  ergiebt  sieh,  dass  das 
System  S,  nur  drei  irreducible  Formen  aufweist:  q>^  H^  L,  wo 
fl,  L  die  Formen  J,  (J,  Ju)  sind ,  nur  in  Bezug  auf  qo  genom- 
men. Die  grösste  Schwierigkeit  bereitet  das  System  S„  das  durch 
geeignete  Combination  von  S,  und  S,  eonstruirt  wird,  d.  h.  es 
werden  je  aus  S^  und  S^  alle  mögliehen  symbolischen  Prodaete 
A  resp.  B  gebildet  und  dann  das  Product  A.B  gefaltet,  so  das« 
bei  jeder  Faltung  ein  Factor  von  A  und  einer  von  B  verwendet 
wird.  Das  Zahlensystem,  das  angiebt,  wie  viel  Faltungen  xa 
einer  bestimmten  Form  P  führten,  wird  als  Charaeteristiken- 
System  von  P  aufgefasst  und  die  Formen  P  nach  diesem  geordnet 

So  ergeben  sich,  alles  zusammengefasst,  54  Bildungen,  die 
das  volle  System  der  speciellen  Form  f  repräsentiren.  Während 
alle  anderen  Formen  sich  aus  diesen  ganz  darstellen  lassen,  bringt 
die  zweite  Arbeit  die  associirten  Formen,  durch  die  alle  andern 
sich  rational  darstellen. 

Diese  associirten  Formen  sind:  f  selbst,  eine  Invariante  i, 
drei  Covarianten  (vom  Grade  6, 14, 21)  und  sechs  lineare  Zwiscboi- 
formen.  Es  geht  dies  schon  aus  einer  früheren  Arbeit  der  Herren 
Clebsch  und  Gordan :  „lieber  die  Theorie  der  ternären  cubischen 
Formen^  (Clebsch  Ann.  I.,  s.  F.  d.  M.  II.  1869.  p.  64)  hervor,  ho 
Uebrigen  zeigt  sich  eine  gewisse  Analogie  zwischen  den  cubischen 
und  biquadratischen  Formen,  namentlich  entsprechen  drei  eharak- 
teristischen  linearen  Zwischenformen  iV,  L^  M  dort  drei  bestimmte, 
hier  p,  9,  r,  (wo  p,  q  vom  niedrigsten  Grade  8|  resp.  9  sind).  Die 
Hauptaufgabe  ist  daher  jetzt  eine  andere,  wie  frtther.  Es  soll 
jetzt  irgend  eine  Form  durch  die  gegebenen  associirten  Formen 
ausgedrückt  werden. 
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Diese  Aufgabe  formt  sich  aber  sofort  am  in  eine  andere. 
Denkt  man  sich  irgend  eine  Form  i7,  die  neue  Symbole  von  f 
enthält,  mit  einer  solchen  Potenz  (pqxy  maltiplicirt,  dass  auf 
jeden  Factor  (ofrti),  resp.  (ahc)  ein  Factor  (jpqx)  kommt,  so  ge- 
langt man  mittels  der  bekannten  Umformung  der  Determinanten- 
prodncte  (abu)  (pqx)^  (abc)  (pqx)  sofort  zu  dem  Satze,  dass 
n(pqxy  eine  ganze  Function  von  f  und  der  nach  p,  q  genomme- 
nen ersten  14  Polaren  fpfq...fq*  ist 

Es  sind  also  nur  noch  (pqx)^  nebst  diesen  Polaren  durch 
die  assoeiirten  Formen  auszudrücken.  Und  da  (pqx)  und  die 
Polaren  nur  die  x  enthalten,  sind  sie  ganze  Functionen  von  f,  der 
Inyariante  1  und  den  drei  Covarianten.  Diese  Berechnung  wird 
im  ersten  Theile  geleistet 

Dann  erfolgt  die  schon  erwähnte  Charakterisirung  von  f  durch 
die  angegebene  Govariantenrelation  mit  Hülfe  der  expliciten  Dar- 
stellang  der  associirten  Formen. 

Es  zeigt  sich  dabei,  dass,  geometrisch  gesprochen,  f=0 
eine  Curve  vierter  Ordnung  darstellt,  die  in  den  Ecken  des  Coor- 
dinatendreiecks  Wendepunkte  hat;  zugleich  sind  die  Seiten  Wende- 
tangenten. Entspricht  u^e  einem  Eckpunkt,  so  entsprechen  die 
Zwiaehenformen  9,  r  den  beiden  andern. 

Sodann  wird  das  Klein'sche  „Fundamentalproblem^  erledigt 
(mit  Hülfe  einiger  von  Herrn  Klein  gegebenen  Formeln):  „o;,,  x^y  x^ 
zu  berechnen,  wenn  f  =  0  und  die  drei  canonischen  Covarianten 
numerisch  gegeben  sind.^  Sie  stellen  sich  als  elliptische  Func- 
tionen dar. 

Das  „Fund»nentaIproblem'^  wird  noch  erweitert,  indem  f  nicht 
gleich  0,  sondern  auch  numerisch  gegeben  ist,  während  das 
üebrige  bleibt  Die  sieben  zur  Lösung  erforderlichen  Operationen 
werden  am  Ende  übersichtlich  zusammengestellt  My. 


A.  Capelli.     Sopra   le  forme   temarie  a   piü  serie   di 

variabiU.    Battaglini  Q.  XVIII.  17-34. 

Herr    Gordan    legt    in    seinem    bekannten    Erlanger   Pro- 
gramm (siehe  F.  d.  M.  VII.  1 875.  p.  50)  seinen  Untersuchungen 

7* 
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über  das  Formensystem  binärer  Formen  den  Satz  zn  Gründe, 
dass  man  eine  solche  Form  mit  mehreren  Reihen  Veränderlicher 
x^x^;  y^y,;  z^z^\  etc.  nach  Potenzen  und  Producten  der  Deter- 
minanten Qty)  (xz) ...  in  eine  Reihe  entwickeln  kann,  deren 
Coefficienten  aus  Formen  mit  nur  einer  Reihe  yon  Variabeln 
durch  den  Polarenprocess  ableitbar  sind.  Im  Anhang  deutet 
Herr  Gordan  an,  wie  diese  Reihenentwickelungen  auf  tem&u, ... 
Formen  mit  mehreren  Reihen  Variabler  auszudehnen  sein 
würden. 

Diese  Ausdehnung  auf  solche  beliebig  hohe  Formen  leiste 
Herr  Capelli  f\ir  den  einfachsten  Fall,  dass  die  yorkommenden 
Variabein  nur  Punktvariabein  sind 

desgleichen 

«1»  «ti  «a»  ^41  Viy  Vtf  »81  »4;  •  •  •  ete.). 
Es   genügt   die  Darstellung   ternärer  Formen   mit   drei   solchen 
Reihenvariabeln.    Sie  lautet: 

(1)  f(a;m    y«,  «') 

d;,  ik.  q>^y  (0?«-?+^  jr-^-^0 


V    n 


a?l 

«, 

«. 

Vi 

y* 

y» 

»1 

», 

». 

Hier  ist  ju-f-y+C  =  i'i  ferner  sind  />.,,  Dy,  die  Symbole 

n   —        ^      .  ö      I  5 


öji         *  öy%        *  dy,  ' 
<Pf,y  ist  eine  Covariante  von  f,  die  nur  x,  y  (zu  den  angegebenen 
Graden)  enthält,   und  zwar  entsteht  g>  aus  f  durch  zwei  ?er- 
schiedene  Polarenprocesse  in  der  Art,  dass 

(2)       g>^,r  =  £  k„  DJ,  D%  D'j;  d;.  fl^ . r, 

a 

WO  die  k  ZahlencoefGcienten  sind,  a  innerhalb  gewisser  Grensen 
variirt,  die  t  bestimmte  Functionen  von  a  sind  und  endlich  Q 
das  Symbol 
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a 

d 

dx, 

dx. 

d 

d 

dy. 

öy. 

d 

d 

d 

d 


dz. 


ö»,       3», 


Yorntellt.  Bemerkenswerth  ist,  dass  der  Exponent  von  ü  unab- 
hftngig  von  a  ist  Es  ist  dies  mit  Hülfe  der  Aronhold'schen  Sym- 
bolik leicht  abzuleiten. 

Die  Darstellung  der  Hauptentwiekelnng  (1)  geht  zunächst 
Ton  dem  spedellen  Fall  /  =  1  aus.     Hier  gelangt  man  zu  der 
Formel 
(a)       f{a^,  y\  »)  =  a?  6^  c.  =  D„.q>+  Dy,.^-\-{a,hyC,)M, 

wo  %  %pj  M  allein  die  x,  y  enthalten,  und  (a^  hy  c,)  das  bekannte 
Prodnct  der  beiden  Determinanten  (xyz)  (abc)  ist 

Die  Untersuchung  der  Formen  g>,  tp  zeigt  zunächst,  dass  das 
diophantische  Gleichungssystem  zwischen  den  Exponenten  von 

a^Oyyb^byy  Cjc Cy  für  g>  2y+l,  ftr tp  2y+2  resp. 2v+ 1  (/i  =  y) 

Lösungen  zulässt  bei  der  immer  erlaubten  Annahme  fi^v) 
d.h.  es  setzen  sich  g>ytf)  aus  ebenso  vielen  bez.  Formen  linear 
zusammen 

9  =  9.+9i+"'92y}     V  =  yo+yi  +  -y2»'+i  (resp.yi,,). 

Polarisirt  man  nun  die  Form  a^blc^c  nach  den  y  in  der  Weise, 
daas  die  Formen 

A=^^bl 


»O^Cxl 


Bi=^{a,b,y-^(a,c,)aS''k 


t^L-r 


Br^i  =  {a^byy{a^Cy)a 


fi'-y—i 

X 


entstehen,  so  sind  die  (2^4-1)  Formen  g  nichts  anderes  als  lineare 
Functionen  von 


ir*  A,; 


D 


D 


und  die  y  entsprechende  von 


D 


xy  -Ofce 


D 
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Es  fliesst  dies  aas  dem  wicbtigen  Identitäteosystem 

a^A^+ß^B^  =  0. 
Eine  lineare  Relation  zwischen  den  g  nnd  y  entepringt  sofort  aus 
der  Bemerkung,  dass  A^  nur  die  x  enthält;   denn  daraus  folgt 
die  Proportionalität 

Dy^D'^U,   =  {v+ 1)  D«  Dly  A,. 

Andererseits  wird  bewiesen,  dass  es  keine  andere  Uaeare 
Relation  zwischen  den  g^  y  geben  kann. 

Die  Darstellung  fbr  a^byC,  erweist  sich  auch  als  wichtig 
fttr  alle  andern  Elementarformen  von  demselben  Grade  in  x^  y,  x, 
z.  B.  für  fi  =  2,  y  =  2,  für  alblc,^  ay6,6,Cx,...a,ay6y6,C;p. 

Im  zweiten  Tbeil  wird  der  allgemeine  Fall  l  >  1  auf  den 
obigen  aufgebaut  Zunächst  wird  durch  eine  Polarisirung  nach 
den  neuen  (unabhängigen)  Coefficientenreihen 

a;  a;  ai , . . .  aC/')  a^>  aC^) ; 

die  obige  Darstellung  angewandt  auf  die  Form 

dxOx  •  •  •  ^x       by^y  •  •  •  Oy     C« , 

sodann  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  den  analogen  Formen 

ft  III        i 

Cg    Cy     •  •  •  Cg 

multiplicirt,  und  fi  =  m^  y  =  n  gesetzt. 

Mittels  des  Schlusses  von  /  auf  /  + 1  und  Benutzung  der 
geleisteten  Darstellung  für  { =  1  resultirt,  indem  man  am  Schloss 
wieder  a'  =  a"  =  •  •  •  a^*»)  =  a,  entsprechend  die  6  =  6,  die  c  =  c 
setzt;  die  Anfangs  gegebene  Form  (1). 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  den  von  Henn 
Gordan  angedeuteten  Weg,  die  auftretenden  Polarenbildongen 
durch  Differentialrelationen  zu  ersetzen,  hier  nicht  eingeschlagen 
hat,  sondern  sich  der  Darstellung  desselben  für  binäre  Formen 
möglichst  angenähert  hat. 

Die  Erweiterung  auf  mehr  als  drei  Reihen  Variabler,  sowie 
auf  quaternäre  . . .  Formen  bietet  nach  der  Angabe  des  Herrn 
Verfassers  keinerlei  principielle  Schwierigkeit  mehr. 

My. 
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Capitel  3. 

Elimination     und     Substitution ,     Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

Ch.  BiEULKR.     8ar  un   proc6d6   d'^limination.    Nouv.  Anu. 

®  XIX.  202-206. 

Ch.  Biehler.     Correspondance.    Noav.  Ana.  (2)  xix.  332-334. 
Sind 

zwei  Fanctionen  m^  Grades,  so  kann  ihre  Resultante  nach  einem 
dem  B^zonf sehen  ähnlichen  Verfahren  gebildet  werden,  in- 
dem man 

f,  =  a^a?f,  —  00,1  f  =  Oü,ia?*"*  +  ai,2ir'""'  H , 

berechnet  und  die  Determinante  der  Coefficienten  a;t^  aufstellt. 
Diese  Methode  kann  benutzt  werden,  um  x  aus  den  beiden 
Gleichungen 

f{x)  =  0,  ö+/SrH f-  ^a?»"-*— y  =  0 

zu  eliminirßn.  No. 


Gh.  Biehler.     Sur  la  transformation  du  d^terminant  de 
M.   Sylvester  en   celui  de   Cauchy.    Nouv.  Ann.  (2)  XIX. 

110-115. 

Ventbjol.     Correspondance.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  I88-192. 

Die  Umformung  der  Resultante  zweier  Gleichungen  vom 
»1^,  resp.  «*•"  Grade  aus  einer  Determinante  (m+n)^''  Grades  in 
eine  solche  von  m(^fi)  Zeilen  wird  durchgeführt.  Herr  Biehler 
bemerkt  beiläufig,  dass  Herr  Ventöjol  dieselbe  Methode  bei  spe- 
eiellen  Gleichungen  angegeben  habe;  Herr  Ventbjol  betont  nach- 
drDeklleb,  dass  die  allgemeine  Biehler'sche  Methode  die  seinige 
sei.  Uebrigens  findet  sich  das  Streitobject  im  Wesentlichen  be- 
reitg  in  den  ersten  Auflagen  des  Baltzer'scheu  Lehrbuches. 

No. 


L. 
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A.  Brell.     lieber  eine  Eigenschaft  der  Resultante. 

Oebach  Add.  XTL  816-348. 
Die  Coefficienten  zweier  algebraischer  Gleichangen  f(as)  =  0, 
g{x)  =  0  mögen  bo  Ton  GröBseo  a„  b,...  abhängen,  dass,  wenn 
eine  bestimmte  rationale  Fanction  derselben  R(a„  &,— ),  die  »Ibst 
nicht  Potenz  einer  solchen  ist,  verschwindet,  allemal  n  WuizelQ 
beider  Gleichangen  tlbereinstimmen.  Dann  wird  R  Factor  der 
Resnltante  tod  f  und  q>  sein.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird 
gezeigt,  dasB  R  mindestens  n-&cher  Factor  derselben  sei. 

No. 


C.  LS  Faiqe.     Sur  l'^liminatioD.    o.  B.  xc.  i2io-i3i2. 

Sehr  einfache  Umwandlnng  der  als  (in-f-'i)-gliedrige  Determi- 
naote  geschriebenen  Resnltante  (Gnler'sche  Form)  in  eine  m(>ny 
gliedrige  Determinante  (Bäzout'sche  Form).  No. 


A.  Catlet.     On  a  formula  of  elimination.    Pn».  L.  H.  S. 

XI.  139-141. 
Die  Elimination  der  Unbekannten  aus 

ad'  +  bd'  +  cd  +  d  =  0,    Ad'+Bd+C  =  0, 
wobei  die  Coefficienten  lineare  Functionen  der  vier  CoordinateD 
x„  x„  x^,  x^  sind,  wird  so  durchgefBhrt,  dass  in  der  Resultante, 
als  Gleichung  einer  Fläche  au%elasBt,  die  Gustenz  eioer  Doppel- 
Curve  zu  Tage  tritt.  No. 

J.  J.  SiLVESTEB.     On   the  exact   relation  whicfa  resal- 

tants    and   discriminants   bear    to   the  prodnct   of  the 

diSerencea  of  roots  of  eqnations.  MeBsenger  (3}  IX.  162-166. 

Hao  denke  sich  zwei  rationale  ganze  Functionen,  in  a  reap- 

vom  Grade  rund«  so,  dass  die  Coel^cienten  von  z^nnd^c*  gleich  1 

siod.    Die  Wurzeln  der  einen  seien  ^  und  die  der  andern  0.    Es 

mögen  femer  Dg^g  die  Producte  der  Differenzen  bezeichnen,  die 
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dorefa  Sabtraction  jedes  a  von  jedem  q  entstehen)  und  fi^,,  die 
rationale  ganze  Function  der  Coefficienten,  in  welche  die  höchste 
Potenz  der  letzten  Ck)efficienten  der  «-Gleichung  mit  dem  positiven 
Zeichen  eintritt    Dann  ist  bekanntlich 

Hier  wird  bewiesen,  dass 

Glr.  (0.) 

Gh.  Bikhleb.     Sur  las  ^uations  lindaires.   Nonv.  Ann.  (2) 

XIX.  311-331,  356-362. 

Theorie  der  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten.  Die 
Bedingungen  über  die  Verträglichkeit  von  Gleichungen,  die  Re- 
duction  eines  Systems  auf  die  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen u.  s.  f.  werden  gegeben,  ohne  dass  neue  Resultate  oder 
Methoden  zu  verzeichnen  wären.  No. 


0.  Jordan.     Snr  la  r^uction  des  substitutions  lin^ires« 

C.  K.  XO.  598-601. 

Bedeuten  «,  $'  zwei  lineare  Substitutionen  mit  Coefficienten 
a+bij  so  mögen  sie  äquivalent  heissen,  wenn  tf  =  ese^  ist,  wobei 
e,  e'  Substitutionen  mit  ganzen  Coefficienten  und  der  Determi- 
nante 1  sind.  Dann  ist  jede  Substitution  s  der  Determinante  D 
einer  andern  reducibeln   Substitution  äquivalent,   deren  CoefB- 


denten  geringere  Normen  als  K ^ Norm  (D)  haben;  &„  hängt  da- 
bei nur  von  der  Anzahl  n  der  Variablen  ab,  welche  in  der  Sub- 
stitution auftreten.  No. 


Pasch.      Ein    algebraischer   Satz    nebst   geometrischen 

Anwendungen.    Borchardt  J.  IXC.  252-257. 

Ist 
ein  Tbeiler  der  Function 
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WO  die  Bedeutung  von  Gt  die  folgende  ist: 

80  besteht  zwischen  den  a  eine  von  den  k  unabhängige  homogene 
Gleichung  vom  Grade  n— m+li  welche  als  Determinante  tod 
einfacher  Gestalt  geschrieben  werden  kann.  Hieraus  folgt  dann 
ein  allgemeiner  geometrischer  Satz,  dessen  Specialfälle  für  m  =  2 
und  m  =  3  lauten:  , Werden  einem  Kegelschnitte  zwei  n-Eckt 
einbeschriebeu,  so  berühren  ihre  n(n— 1)  Seiten  eine  Cur?e 
(w— l)**'  Classe."  j, Werden  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  drei 
it-£cke  einbeschrieben,  so  sind  die  in(n— l)(n— 2)  Ebenen, 
welche  je  drei  Punkte  eines  it-Ecks  verbinden,  Tangentialebenoi 
einer  Fläche  (n— 2)***  Classe."  No. 


G.  ßfiLLAviTis.     Giuoco  americano.    Atti  d.  ist.  ven.  (5)  VL 

901-906. 

Zur  Theorie  des  bekannten  Sechzehner- Spiels  wird  an- 
gegeben, dass  die  Lösung  möglich  sei,  falls  die  geforderte  Sub- 
stitution der  altemirenden  Gruppe  angehört.  Ferner  wird  ein 
Weg  für  die  Lösung  mitgetheilt,  falls  eine  solche  besteht  Aus- 
führungen der  Beweise  werden  nicht  gegeben.  No. 


Otto  Hesse.      Die  Determinanten  elementar  behandelt. 

InV  Polnische  übersetzt  von  Zdziarski.    Warachaa. 

Dn. 


R.  Hoppe.     Elemente  der  Determinantentheorie. 

QniDert  Arch.  LXV.  65-73. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Zusammenstellung  der  ersten  Sätze 
der  Determinantentheorie,  allein  durch  die  einfachsten  Schlösse, 
und  zwar  ohne  Anwendung  der  Unterdeterminanten  bewiesen. 
Nur  scheint  es  dem  Referenten  zweifelhaft,  ob  der  Satz,  der  an 
die  Vertauschung  zweier  Parallelreihen  anknüpft,  ohne  ein  Wort 
des  Beweises,  lediglich  als  „Beobachtung^*  aufgefasst  werden 
darf.  No. 
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E.  F.  Scott.    A  treatise  on   the  theory  of  determinants 
and  their  applications  in  analysis  and  geometry. 

Cambridge.    Leipzig.    F.  A.  Brockhans. 

Dieses  Werk  ist  ein  aiuftthrliches  Lehrlraoh,  welches  sich 
von  den  bisher  geschriebenen  dadurch  unterscheidet,  dass  es 
gnindeätzlich  die  Grassmann'sche  Darstellung  der  Determinanten 
zum  Zweck  der  Ableitung  ihrer  Eigenschaften  adoptirt  Es  ge- 
schieht dies  allerdings  nicht  ganz  in  dem  von  Grassmann  ange- 
deuteten und  vom  Referenten  in  seinem  „System  der  Raumlehre'^ 
IL,  S.  121—156  innegehaltenen  Umfange,  indem  z.  B.  die  innere 
Multiplication  keine  Verwendung  gefunden  hat.  Doch  treten 
auch  bei  der  Beschränkung  auf  die  äussere  Multiplication  die 
Vortheile  der  Grassmann'schen  Methoden  schon  genugsam  her- 
vor. Der  Stoff  ist  in  14  Capitel  getheilt,  von  denen  die  ersten 
sieben  die  Theorie  der  gewöhnlichen  (auch  der  cubischen  und 
bdher  dimensionirten)  Determinanten  enthalten,  während  die  fol- 
genden Anwendungen  auf  die  Theorie  der  Gleichungen,  Func- 
tionaldeterminanten ,  quadratische  Formen^  Kettenbrüche  und  zu- 
letzt geometrische  Anwendungen  geben.  Die  letzteren  bieten  dem 
Verfasser  Gelegenheit,  noch  einige  andere  in  der  Determinanten- 
ttieorie  nicht  vorkommende  Begriffe  der  Ausdehnungslehre  zu  er- 
örtern. Ausser  den  zahlreichen  dem  Texte  eingestreuten  erläu- 
ternden Beispielen  findet  sich  noch  am  Schlüsse  des  Buches  eine 
92  Nummern  umfassende  Aufgabensammlung  und  ein  Nachweis 
der  dem  Verfasser  zugänglich  gewesenen  Literatur. 

Schg. 


L.  LiNDBLöFF.     ßidrag  tili  läran  om  determinauter. 

ötf.  af  Fioakka  Vet.  Soc.  Forb.  XXII. 

Enthält  eine  sorgfältig  ausgeführte  Ermittelung  derjenigen 
Kelttionen,  welche  durch  das  Verschwinden  einer  Determinante 
und  deren  Unterdeterminanten  verschiedener  Ordnung  entstehen. 

M.  L. 
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C.  W,  BoRCHAKDT.     Remarque  relative  au  memoire  de 
M.  Sylvester  sur  les  d^terminants  compos^. 

Borchardt  J.  IXC.  82-85. 

Herr  Borchardt  theilt  mit,  dass  das  im  LXXXVIIL  Baode 
seines  Journals  p.  58  (s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  109)  von  HearD 
Sylvester  gegebene  Theorem  über  zusammengesetzte  Determi- 
nanten von  diesem  als  unrichtig  erkannt  sei.  No. 


A.  Schmitz.  Bemerkungen  über  die  Anwendbarkeit  der 
französischen  Methode  zur  Auflösung  linearer  Glei- 
chungen.   HoffmaDQ  Z.  XI.  428-431. 

Ist  eine  Unterdeterminante  (n— l)^"*  Grades  der  Determi- 
nante eines  Systems  von  n  linearen  Gleichungen  gleich  Null,  so 
lässt  sie  sich  bei  Anwendung  der  Bäzout'schen  Ldsungsmethode 
in  der  That  nicht  benutzen.  No. 


E.  FOrstenaü.    Beiträge  zur  Theorie  der  Determinanten. 

Borchardt  J.  IXC.  86-88. 

I.  Es  sind  zwei  Systeme  von  Grössen  ai^(il,ju=  0,  1,...«) 
und  hl ^{1,(1  =  l,2,...n)  vorgelegt;  es  sei  axf,  =  6i^  fllr  /u>0, 
l>m.  Man  bilde  die  Determinanten  |a;t^|,  |6a/i|i  leite  aus  der 
letzteren  (m-fl)  neue  Determinanten  fi<*)  her,  indem  man  flir 
die  bik  der  Reihe  nach  die  Oik  substituirt  (fc>0;  t  =  0, !,...»), 
und  multiplicire  jedes  £(')  mit  derjenigen  Unterdeterminante 
n^'  Ordnung  A^  von  |  a^^  | ,  welche  dem  Elemente  d^  entspricht 
Dann  ist 

*^A^B(0  =  0. 

Für  m  =  n  kommt  man  auf  einen  bekannten  Satz.    Der  Fall 
m  =  0  bildet  eine  Ausnahme. 

II.  Multiplicirt  man  die  der  Hauptdiagonale  einer  Deter- 
minante parallelen  Reihen  rechts  der  Reihe  nach  mit  q^q^j  ...^, 
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links  mit  ^-*,  q"^,  ...  ^-•,  wo  q  eine  willkürliche  Orösse  be- 
deatet,  so  bleibt  die  Detenninante  ungeändert.  No. 


F.  Mbrtbns.  Ueber  die  Bedingungen  der  algebraischen 
TLeilbarkeit  eines  ganzen  Ausdruckes  von  «^  willkür- 
lichen Elementen  durch  die  Determinante  der  letzteren. 

Wien.  Ber.  1880.  260-270. 

Wenn  ein  ganzer  Ausdruck  A  der  n'  Elemente  O/^  durch 
I  (^if,  h  theilbar  ist,  so  wird,  wenn  man  On^  durch 

ersetzt,  wo  unter  p,  9,  ...  f  willkürliche  Elemente  zu  verstehen 
and,  A  durch  (^  algebraisch  theilbar.  In  der  Arbeit  des  Herrn 
Mertem  wird  umgekehrt  gezeigt,  dass  diese  letztere  Eigenschaft 
hinreichend  ist,  um  schliessen  zu  kOnnen,  A  sei  durch  |  a^^  j*^ 
algebraisch  theilbar.  Es  werden  verschiedene  Anwendungen 
dieses  Satzes  gegeben.  No. 

B.  Igbl.     Zur  Theorie  der  Determinanten.   Wien.  Ber.  I880. 

Bildet  man  alle     ^    — -  Determinanten  aus  den  Elementen 

aifjt  {X  =  2,  3, ...  n— 1;  jm  =  1,  2,  ...  n) 

und  bezeichnet  mit  fi^  diejenige  Determinante  dieses  Systems,  in 
der  fi  =  t  und  k  fehlt,  so  bestehen  zwischen  diesen  Grössen 
IdentitlUen,  von  denen 

fittfii^  +  Bufi^jb+fit^fiu  =  0 
angefthrt  werden  mag.    Es  werden   ferner   die  Ausdrücke  auf 
directem  Wege  hergeleitet,  welche  im  Falle  gleicher  Elemente 
an  die  Stelle  der  alternirenden  Function  treten.    (Vgl.  F.  d.  M. 
K.  1877.  p.  106.)  No. 


G.  V.  EscHBRiCH«     Die  Determinanten  höheren    Ranges 
und  ihre  Verwendung  zur  Bildung  von  Invarianten. 

Wien.  Denkachr.  XLIIL 
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Eine  Determinante  (m+1)^"  Banges  und  n»«' Ordnung  wird 
als  eine  Summe 

definirt,  welche  aus  dem  hingeschriebenen  ersten  Oliede  durch 
Vertauschung  der  gleichstelligen  unteren  Indices  entspringt,  wo- 
bei das  Vorzeichen  wie  bei  Determinanten  ersten  Ranges  be- 
stimmt wird.  Eine  Anzahl  der  Eigenschaften  von  gewöhnlichen 
Determinanten  kann  man  sofort  auch  hier  als  gültig  erkennen. 
Die  Theorie  liefert  eine  Reihe  invarianter  Bildungen,  welche  nicht 
bloss  bei  Functionen  mit  einer  Reihe  von  Variabein  ihre  Gdtung 
behalten.  Jede  Ueberschiebung  zweier  binärer  Formen  ist,  ab- 
gesehen von  einem  numerischen  Factor,  eine  Determinante  höhe- 
ren Ranges;  jede  Covariante  ist  als  Aggregat  solcher  Determi- 
nanten darstellbar  u.  s.  w.    Vgl.  F.  d.  M.  1 868.  I.  p.  43  a.  44. 

No. 


C.  LE  Paige.     Sur  les  d^terminants  bord^s.    Ball.  S.  M.  P 

VIII.  128-132. 

Es  sei  eine  Determinante  n^°  Orades  J  gegeben.  Man  ver- 
vollständige sie  zu  einer  Determinante  (n-f  1)^  Grades  z/'  da- 
durch, dass  man  an  jede  der  n  Zeilen  je  p  neue  Elemente  an- 
setzt, ebenso  an  jede  der  nColonnen  entsprechend  dieselben  Ele- 
mente und  die  übrigen  p*  Stellen  durch  Nullen  ausf&llt.  Dann 
ist  A^.  J^  gleich  einer  Determinante  p^°  Grades,  deren  Elemente 
bilineare  Formen  sind.  No. 


C.  LK  Paige.    Sur  quelques  propri^tös  des  d^terminants. 

N.  C.  M.  VI.  489-496. 

Sätze  über  Determinanten,  deren  Elemente  wieder  D^ermi- 
nanten  sind.  Mn.  (O.) 

R.  F.  Scott.  On  cubic  determinants  and  other  deter- 
minants  of  higher  class,  and  on  determinants  of  alter- 
nate  numbers.   Proc.  L.  M.  s.  xi.  17-23. 
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Der  Verfasser  zeigt,  wie  die  GrassmaiiD'sche  Darstellung 
einer  gewöhnlichen  Determinante  (als  Zahlencoeffieient  eines  äusse- 
ren Productes  von  n  linearen  Factoren,  deren  jeder  aus  den- 
selben fi  Einheiten  e, . . .  e»  abgeleitet  ist)  sich  durch  Einftlhrung 
weiterer  Gruppen  von  Einheiten  («,... «»),  (ly,  . .  .tjn)  etc.  mit 
Vortheil  auf  cubische  und  höher  dimensionirte  Determinanten 
ausdehnen  lässt,  um  in  besonders  kurzer  Weise  den  Werth 
solcher  Determinanten  zu  bestimmen  und  Sätze  über  dieselben  ab- 
zuleiten, z.  B. :  „Eine  cubische  Determinante  n^'  Ordnung  ist  die 
Summe  von  n!  ebenen  Determinanten  n*«' Ordnung."  „Das  Product 
zweier  Determinanten  von  den  Dimensionen  p  und  q  und  glei- 
cher Ordnung  n  ist  eine  Determinante  von  gleicher  Ordnung  und 
der  Dimensionenzahl  p  +  q—  1 . "  Es  folgen  Anwendungen  auf  die 
Determinanten,  welche  die  Fläche  eines  Dreiecks  und  das  Volu- 
men eines  Tetraeders  ausdrücken,  mit  Verallgemeinerung  auf 
II  Dimensionen.  Am  Schluss  wird  gezeigt,  wie  die  von  Spottis- 
woode  und  Cliffbrd  betrachteten  Determinanten  aus  altemirenden 
Zahlen  (siehe  F.  d.  M.  VIII.  1876.  p.  72)  sich  erweitern  lassen 
zu  solchen,  deren  Glieder  Producte  aus  altemirenden  Zahlen 
sind.  Schg. 


R.    F.    Scott.      Note    ön    a    deterrainant    theorem    of 
Mr,  Glaisher's.    Quart  J.  xvm.  129- 132. 

Herr  Glaisher  bewies,  dass  die  Determinante  der  Form 


=  0 


«1 

Of 

a^ .  .  »  (hn 

<hn 

o. 

a^  .  .  .  (hn^l 

•              • 

• 

a,  .  .  .  (hn^l 

iB  eine  ähnliche  n- reihige  Determinante  umgewandelt  werden 
kann.  Herr  Scott  zeigt,  dass  diese  neue  Determinante  das  Pro- 
daet  zweier  anderer  n-reihiger  Determinanten  ist.  Es  folgt  dies, 
warn  man  in  D  zu  jeder  der  ersten  n  Colonnen  die  n^  darauf 
folgende  addirt  und  dann  von  jeder  der  n  ersten  Zeilen  die  n^ 
darauf  folgende  subtrahirt.  No. 


112  II.  Abschnitt.    Algebra. 

M.  Nöther.     Notiz  über  eine  Classe  symmetrischer  De- 
terminanten.   Clebsch  Ann.  XVI.  551-556. 

Die  Determinante  d  ist  eine  n,  .it,  ...n^-reihige  symmetrische. 
Theilt  man  sie  durch  n^ — 1  Horizontal-  und  ebenso  viele  Verti- 
calstriche  in  nl,  Quadrate  ^  von  je  n,.  n,  ...n^-i  Reihen ,  so 
gehen  die  n^  Horizontalreihen  dieser  Quadrate  aus  der  ersten 
durch  Wiederholung  derselben  cyklischen  Vertauschung  hervor, 
indem  man  nämlich  jedes  der  n^  Quadrate  der  ersten  Eleihe  um 
ein  Glied  vorrückt  Theilt  man  weiter  jedes  dieser  itjl  Quadrate 
/t  analog  in  je  n^-i  Quadrate  zf' ,  so  gehen  auch  die  it^.i  Reihen 
solcher  Quadrate,  welche  in  einem  J^  enthalten  sind,  aus  der 
ersten  Reihe  von  it^-i  Quadraten  durch  analoge  cyklische  Ver- 
tauschung hervor;  u.  s.  w.  A  ist  in  ein  Product  von  linearen 
Factoren  zerfällbar.  Seine  Unterdeterminanten  nach  zwei  zu  ein- 
ander symmetrischen  Elementen  sind  einander  gleich,  so  dsss 
dieselben  eine  dem  ä  analoge  Determinante  bilden.        No. 


L.   Gbgenbauer.      üeber    eine    specielle    symmetrische 
Determinante.    Wien.  Ber.  1880. 

Der  Satz  über  die  Zerlegung  der  eben  angeführten  Ndther'- 
sehen  Determinante  in  ein  Product  von  homogenen  linearen 
Factoren  wird  in  einfacher  Weise  abgeleitet;  es  wird  die  Folge- 
rung gezogen,  dass  diese  Determinante  verschwindet,  wenn 
zwischen  ihren  Elementen  eine  lineare  homogene  Relation  be- 
steht, die  bei  allen  cyklischen  Permutationen  derselben  on- 
geändert  bleibt.  No. 


S.  Günther,     üeber  einen  Satz   von   den  symmetralen 
Determinanten.    Bair.  Bi.  xvi.  310-314. 

Lengaubb.     Zum  Beweise  des  Cayley'schen  Satzes  von 
den  symmetralen  Determinanten.   Bair.  Bi.  XVL  423-424. 

An  dem  speciellen  Falle  einer  seohsreihigen  symmetralen 
Determinante  von   leerer  Diagonale   wird   nachgewiesen,   dass 


Capitel  3.    Ellmioation  n.  Sobstitation,  Determioftoten  etc.        1 13 

Qod  wie  sich  jedes  solche  Gebilde  durch  blosse  Elementaropera- 
tioneo,  schliesslich  aber  mit  Zagrandelegung  des  Laplace'schen 
Safases,  in  ein  vollständiges  Quadrat  transformiren  lässt  Herr 
Lenganer  bringt  an  dem  Beweise  noch  eine  Vereinfachung  au. 

Gr. 


F.  J.  Studniöka.     Notiz  über  einige  Determinanten,  in 
welchen  BinomialcoefGcienten  als  Elemente  auftreten. 

Prmg.  Bcr.  1879.  292-295. 

Es  werden  folgende  Sätze  bewiesen:  ^Es  ist 


(fi+t-l),= 


n,  1  0  ...  0 
n,  n,  1  ...  0 
fi.       11«       n«     •  • .  0 


• .  • 


n. 


fit     Hk—t     «»-« 

„Bedeutet  Dt  die  zum  letzten  Elemente  der  ersten  Zeile  zugehörige 
Unterdeterminante,  so  ist 

(n+fc-l)*      («+*-2)*-i 

No. 


!>*  = 


F.  J.  Studnicka.    üeber  eine  neue  Determinantentrans- 
formation.   Prag.  Ber.  1879.  489-494. 

Addirt  man  zu  den  Elementen  der  fc^°  Zeile  noch  unbestimmte 
Vielfache  der  ersten  ftlr  A  =  2,  3,  • . .  n,  so  können  die  Vielfachen 
80  gewählt  werden,  dass  die  erste  Colonue  gleiche  Elemente  ent- 
hält Dann  ist  die  Beduction  auf  eine  Determinante  (n— 1)^' 
Ordnung  leicht,  deren  Elemente  Determinanten  zweiter  Ordnung 
aod«  So  wird  allgemein  bewiesen,  dass  eine  Determinante  n^' 
Ordnung  sich  durch  eine  Determinante  (n — k)^  Ordnung  darstellen 
lasse,  deren  Elemente  selbst  Determinanten  (k+iy^  Ordnung 
Bind.  No. 


Fortatitf .  d.  lUth.  XU.  1. 
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F.  J.  Stüdniöka.    Ueber  einen  neuen  Determinantensatz. 

Gasopis  IX.  97.  (Böhmisch.) 

Sowie  man  den  Grad  einer  Determinante  beliebig  erhöhen 
kann,  indem  man  sie  als  Subdeterminante  von  entsprechendem 
Grade  der  erhöhten  Determinante  darstellt,  ebenso  kann  man 
den  Grad  einer  Determinante  •  dadurch  erniedrigen,  dass  man 
ihre  Elemente  durch  Subdeterminanten  von  entsprechendem  Grade 
der  erniedrigten  Determinante  ausdruckt    Hat  man  nämlich 

wobei  Binefs  einfache  Bezeichnung  benutzt  erscheint,  so  ist  audi 


J  = 


(a,  6, . . .  &A    ), 


(a^  6,  ••  .n    )» •  •  • 
(a,  6,  • .  .u+i), . . . 

(a^  6, . . .  !*+?), . . . 


(a,  6,  ...Am    ),    (a^b,  ...i,    ),... 


1 


(a,fr,...^A-i)"-*' 


im  einfachsten  Falle  also  z.  B. 

1       (ö,  6.),    («lO»--»     (ö|0 


J  = 


a--^ 


Hiebei  wird  zugleich  bemerkt,  wie  sich  das  Verhältnis  der 
Subdeterminanten  des  ursprünglichen  und  beigeordneten  Systems 
zu  den  betreffenden  Determinanten  aus  diesen  Formeln  in  i^ 
ciellen  Fällen  ableiten  lasse.  Std. 


F.  J.  Stüdniöka.  Bemerkung  zur  vorangehenden  Determi- 
nantenformel.   Casopis  IX.  154.  (Böhmisch.) 

Hat  man  auf  welche  Art  immer  die  Formel  sur  Bereehnong 
der  Dreiecksfläche  aus  den  Seitenlängen  in  Form  einer  Determi- 
nante abgeleitet,  so  ist  der  Uebergang  zur  bekannten  Prodoeten- 
form  herzustellen,  was  hier  auf  eine  eigenartige  Weise  geschiebt. 

Std. 
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Pasch,     üeber  gewisse   Determinanten,   welche  in  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  vorkommen.   Borchardt  J. 

IXC.  247-251. 

Versebiedene  UmformongeD  der  DetermiDaDte 

2±a]  bl  c]  d,   d.   e,  e,  f,  f, 
werden  gegeben  and  Beziehungen  zwiscben  ibr  nnd  anderen  aus- 
geseidineten  Determinanten  abgeleitet.  No. 


C.  L.  Landre.     Eene  Stelling  omtrent  determinanten. 

Nieaw  Archief  VI.  208-211. 

Ans  Veranlassung  eines  Feblers  in  Dostor's  „Elements  de  la 
tbtorie  des  diterminants^  wird  der  Zusammenbang  zwiscben 
dner  gegebenen  Determinante  und  einer  anderen,  die  man 
dnreb  Subtraction  der  Reiben  von  einander  erbalten  kann,  be- 
bandelt Hierbei  ergiebt  sieb  die  folgende  Eigensefanft:  Wenn 
man  in  einer  Determinante  n^  Grades  jede  Reibe  um  die  Summe 
aller  flbrigen  vermindert,  so  entsteht  dadurch  die  ursprüngliche 

Determinante  multiplicirt  mit  2*— n2*^^  6. 


G.  DöTSCH,      Znm  Unterrichte  in    der    Determinanten- 
lehre.   Bair.  Bl.  XVI.  25-28. 

Versteht  man  unter  P^  das  Differenzenprodnct  (A>l<fi) 
so  läast  sich  successive  zeigen,  dass 


l  a\  aj  ...  fl*-' 
l  o;  al  ...  fl*-^ 
I  al  a]  ...  fl*-' 


halai  ...  «;-• 


=  P. 


la\  a 
1  al  a 
1  al     a 


.••  a 
...  a 
•*.  a 


n^7 
1 

9 

,«-2 

t 


l  a;_i  oj-i ...  alZi 

=  nPt 

*=2 


—  «II .  Mn—l**n — ?»"*s 


ät    Die  bierza  nOthigen  Unifonnaiigeii  sind  elementarer  Natur. 

Gr. 
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GrLAiSBBR.      Od    some   algebratcal   expressions 
ire  nnaltered  by  certain  snbstitutions.  HesMoger 


laffeQ,  dasB  wenii  a„  o,, .  •■  ersetzt  werden  dnreh 

fli  +  <»iH h*.»    Oi  +  «i+ i-ft..---i 

inltiplicirt  wird  mit  dem  Factor  (—!)■"'  («~1>     Wer- 

,,  a,,.. .  ersetzt  darcb 

-a,  +  fl,+  ..-  +  a;0.    4Co.-o,  +  -  +  o-)---. 

Werth  im  Verhältnis  von  1  zo  (-I)"-'l(fi— 2)  tct- 
Qlr.  (0.) 


DT.     Der  Satz  von  Desarguea  über  perspecti- 
Dreiecte.    BorcharatJ.  IXC.  79-81. 


a^  =  l,2,3); 
m0gen  beliebige  Grössen  bedeuten;   ferner  sei 

Jtebe  aoB  bi^,  wenn  man  die  o,  o'  durch  ihre  bei  der 
lg  ron  d,  d'  anftretenden  Coeffioienten  ersetzt  Dun 
DtJtAt  J"  =  i.Sä.  Bedeuten  nnn  die  ax^  die  homo- 
dinaten  eines  Dreieoks,  <iif,  diejenigen  eines  andern, 
jene  Identität  den  Satz  ron  Desargnes  Ober  perspee- 
liecke.  No. 
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B.  Hanstbd.     Trois  th^r^mes  relatifs  ä 
nombres.   TeUain  J.  II. 
II.     Die  Aozabl  der  Gtlieder  einer  Determj 
Elemente  der  Diagonale  enthalten,    iat  die  nft 

in    -!^^. 


L.  Claeiana  t  Bicart.     Aplicacion  de  laf 
k  la  resolucion  de  laa  ecuaciones  de  < 

Cron.  CMDt.  IIL  426-429. 


L.  Clabiana  t  Ricart.      Äpplicaciones  c 
Dantes  k  ta  trigoDometria.    Croo.  ei«st.  ill 


L.  Kboneceer.      Ueber  die  symmetrisch 

BerL  MoniUber.  1880.  936-948. 
Verateht  man  nnter  f„  f„  f„ . . .  f»;  g„  fl„ 
taren  symmetrischen  Functionen  von  x,,  s,,...a;i, 
w  ist 

ans  der  Vergleichoog  der  Entwiokelong  beidi 
ätii  der  Fnndamentataatz  der  Darstellung  ayn 
tionen  durch  die  elementaren,  sowie  die  linear 
der  Prodncte  f^  ff  >  ■  •  von  einander,  welche  am 
handlang  aochmala  in  einfacher  Weise  nacbgew 
flbersiebtiich  gestaltet  sich  der  FandameDtalsat: 
indnetiTer  SchlnaBfolgemng.    Setzt  man  »«  =  v 

Ä(l  +  fly  +  fl.e''*  +  -  +  fl-e^ 

ane  erzeugende  Fonetion  aller  symmetriachei 
Vif-y«  werden,  znerst  in  dem  Sinne,  dass  al 


IL  AbichniU.     Algebn. 

tionen,  welche  atu  der  Indexpermatatioii  eiaes  Aoedniclu 
..j^  entspringen,  aU  CoefKdenten  gewieser  Fanctionen 
e  auftreten;  dann  auch  bo,  daaa  gewisse  symmetiisehe 
tionen,  ans  denen  sich  alle  anderen  linear  ableiten  lassen, 
'oefficlenten  der  einzelnen  Potenzen  von  v  erscheiDen.  Von 
tigkeit  ist  fOr  diese  Ableitungen  ein  gewisses  Frincip  fQr 
)rdnung  und  Reihenfolge  mebrerer  Variabeln,  wie  es  z.  B. 
B  in  seinem  zweiten  Wurzelexistenz-Beweise  (Werke  III.  S.  36) 
endet  hat.  Die  allgemein  leitenden  Gesicfatspankte  solcher 
dnnngen  werden  aaseinandergesetzt;  besonders  werden 
sse  aoa  der  einfachen  Bemerkung  gezogen,  dass  die  Sob- 
ion  Xi  =  v^~*  bei  passend  gewählten  g  es  bewirkt ,  alle 
icte  a;^  x*> . . .  x^  zu  Potenzen  Ton  c  mit  von  einander  rer- 
ienen  Exponenten  zu  machen;  dies  führt  wiederam  a.  A. 
lie  Darstellung  des  litteralen  Theils  einer  gegebenen  ajat- 
sehen  Function  durch  die  elementaren  symmetrischeD  Func- 
1.  No. 

KRTENS.   Zur  Theorie  der  symmetrischen  Functionen. 

ien.  Ber.  LSXXI.  9»ä-1000. 

3err  Mertens  leitet  den  PundainentalBatz  der  Theorie  anf 
I  indnctiven  Wege  ab,  welcher  sich  zugleich  als  branchbar 
ie  wirkliche  Bereebnung  erweist  Ferner  giebt  er  eine 
iterung  dieses  Satzes  in  folgender  Form:  „Ein  ganser  sym- 
3cher  Ausdruck  A  der  n  Gmppen 

o'nSif-'^i't  '^tySt7--'t''  <^>9<M--x> 
e  j)  Elementen,  d.  h.  ein  ganzer  Ausdruck  dieser  Elemente, 
ler  identisch  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die  Gmppen  in 
1  einer  Weiae  gegen  einander  verlauscht,  lässt  sich  immer 
seh  als  ganze  Function  der  Coefüdenten  des  nach  t,x,jf,...s 
itwickelnden  Productes 

(l  +  O  ((  +  (,)...('  +  *-) 

illen,  wo  zur  Abkünung 

«.■«  +  M  + "•  +  ».»  =  '( 
Et  worden  ist"  No. 
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L.  Grocohi.     üna  relazione  fra  le  funzioni  simmetriche 
semplici  e  le  funzioni  simmetriche  complete. 

BattegUni  G.  XYIIL  377-380. 

Versteht  man  unter  Vp  denjenigen  Ausdruck,  welcher  aus 

(Xj  4-  ^3  ~{ h  ^m)''    dadurch   entsteht ,   dass  man  alle    CoefG- 

denten  der  Entwickelung  durch  die  Einheit  ersetzt,  und  unter 

j^  wie  gewöhnlich  die  Summe  a;f-|~^+*"+^9  so  finden  unter 
den  Vp  und  den  $p  Relationen  statt,  die  den  Newton*schen  Formeln 
bis  anf  die  Vorzeichen  der  linken  Seiten  völlig  gleichen.  Man 
hat  nämlich: 

y.^.  =  y^ 

Fm-2«,  +  F«_3i,-l h  ^^0*— 1  =  (m— 1)F«_<. 

No. 


A.  R.  Farsyth.     The  Symmetrie  funetions  of  the  roots 

of  an   eqnation.    MesseDger  (2)  x.  44-54. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Formel,  mit  der  die  Zahl  der  sym- 
metrischen Functionen  irgend  eines  Grades  berechnet  werden  kann, 
and  eine  Tabelle  dieser  Anzahlen  für  die  Grade  1  bis  30.  Auch 
wird  eine  Methode  mitgetheilt  zur  Berechnung  dieser  Functionen 
irgend  eines  Grades  (ausgedrückt  durch  die  Coefficienten  der 
Gleichung),  aus  denen  des  nächst  niederen  Grades. 

Glr.  (0.) 


Dritter  Abschnitt 

Zahlentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

ID.      VorleauDgen    fiber    Zablentheorie    tod 
le-Dirichlet.   3"  Aufl.  1^  Äbth.    Braaoachw«ig. 


>.     Sur  la  fr^uence  et  la  totalitä  des  nombres 

N.  0.  H.  VI.  355-S68,  481488,  589-612. 
)schD.  I.  Cap.  1.  B.  p.  32- 


ictoren,    gröaster   gemeinschaftlioher    Tbeiler 
ister  gemeinscbaftltcber  Dividend.   Pr.  Alt«abvt. 


I  und  GuDiLa-QoDLEWsKY.  Factorentabelle 
^liederuDg  aller  Zablen  von  1  bis  lOOOO  io 
dzahlen.   HoBkua. 


Capital  1.    Allg«ineiDM 

A.  V.  BradnuOhl.     Ejd  Verfahren 

Zahlen.    Bmir.  Bl.  XVI.  272-274. 
ReprodnctioD  nnd  Besprecbnog  der  vt 
seineB  Jonmata  in  Voreohlag  gebrachten  1 


J.  H.  HuMUBL.  Evolution  by  subti 
Die  Methode  besteht  darin,  dasB  na 
einer  Beihe  Ton  der  Zahl  abgezogen  werö 
bestimmen  wiU.  Der  letzte  Beat  ist  dam 
Um  %.  B.  die  Cubikwnrzel  ana  512  zn 
aeehsfachen  dreieckigen  Zahlen  bis  6- 
letzte  Best  iat  dann  die  gesnohte  Wurzel. 


C.  Geonb.     Bevis  for  en  Sätning  af 

ZflDthBD  TidMkr.  (4)  IV.  158-159. 
Zum  Beweis  der  bekannten  Formel  nii 
Zahlen,  welche  kleiner  als  n  =  p,Pf-Pi 
gemeinschaftlichen    Theiler    haben,    benul 


'=<^-0-<sk-')+--c- 


Lamdby.     Ddcomposition  de  2^-|- 1. 
Die  Zahl  S^+l  iat  durch  274177  Ütt 


Lk  Lassedb.     Autres  däcompositioni 
Die  Zahl  18928956449131  iat  theilh 


122  in.  AbBchoUt    Zahleotheorie. 

W.  W.  Johnson.     Solutiou    of   a  problem.    Analyst  vii. 

129-130. 

Wenn  a  relativ  prim  zu  n,  dann  ist  entweder  a^(") — 1  oder 
aHp(*»)  4. 1  durch  n  theilbar,  ausser  wenn  n  =  2. 

Glr.  (0.) 


E.  Catalan.     Lettre  k  M.  Hermite.   N.  c.  M.  vi.  320-321. 

Beweis  des  folgenden  Satzes  von  Hermite:    ^Wenn  p  eine 
ungrade  Primzahl  ist,  so  ist 

C211+I,  2p— 1  +  Gzn+l,  2p- 2  +  Gln-\-t,  2p— 3  +  •" 

ein  Multiplum  von  p.^  Hn.  (0.) 

B.  Hanstbd.     Trois  thdor&mes  relatifs  k  la  th^orie  des 

UOmbres.    Teixeira  J.  II. 

M 

I.    Der  Bruch  -zrr  9  der  in  seinem  Nenner  nur  Primfactoren, 

verschieden  von  2  und  5  enthält,  sei  in  einen  Oecimalbruch  mit 
einer  Periode  von  k  Stellen  verwandelt.  Die  sich  hierbei  er- 
gebenden Divisionsreste  seien  6,,  6,,...6ri  •••&&•  Jedem  Werth 
von  N  entspricht  dann  eine  von  M  und  r  unabhängige  Grösse  p, 
für  welche  br  ^  Ifp*"'^  (mod.  N)  ist.  Anwendung  auf  die  Multi- 
plication  zweier  Zahlen  durch  cyklische  Vertauschung  der  Ziffern. 

Tx.  (O.) 


Th.  Pepin.     Memoire  sur  las  lois  de  röciprocitö  relatives 
aux  r^sidus  des  puissances.    Acc.  P.  N.  L.  xxxi.  40-149. 

Den  Orundgedanken  dieser  Abhandlung  findet  man  F.  d.  H.  IX. 
1877.  p.  132;  über  einzelne  Theile  ist  V.  1873.  p.  100,  VI.  1874 
p.  114,  Vn.  1875.  p.  91,  VIU.  1876.  p.  96  referirt  worden.  In 
der  vorliegenden  Arbeit  finden  sich  die  von  dem  Herrn  Verfasser 
gegebenen  Beweise  fflr  das  Beciprocitätsgesetz  ftlr  die  qnadrati- 
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sehen,  cabischeo,  biquadraÜBohen  Reste,  sowie  eine  Reihe  von 
einadnen  Sätzen  fdr  fünfte  und  siebente  Potenzreste. 

Sn. 


L.  Kronecker.     Ueber  den  vierten  Gauss'schen  Beweis 
des  Beciprocitätsgesetzes  für  die  quadratischen  Reste. 

Berl.  MoDatsber.  1880.  686-698,  854-860. 

Im  Anschloss  an  die  von  Gauchy  zuerst  aus  der  linearen 
Transformation  der  0- Reihen  abgeleitete  Werthbestimmung  der 
Gauss'schen  Summen  wird  hier  der  genaue  Nachweis  dieses  Zu- 
sammenhanges und  somit  einer  Aequivalenz  der  Reciprocitäts- 
gleiehung  Air  die  quadratischen  Reste  und  der  Transformations- 
gleiehung  ftlr  die  0-Reihen  gegeben.  Cauchy's  functionentheore- 
tisdie  Grundformeln  liefern  aus  den  0  jene  Orenzfunction,  deren 
Eigenschaften  unmittelbar  Eigenschaften  des  Legendre'schen 
Zeidiens  resp.  der  Jacobi'schen  Verallgemeinerung  desselben 
sind.  Ebenso  wird  umgekehrt  aus  der  Werthbestimmung  der 
Gauss^schen  Summen  die  Transformation  der  0-Reihen  erschlossen. 
Die  bekannte  Vorzeichenbestimmung  ergiebt  sich  auf  diesem  Wege 
ebenso  unmittelbar.  Zur  Auffindung  des  absoluten  Werthes  jener 
Sammen  braucht  man  die  Existenz  primitiver  Congruenzwurzeln 
nicht  Endlich  werden  noch  die  Productentwickelung  und  die 
allgemeine  Transformation  der  0-Reihen  mit  Hülfe  der  hier  zu 
Grande  gelegten  functionentheoretischen  Sätze  auf  das  einfachste 
abgeleitet  Sn. 


L  Kronbcker.     Sur  la  loi  de  r^iprocit^.    Darbonz  Ball. 

(2)  IV.  182-192. 

Aus  den  Berl.  Monatsber.  1876  (vergl.  F.  d.  M.  VIII.   1876. 
93-95>  Sn. 

A.  Gbnocchi.      Sur  la  loi  de  rÄ^iprocit^  de  Legendre 
(^ndne  aux  nombres  premiers.   C  R.  xc.  300-302. 

Mit  Hälfe  der  von  Herrn  Schering  gegebenen  Erweiterung 
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des  bekannten  Lemma  von  Gauss  (vergL  F.  d.  M.  VDL  187& 
p.  93-95)  gelingt  es  Herrn  Genoeebi,  seinen  im  Jahre  1852  gegebe- 
nen, ursprünglich  nur  für  Primzahlen  geltenden  Beweis  des  Bed- 
procitätsgesetzes  auf  beliebige  ungrade  Zahlen  auszudehnen. 
Hieran  schliessen  sich  einige,  übrigens  längst  geläufige  Notixen 
über  die  Geschichte  des  Beciprocitätsgesetzes,  welche  gegen  die 
Nachweise  des  Herrn  Eronecker  (Berl.  Monatsber.  1875.  267-275; 
vergl.  F.  d.  M.  VII.  p.  18-19)  gerichtet  scheinen,  ohne  indess 
irgend  eine  dieser  Feststellungen  erschüttern  zu  können. 

Sn. 


L.  Gegbnbaubr.     Ueber  das  cubische  Reciprocitätsgesetz. 

Wieo.  Ber.  LXXXI.  1-5. 

Beweis  desselben  mit  Hülfe  der  elliptischen  FonetioD 
p(u;  0,  1),  welche  die  complexe  Multiplication  mit  Zahlen  ¥on 
der  Form  a  +  bg  (q  primitive  dritte  Wurzel  der  Einheit)  »üässt 
Eine  Gattung  von  Functionen  wird  aufgefunden,  unter  deren 
Adjunction  die  durch  die  Formel 

pjmu)  _    0([p(u)Y) 

P(t*)    "■  Vi[p(u)Y) 

definirte  Function  V(x*)  reductibel  wird.  Sn. 


J.  J.  Sylvester.  Sur  la  loi  de  rA^iprocit^  dans  la 
th^orie  des  nombres.   0.  R.  xc.  1053-1057,  1104-1106. 

R.  Dedekind.  K^ponse  k  une  remarque  de  M.  Syl- 
vester concernant  les  ^Le^^ns  sur  la  throne  des 
nombres  de  Dirichlet*^    C.  R.  xci.  154-156. 

Herr  Sylvester  sucht  ein  möglichst  einfaches  Verfahren  sur 
Berechnung  des  Symbols  (-t-)>  und  glaubt  bei  dieser  (Gelegen- 
heit den  ehemaligen  Schülern  Dirichlet's  ein  Uissverstftndnis 
nachweisen  zu  müssen.  Herr  Dedekind  widerlegt  die  betreffende 
Anmerkung  und  weist  darauf  bin,  dass  der  Grundgedanke  f&r 
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den  Algorithmus  des  Herrn  Sylvester,  nämlich  die  Benutzung 
einer  Kette  von  angraden  Zahlen,  schon  von  Eisenstein  (Grelle  J. 
KXVII.  317)  gegeben  sei.  Sn. 


L.  Obgbnbaubr.    Algorithmen  zur  Bestimmung  des  ver- 
allgemeinerten Legendre^schen  Symbols.    Wien.  Ber.  1880. 

Der  Herr  Verfasser  knüpft  ebenfalls  an  obige  Note  des  Herrn 
Sylvester  an  and  legt  den  gedanklichen  Zusammenhang  des  von 
diesem  gegebenen  Algorithmus  mit  den  Gesichtspunkten  von 
Herrn  Kronecker  und  Eisenstein,  und  ausserdem  den  sachlichen 
Ursprung  desselben  in  einer  Kettenbruchentwickelung  dar.  Im 
Anschluss  hieran  giebt  er  zwei  verwandte  Kettenbruchentwicke- 
Inngen.  Sn. 

L.  Krokeckbb.     üeber   die  Potenzreste  gewisser  com- 

plexer  Zahlen.    Berl.  Mooataber.  1880.  404-406. 

Die  Primtheiler,  f&r  welche  die  als  Congruenzen  aufgefassten 
AbeTschen  Gleichungen  Wurzeln  haben,  lassen  sich  auf  «zwei 
Arten  bestimmen.  Aus  der  Identität  dieser  Bestimmungen  folgt 
im  Falle  quadratischer  Gleichungen  unmittelbar  das  quadratische 
Bedprodtfttsgesetz;  fllr  die  cubischen  und  biquadratischen  Reste 
führen  die  allgemeinen  Kreistheilungsgleichungen  so  zu  einem 
vollständigen  Beweise  der  analogen  Gesetze.  Im  Anschluss  an 
dne  frflhere  Mittheilung  (s.  Abschn.  II.  Gap.  1.  p.  65)  zeigt  der 
Herr  Verfasser,  wie  sich  hieraus  nun  die  Weiterentwickelung 
der  Theorie  der  Potenzreste  namentlich  auch  ftar  die  von  Herrn 
Kummer  ausgeschlossenen  Fälle  erhoffen  lässt. 

Sn. 

6.  ZoLOTAREPF.     Sar  la  th^orie  des  nombres  complexes. 

UoQvUle  J.  (3)  YL  51-85,  115-129,  145-167. 

Aosfllhrliche  Darstellung  der  Theorie  der  idealen  Factoren 
eomplexer    Zahlen,    welche   mit  Hülfe   einer  Wurzel  einer  be- 
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liebigen  ganzen  ganzzahligen  Gleichung  gebildet  werden  können. 
Wiederholung  des  bezüglichen  wesentlichen  Theiles  der  früheren, 
russisch  geschriebenen  Abhandlungen  des  Herrn  Verfoss«^  (vgl 
F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  117,  IX.  1877.  p.  125).  Besondere  Sorgfalt 
ist  hier  auf  den  Nachweis  der  genauen  Analogie  mit  der  tod 
Herrn  Kummer  für  die  binomischen  Gleichungen  gegebenen 
Theorie  verwandt  Neu  ist  die  eingehende  Behandlung  der 
Division.  Sd. 


P.    Bachmann.      Ergänzung    einer   Untersuchung    von 

Dirichlet.    Clebsch  Aod.  XYI.  537-550. 

Es  soll  die  wahre  Bedeutung  der  Formel  von  Dirichlet  flir 
die  Classenanzahl  H  der  quadratischen  Formen  mit  complexen 
Coefficienten  (Grelle  J.  XXIV.)  aufgedeckt  werden.  Ist  die  De- 
terminante D  ==  A-\'Bi  ein  Product  von  lauter  ungleichen  pri- 
mären Prim&ctoren  (primär  heisse  eine  Zahl,  in  welcher  der 
reelle  Theil  von  der  Form  4x+ly  der  Goefficient  des  i  von  der 
Form  2fi  ist),  so  wird 

nloga     '^\    D    /  (V  +  py+t' 

wo  die  Sammation  auf  alle  zu  D  relativ  primen  primSren  com- 
plexen Zahlen  X-\-i>i  zu  erstrecken  ist;  q  bedeutet  mne  gegeo 

— ~ —  I   das  Jaoobfsehe 

Zeichen   der  complexen  Theorie;   a  die  Norm   des  Ausdnid» 

T+UfDj  aus  welchem  alle  Lösungen  der  Gleichung  f*— l>it*  =  1 
durch  die  Formel 

erhalten  werden. 

Dem  Herrn  Verfasser  gelingt  es,  eine  Formel  abzuleiten, 
welche  der  von  Dirichlet  f&r  quadratische  Formen  mit  reelles 
Elementen  und  positiver  Determinante  gegebenen  (Grelle  J,  XXI) 
vollständig  analog  ist.  Dieselbe  lautet  ftir  den  Fall,  dass  D  von 
der  Form  8Ä+1: 
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NiT+ufÄ+m)"  =  y(  ^~^^g^+^*  )'> 

wo  $  und  ^  näher  zu  definirende  complexe  ganze  Zahlen  sind. 
FQr  dieselben  gelten  unter  anderen  folgende  Relationen.  Es  be* 
zeichne  i(z)  die  Umkehrnng  der  Function 

dx 


% 


=/ 


ü  ' 


€8  sei  also 


and  femer 


wo 


ß  =  (i+i)ft,, 

o   /*'       das 

Dann  genügen  §,  ^  den  Oleichungen 

nSi 

A  +  Bi 

wo  die  Prodncte  Ober  alle  Zahlen  r  oder  n  zu  erstrecken  sind, 
f&r  die 

(-ÄT^)  =  +^  '^p-  (-iw)  =  -'- 

Ist  i  4-  K  eine  Primzahl,  so  ist  femer 

S'-aA+Bi)^  =  4(A  +  Bi); 
ist  i  4-  Bf  aber  eine  zusammengesetzte  Zahl,  so  ist 

Aehnliche  Formeln  gelten  f&r  den  Fall  8i^-f  5. 

Sn. 


^<-I^)  =  *<S-f^^+«*')> 


G.  Cantor.     Zur  Theorie  der  zahlentheoretischen  Func- 
tionen.    Olebsch  ADD.  XVI.  583-588,  Gott  Nachr.  1880.  161-169. 
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Im  ÄDBcblnss  an  eine  Note  des  Herni  Lipschitz  (C.  R. 
LXXXIX.  948,  985;  vergl.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  172)  giebt  der 
Herr  Verfasser  Sätze  verwandter  Art  Ferner  analytische  Dar- 
stellungen zahlentheoretischer  Functionen.  Sn. 


G.  Frattini.     ün  teorema  aritmetico.   BattagUoi  G.  xvm. 

369-377. 

Aus  den  Eigenschaften  der  von  Jacobi  eingef&hrten  zahlen- 
theoretischen  Function  tfß(hykyg)  (vgl.  Bachmann,  Ereistbeilnng, 

•      

S.  126)  wird  der  Satz  abgeleitet,  dass  die  Zahlenreihen 

ind2      ,         indS       ,        ind4      ,...  ind(p— 1) 

indl— ind2,   ind2-ind3,  indS— ind4,.-.ind(p— 2)  — ind(p-D 

Permutationen  derselben  Art  sind,  dass  also  die  Zahl  der  in  den- 
selben enthaltenen  Inversionen  entweder  in  beiden  grade  oder  in 
beiden  ungrade  ist  Sn. 


A.  Oayley.     On  the  binomial  equation  a?**— 1  =  0;  tri- 
section  and  qnartisection.   Proc.  L.  M.  S.  XI.  4-17. 

Ableitung  und  Discussion  der  aus  der  Theorie  der  Kreis* 
theilung  bekannten  Gleichungen  fttr  die  Perioden,  f&r  den  FaU, 
dass  deren  Anzahl  drei  oder  vier  ist  Sn. 


£.  Catalan.     Th^or^me  de  Standt  et  de  Clausen. 

Darboaz  BoU.  (2)  III.  77-82. 

it,  lt^  ti!^,  ...  seien  ungrade  Primzahlen,  und  n— 1,  ii'-I, 
ti^—lj ...  die  Theiler  von  q  —  h  Dann  ist  die  9^  Bemoulli'sebe 
Zahl 

-B,  =  E,-f.-  +  -  +  — +  —  +..., 
wo  Eq  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl.    Zusfttse. 


i 
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Ä.  El  Pbllbt.  8ur  les  fonctions  irr^ductibles  suivant 
nn  module  premier.  0.  R.  xc.  1339-1341. 
Die  Arbeit  zeigt,  wie  man  durch  die  Untersuchungen  über  die 
Divisoren  der  Ereistheilungsgleicbung  irreductible  Functionen  des 
Grades  l  nach  einem  Primzahlmodul  erhalten  kann,  falls  X  nur 
Factoren  des  um  eine  Einheit  vermehrten  oder  verminderten 
Modul  enthält.  No. 

J.  J-  Sylvester.     Sur  les  diviseurs  des  fonctions  cyclo- 

tomiqnes.    G.  B.  xc.  287-290,  345-347. 

In  der  ersten  Mittheilung  giebt  Herr  Sylvester  einige  Resul- 
tate über  die  Divisoren  der  Kreistheilungsformen ,  die  grössten- 
theils  von  Herrn  E.  Kummer  (Grelle  J.  XXX.  u.  s.  w.)  vor  län- 
gerer Zeit  gefunden  sind;  in  der  zweiten  Mittheiiung  schreibt 
der  Herr  Verfasser  dieselben  Herrn  P.  Bachmann  zu.         No. 


Th.  Pepin.     Demonstration  d'un   th^orfeme   de  M.  Syl- 
vester snr  les  diviseurs  d'une  fonction  cyclotomique. 

C.  B.  XO.  526-628. 

E.  Lucas.   Sar  les  fonctions  cyclotomiqnes.  G.  B.  xc.  855-857. 
H.  Dedekind.      Sur  la  th^orie  des  nombres  complexes 

id^aux.    C.  R.  xc.  1205-1207. 

Alle  diese  Koten  knüpfen  an  die  im  vorigen  Referat  be- 
sprochene an.  Die  erste,  um  einige  der  vorgelegten  Sätze  noch- 
mals zu  erweisen ;  die  zweite,  um  vermeintliche  Prioritätsansprüche 
za  erheben;  die  dritte  endlich  betrachtet  die  Lehre  von  den  Di- 
Tisoren  der  Ereistheilungsgleichungen  als  einen  Specialfall  der 
allgemeinen  Theorie  der  Ideale.  Sn. 


6.  DosTOR.     Questions    sur   les   nombres.    Granert  Arch. 

LXIV.  360-352. 

2fi-fl  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen  zu  finden,  so  dass 
die  Summe  der  Quadrate  der  (n-f-l)  ersten  gleich  der  Summe  der 
Quadrate  der  n  übrigen  sei.  Sn. 


Fbraelir.  d.  Math.  XU.  1.  Q 


III.  AbiohDitt.    Zahleotheorie. 
Somraation  des  cubes  d'un  certaio  nombre 

COns^CUtifs.    GruDart  Arch.  LXIV.  e&3-365. 
me  der  Cuben  von  2n  +  l  aufeinander  folgenden 
ilen,  deren  erste  2n-l-l  ist.  Sa. 


Propri^t^B   de  la  suite  naturelle  des  nom- 

Ürs.    Ornneit  Arch.  LXIV.  356-361. 

nden   Zahlen    werden   auf  verBcfaiedene    Arten  io 

eilt  und  die  Gruppen  summirt.  Sn. 


[,CH.     Notiz  über   gewisse  periodische  Deci- 

!.      Scblömilch  Z.  XXV.  416. 

sn  alle  periodischen  DecimalbrBche  gesucht,  deren 
grade  Anzahl  (2k)  von  DecimaUtellen  enthalt,  so 
erste  und  die  (A+l)",  die  zweite  und  C*+2)"  u.  a.l 
9  ergänzen.  Sn. 


Note  on  a  pi-oblem  of  Fibonacci's. 

3.  XI.  36-45. 

!))BcnBsioD  des  Systems  diophantiacherGleichangeD: 

s'+Py^  =  »',    x' — Py*  =  V*, 
t  TOD  Leonbard  von  Pisa  vorgelegt  und  besonders 
)it  dflers  bebandelt  worden  ist  Sn. 


Note  on  the  integral  Solution  ofaj'-2f*y'  =  -»' 
in  certaio  cases.   Proc  L.  m.  s.  xi.  83-87. 
;fltltige  Analyse   der   bezeichneten    diophautischeD 
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Fb.  Pbpin.  Nouveaux  tWorfemes  sur  Y4qa» 
min^  ax*'^by*  =  s^.  c.  E.  xci.  100-102. 
Der  Herr  Verfasser  fUhrt  hier  fort  mit  der  Ai 
phantischer  Gleicbaogen  von  der  angegebeDeo  Fonu 
rationalen  LösoDgen  erlauben.  (Vgl  C.  R.  LXX^ 
LXXXVIU.  1255-1257,  F.  d.  M.  VI.  1874,  113.  X 
Sämmtliche  aufgeführten  Formen  sind  immer  d 
Gestalt 

Caa*+2ßab+Yb')x*-(ay-~ß')y^  =  s", 
wie  bereits  in  den  frfiheren  Referaten  herrorgehob 


E.  Lucas.     Sur  un  th^orfeme  d'Euler  coucei 
composition  d'uD  nombre  en  quatre  ciibef 

NoDT.  ADD.  (3)  XIX.  89-91. 
Der  Herr  Verfasser  nimmt  im  Gegensatz  zu  B 
an,  Enler  habe  seine  Zerlegung  bei  Gelegenheit  seine 
gen  ober  die  diophantische  Gleichung  x'-\-y*  =. 
Er  zeigt  ferner,  das«  jede  positive  ganze  oder  ge 
auf  QDZählig  viele  Arten  als  Product  oder  als  Q 
SonuneD  von  zwei  Guben  darstellbar  iat. 


E.  Lucas.  Th^r^mesg^n^raux  sm*  l'impossibi 

tions  cubiques  ind^termin^es.   Bali.  S.  H.  F. 

Beweise  und  gelegentliche  EiDschränkungeD  1 

Silvester  angegebenen  F&lle,  wann  die  Gleichung 

«'+s'  =  ^')   ^yii^+y)  =  .Ab" 

Id  ganzen  Zahlen  nnlöslich  sind.  Bezeichnen  p, 
der  Fonn  18k-]-5,  18ii+ll,  so  daif  A  io  keiner 
P.  P't  ?i  9*»  9p.  9p'-  99i  9^',  2p,  4p',  2 
enthalteD  sein.  Sodann  wird  die  im  vorherget 
besprochene  Arbeit  und  die  Abhandlung  (Kodv.  . 
^2^426,  vgl.  F.  d.  M.  X.  1878.  145-146)  im  Wese 
dneirt. 
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E.    Lucas.      Sur    ]es    cas    d'impoBsibilit^   de  l'äqaadon 

a^-l-^  =  Aüi,  Non?.  Abu.  (2)  XIX.  206-211. 
ADkndpfend  an  eine  Arbeit  über  denselben  Gegenstind 
(Nonv.  Ann.  (2)  XVII.  607-514,  vgl.  F.  d.  M.  X.  1878.  14'0  er- 
ledigt der  Verfasser  die  auch  im  vorigen  Referat  bervorgebobeneo 
Fftlle,  in  denen  A  von  der  Porm  ön-fl  war.  Sodaon  wird  er- 
wähnt, daas  A  auch  nicht  von  den  Formen 

2r,  2r',  2»,  2l',  4r,  4r",  4t,  4s' 
sein  darf,  wo  r,  <,  f  die  Linearfactorcn  18n+l,  18n-fl3,  ISn+U 
bedeuten.    Zum  Schloss  folgen  einige  Sätze  Über  die  FSÜe,  ia 
welchen  die  obige  diophantisohe  Gleichung  lOsbar  ist.  Sn. 


R.  Hoppe.     Rationales  Dreieck,  dessen  Seiten  auf  ein- 
ander folgende  ganze  Zahlen  sind.    GroDert  Arch.  LXiv. 

441-443. 
Sind  R,  n  +  l  die  drei  Seiten,  so  ist  die  allgemeine  Lfisong 
n  =  (2+  i/3)H(2-|^)'       (Ä  =  0,  1, . .  0 
und  der  Inhalt  des  Dreiecks 

_    ,:-   (2+y3)-"'-{2- 0r 


F.  Bessul.     Rationale  sphärisohe  Dreiecke.    Gmoert  Arch. 

LXV.  363-373. 

Es  werden  sphAriacbe  Dreiecke  gefunden,  fllr  welche  die  bi- 

gonometriBchen  Tangenten   der   halben  Winkel  and  der  balbeo 

Seiten   rational   sind   nnd   aus   diesen   mittels  einer  von  Herrn 

Hoppe  früher  angegebenen  Methode  unbegrenzt  viele  abgeleitet. 

Sn. 

A.  KuNBRTB.  Berechnung  der  ganzzahligen  Wnrzeln 
unbestimmter  quadratischer  Gleichungen  mit  zwei 
Unbekannten  aus  den  fUr  letztere  gefundenen  BrUcben, 
nebst  den  Kriterien   der  Unmöglichkeit  einer  solchen 

Lösung.     Wian.  Bar.  188a 
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Im  Anschiuss  an  eine  frühere  Abbandlang  des  Verfassers 
(Wien.  Ben  J878,  vgl.  F.  d.  M.  X.  1878,  p.  141)  werden  hier 
Methoden  angegeben,  ans  rationalen  Lösungen  diophantischer 
Gleiehongen  zweiten  Grades  ganzzahlige  abzuleiten.  Nach  Er- 
ledigung der  einfachsten  Fälle  folgt  eine  Discussion  der  aus  der 
bekannten  Kettenbruchentwickelung  sich  ergebenden  Lösungen. 
Viele  Zahlenbeispiele.  Sn. 


E.  Lucas.     Sur  un  probl^me  de  Diophante.    Nonv.  add. 

(2)  XIX.  278-279. 

Vier  Zahlen   zu  finden,   so  dass  die  um  Eins  vermehrten 
Producte  von  je  zweien  derselben  Quadratzahlen  sind. 

'  Sn. 

S.  Realis.      Snr    quelques   qnestions   se    rattachant  an 
Probleme  de  Pell.   N.  0.  M.  VL  306-312. 
Der  Verfasser  giebt  eine  Methode,  um  die  Hauptformeln,  die 
»eh  auf  dies  Problem  beziehen^  auf  einem  directen  Wege  aufzu- 
steUen,  der  einer  Ausdehnung  auf  allgemeine  Fragen  fähig  ist. 

Mn.  (0.) 

David.     Sur  la  partition  des  nombres.    0.  R.  xo.  1344-1346, 

XCL  621-622. 

Zwei  Methoden,  alle  Lösungen  der  Gleichung 

P,  +  2p,  +  3p,  +  -  =  n 
sofort  hinzuschreiben.  Sn. 


A.  Cayley.      On   tbe  theorenis  of  the    2,  4,  8  and  16 

Squares.     Qaart.  J.  XYII.  258-276. 

S.  Roberts.     Additional  note  on  the  impossibility  of  the 
general   extension  of  Euler's  theorem.     Quart.  J.  xvii. 

276-280. 

Herr  Boberts  hatte  in  einer  froheren  Arbeit  (Quart.  J.  XVL 
159-170,  vgl.  F.  d.  M.  VIIL  1876,  147-148)  den  Nachweis  ge- 
lehrt, dass  das  Product  zweier  Summen  von  sechszehn  Quadraten 
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nicht  allgemein  als  Summe  von  sechszehn  Quadraten  dareteUl 
sei.    Er  hält  seinen  Beweis  den  Einwürfen  und  VerbesseroBg»- 
Yorschlägen  des  ^errn  Cayley  gegenüber  aufrecht  Sn. 


C.  Henry.    Gdn^ralisation  d'un  thöorfeme  d'arithmätique. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  617-518. 

Es  wird  gezeigt,  dass  nicht  nur  das  Quadrat  jeder  nngradea 
Zahl,  sondern  auch  das  doppelte  Quadrat  einer  Zahl  von  der 
Form  811+1  und  das  dreifache  Quadrat  einer  Zahl  von  der  Form 
6n-\-3  als  Differenz  von  zwei  relativ  primen  Dreieckszahlen  dar- 
stellbar sei.  Sn. 

Lbpebure.     Sur  la  r^solution  de  T^quation  af-fy*  =  3' 
en  nombres  entiers.   0.  R.  xc.  1406. 

Th.  Pbpin.     Sar  diverses  tentatives  de  d^monstration  du 
thdor^me  de  Fermat.   0.  R.  xoi.  866-368. 

Alle  Primzahlen  p  von  der  Form  2ftn-)-l  lassen  sich  in  zwei 
Gruppen  zerlegen,  je  nachdem  die  algebraische  Sumuie  der 
n^°  Potenzreste  von  je  dreien  unter  ihnen  ein  Vielfaches  von  p 
ergeben  kann  oder  nicht.  Herr  Lef6bure  behauptet,  dass  alle 
Primzahlen  der  letzteren  Art  Theiler  einer  der  Grössen  o;,  y  oder 
z  einer  ganzzahligen  Lösung  der  Gleichung  x^'-^-y*  =.  a«  sein 
müssen  und  will  hieraus  einen  Beweis  fUr  die  Unmöglichkeit 
solcher  Lösungen  herleiten.  Herr  Pepin  macht  darauf  aufmerksam, 
dass  bereits  Libri  auf  die  Aussichtslosigkeit  dieses  UntemehmeDS 
hingewiesen  hat  und  beweist  Libri's  bezQgliches  Theorem  von 
Neuem.  Sn. 

A.  Korkine.    Sur  Timpossibilit^  de  la  relation  alg^brique 

a:"  -f  y"  +  »"  =  0.    C.  R.  XO.  303-304. 

Verbesserung  eines  von  Herrn  Liouville  (C.  B.  LXXXIX. 
1108-1110,  vgl.  F.  d.  M.  XI.  1879,  138)  gegebenen  Beweises. 

Sn. 
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0.  Schier.     Zur  Theorie  der  Potenzsummen.    Wien  Ber. 
Lxxxn. 

Es  wird  die  Gleichung 

onterBaoht,  wo  n  ungrade  Primzahl,  x^  y,  »  ganze  Zahlen  ohne 
gemeinsamen  Factor  sein  sollen.  Es  ergeben  sich  durch  immer 
neae  BediDgungen  immer  speciellere  Formen  der  Xj  y,  «,  l/,  bis 
nor  der  Fall  n  =  3  als  möglich  übrig  bleibt.  Hierbei  ist  jedoch 
folgeodes  zu  bemerken.  Auf  der  zweiten  Seite  nach  Gleichung  II. 
ist  eine  Gleichung  von  der  Form 

(y+a)Jlf  =  nN 

aufgestellt,  aus  welcher  der  Verfasser  schliesst,  dass  y-\-z  den 
Factor  n  haben  mttsse.  Der  Nachweis  ^  dass  M  den  Factor  n 
nicht  haben  könne,  fehlt  gänzlich.  Daher  bleibt  es  fraglich,  ob 
das  Resultat  das  einzig  mögliche  sei.  FUr  n  =  3  ergiebt  nun 
die  Gleichung  die  einzige  Lösung 

3'+ 4'+ 5'  =  6*. 

Usrt  man  die  Bedingung,  dass  x,  y,  «  relativ  prim  seien,  fallen, 
80  erhält  man  zugleich  eine  zweite  Lösung 

Weiter  wird  die  Gleichung  fBr  n  =  2  betrachtet,  ihre  allgemeine 
Löaong  (yermuthlich  weil  sie  bekannt  ist)  nicht  hergeleitet,  son- 
dern nur  ein  einfacher  Fall 

(bcy+[b(b+c)y+[c(b+c)Y  =  (bc+b'+cy 

entwickelt  Der  Verfasser  nennt  die  so  erhaltene  Zusammen- 
setzung der  07,  y,  z  bei  fernerer  Anwendung  eine  nothwendige, 
trotzdem  er  sie  durch  specielle  Annahme  gefanden  hat,  und  sttttzt 
darauf  den  Beweis,  dass  für  n  =  4  keine  Lösung  existirt,  analog 
f&r  alle  graden  n.  Dass  der  Ausdruck  Xj  y,  is  in  6,  c  nicht  der 
allgemeinste  ist,  zeigt  ein  Beispiel,  wie  etwa  2'+6r+62*  =  87*. 

a 


A.  DssBOYES.     Th^or^me  sur  les  ^uations  cubique  et 
biquadratique.   c.  R.  xc.  1069-1070. 


Ilt-  AbBohnitt.    Zahle Dtheorie, 

eichangen 

)  aX'+bY'+gXr+eXr  =  cZ*. 
aX*+bY'+dX'Y'+fX'Y+gXY'  =  cZ' 
Ldsuog;  (X,  Y,  Z)  durch  Functionen  dritten  Orades 
I  Falle  (1),  durch  Functionen  vierten^und  achten 
e  (3)  beetimmen,  wcdd  {x,  y,  s)  die  Lflenng  einer 
30  bez.  vierten  Gradea  iat,  nnd  wenn  die  lioken 
bez.  (2)  gleich  Null  gesetzt  eine  ganzzahlige  L^ 


8ar  quelques   ^uations  biquadratiques  et 

Sea.    Acc.  P.  N.  L.  XXXI.  397-428. 
;  der  in  der  oben  erwähnten  Abbandlnog  geg&- 
auf  Gleichungen  von  der  Form 

j4u'  =  Bx*+Cy*. 
Gleichungen 

u"  =  3aj'— 2y*, 
8«'  =  x*-{-ly\ 
5k'  =  Ix*— 2s* 
lOaen.  .  Sn. 


ar  la  rdduction  d'une  formule  biquadratiqae 

,    Aec.  P.  N.  L.  XXXn.  166-202. 
izeigt,  däBS  anter  Anwendung  rationaler  Substitn- 
;abe  nur  dann  allgemein  lösbar  ist,   wenn  das 
Dom  doppelte  Wurzeln  hat,  reciprok  oder  aoost 
iine  Form  zweiten  Grades  zurOckfllhrbar  ist 
Sn. 

Nouvelles  formules  pour  r^daire  k  un 
leur  d'un  polynöme  rationnel  du  quatri^me 
P.  N.  L.  XXX.  211-297. 


G»pit«l  1.    AllgemeiDU. 

Methoden,  am  aus  einem  rationalen  W 
Tltt+bx+cx*+dx'-i-ex*  rational  macht,   on 
Toa    derselben    Eigenscbaft    zu    6aden. 
Problems  znr  Theorie  der  VerrielfiUtigung  i 


Scott,  G.  Eastwood.     Solutions  of  i 

Bdac.  Timei  XXXIII.  Tl. 
Die  n"  nngrade  Potenz  einer  ungraden 
kann  als  die  Differenz  zweier  Quadratzahlei 
Weisen  dargestellt  werden. 


F.  PisANi.     Solution  d'une  question  (1 

XJI.  624-626. 

Es  werden  Zahlen  gesucht,  die  gleich  < 

drale  zweier  aufeinanderfolgender  Zahlen  ni 

der  Summe  der  Quadrate  dreier  aufeiuanderfc 

El  giebt  deren  unendlich  viel,  wie  z.  B.  5, 


Th.  Pefin.     Snr  quelques  ^quations 
second   degr^  et  du  quatrifeme.    Ac« 

T9-129. 
Für  die  Gleichungen 

ax*-\-2bx'y*-\-cy*  =  »' 
woden  die  Bedingungen  der  Löslicbkeit  an 
dang  einer  particnUtren  Lösung  und  die  I 
Deinen  aus  derselben  gezeigt.  Die  hier  gc 
die  erste  Glräcbung  wird  mit  der  von  Gause 


E.  Catalan.     ün  Douveau  thdor^me 

NC.  11.  VI.  552-553. 


ni.  Abachnitt    ZbhleDtheorie. 

der  fünften  Potenzen  der  n  ersten  ngUrlicbeii 
B  Keunfaobe  dieaer  Samme  lä88t  uch  in  drei 
Ire  Quadrate  zerlegen.  Hn.  (0.) 


emarque  sur  un  article  des  Nouvelleg  An- 

.  Adq.  (2)  XIX.  454-456. 

ezieht  Bich  auf  eine  Arbeit  von  DoBtor  über  die 
gleichen  Potenzen  der  «  ersten  Zaiilen  (s.  F.  d. 
I78)>  Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  dort  gege- 
licbt  so  einfftcb  seien,  wie  die  früher  (1873)  von 
,  „Kechercbes  sur  l'analyse  inditerminäe  et  l'aiHh- 
lante,"  Moulins  p.  79-88  gegebenen.  Letztere  be- 
Satz :  „Die  Summe  grader  Potenzen  der  x  enten 
)rai8oh  theilbar  durch  die  Summe  der  Quadrate 
ilen,  und  der  Quotient  ist  eine  ganze  Function  ron 
0. 


utioD  d'une  qaeation  (1296).    Nonv.  i 


t'+  Cy'  =  0    und    ^a"+B(J"+  C/' =  0 
le  Lösungen  der  Gleichong 
Ai!'4-By'+C!»'  =  0, 

=  ß/?/?  (aß'-a'(0+  Cyr'  (oy'~«'y), 
=  Aaa'{Ya'—/a)-\-Bßßf(yßf-y'ß) 

ng.  C 


Solution  d'une  question  (1312).   Noo».  am. 
». 

des  Products 

)-<?•+/•)•[(«+/»)'+ C/J+y)'+Cr+«)1 
von  drei  Cuben.  0. 
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M.  ßocHETTL     Solution  d'une  question  (1313).    Noov.  Ann. 

(2)  XIX.  431. 

E^ne  Zahl  p,  die  Summe  von  n  ganzen  Cuben^  ist  gegeben. 
Man  soll  eine  Zahl  q  so  bestimmen,  dass  p*q  gleich  der  alge- 
braischen Summe  von  n  ganzen  Guben  ist.    Es  ergiebt  sich 

«=»1 
0. 

E.  Fauquembbrgue.     Solution  d'une  question  (1297). 

Nony.  Ann.  (2)  XIX.  430-431. 

Zerlegung  des  Vierfachen  und  des  Quadrates  von  4}i*-|-  27?* 
in  die  Snmme  zweier  Guben.  0. 


Th.  Pepin.      Solution    d'un  problfeme    de  Fr^nicle   sur 
deux  triangles  rectangles.   Acc.  P.  N.  L.  xxxm.  284-290. 

Zwei  rationale  rechtvrinklige  Dreicke  zu  finden,  so  dass  die 
Hypotenuse  des  einen  gleich  einer  Kathete  des  anderen,  und  dass 
die  Differenz  der  Katheten  in  beiden  Dreiecken  die  nämliche  ist. 
Die  Aufgabe  verlangt  die  Verwandlung  eines  Polynoms  vom 
vierten  Grade  in  ein  Quadrat.  Sn. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  Zahlen- 
theoretischen  Inhalts  von  Kniseley,  H.  Pollexfen, 
Moret-Blanc,  J.  L1SSEN90N,  E.  Santomauro  finden 

sich    Educ.  Times  XXXIIl.  110-111;   Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  461-462, 

472478;   Riv.  d.  mat.  el.  (2)  I.  229-237. 

0. 

E.  Frbsbt.     On  magic  Squares.   Wash.  Ball,  hl  143-147. 

Sn. 


III.  AbaohDitt.    ZfthUotheorie. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

EN8.  Zur  Lehre  von  den  quadratischen  Formen 
Oßitiver  Determinante.  Borcbardtj.  ixc-  332-339. 
Beweis  des  Hauptsatzes,  dass  zwei  reducirte  Formen  von 
>eterDiiDante  nur  dann  eigentlich  äquivalent  sein  können, 
derselben  Periode  angehören,  der  sich  neben  die  Be- 
1  Gauss  and  Diricblet  stellt. 

usgeschickt  werden  die  Begriffe  des  .rechten  Kachbars" 
,Periode".  Zu  jeder  reduoirten  Form  (o,  b,  a')  gehOrt 
cb  eine  zweite  (a',  V,  a"),  wo  6+6'  =  0  (med  tf).  Dies 
icbte  Nachbar  der  ersten  Form.  Dabei  bestimmen  sich 
durch 

&' = -6+Ä(a'),    a"  =    ^'  7^   , 

ir  Zahlenwerth  von  a'  und  A  die  grösste  in  ■'  .  ,.  eot- 
anze  Zahl  ist.    So  kann  man  einen  Cyolus 

f,f,.f,.  ...f.-„f, 

'o  fi+i  der  rechte  Nachbar  von  fi  und  f^  wieder  f  ist 
len  f  bis  fn^i  bilden  dann  eine  Periode,  wo  die  ersten 
ten  abwechselnde  Vorzeichen  besitzen.  Daher  kann 
die  beiden  vorausgesetzten  eigentlich  äquivalenteD  re- 
Pormen  f,  F  aunehnien,   dass  ihre  ersten  GoefBcienten 

ind.     Die  Substitution  f"  ^)  führe  f  in  F  Über.       Au« 

1  immer  erlaubten  Annahme  folgt  sogleich  die  zweite, 
amer  positiv  genommen  werden  kann.  Von  den  zwei 
ichen  Fllllen  ß  =  0  und  ß  nicht  =  0  wird  der  erste 
lurch  erledigt,  dass  dann  auch  y  =  0  ist,  nnd  dann 
,  F  identisch.  (Umgekehrt  folgt  auch  ß  =  0  aus  y  =  o.l 
in  Fall  ist  es  weiter  erlaubt,  auch  ß  positiv  anzunehmen 


Gapitel  2.    Theorie  der  Formen.  141 

(DÖthigenfalls  hätte  man  nur  f  mit  F  zu  vertauschen).  Dann  sind 
aber  auch  y  und  d  positiv.  Man  kann  also  alle  Goefficienten 
der  Substitution,  die  f  in  F  überführt,  immer  als  positiv  annehmen. 
Dann  wird  der  reehte  Nachbar  von  f  gebildet,  aber  in  einer 
von  der  gewöhnlichen  abweichenden  Form.  Die  obige  Zahl  h 
Usst  sich  nämlich  ersetzen  durch  die  Zahl  h^ ,  die  einfacher  die 

grösste  in  -3-  enthaltene  ganze  Zahl  darstellt.    Es  ist  also 

Bildet   man  nun    wieder   den  rechten   Nachbar  von  fiif^y    so 

f  W'  ^^®  A  ^°  ^a  überführt, 
lauter  positive  und  durchweg  kleinere  Goefficienten  besitzt  als 
\  \)'  Ist  speciell  y*  =  0,  so  ist  nach  Obigem  f,  =  F.  Ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  geht  man  analog  von  /*,  über  zu  f^.  Die  Coef- 
fidenten  der  neuen  Substitution   ^  „  ^, J ,  die  f^  in  F  überfllhrt, 

mnd  wieder  positiv  und  noch  kleiner  als  die  früheren.  Die  fallende 
Reihe  der  y:  y,  y\  /',...  muss  nach  einigen  Schritten  abbrechen, 
d.  h.  man  gelangt  zu  einer  Zahl  y^"^^  =  0.  Dann  ist  aber 
fs,  =  Fj  was  zu  beweisen  war.  My. 


J.   GiERSTBR.       üeber    Relationen     zwischen     Classen- 
anzahlen  binärer  quadratischer  Formen  von  negativer 

Determinante.     Erl.  Ber.  I88O,  Clebsch  Ann.  XVII.  71-84. 

lieber  den  ersten  Theil  dieser  Mittheilungen  ist  schon  F.  d.  M. 
XL  1879.  146  referirt  Er  enthält  die  Relationen  zwischen  Glassen- 
uhlen  ppj  die  durch  Oleichsetzung  der  beiden  Moduln  aus  den 
Klein'schen  Ikosaeder-Modulargleichungen  folgen.  Der  zweite  be- 
schäftigt sich  im  Anschluss  an  die  Klein'sche  Theorie  der  ellip- 
tisehen  Modulfunctionen  (cfr.  die  Note  von  Klein)  mit  den  un- 
^lich  vielen  entsprechenden  Classenzahlrelationen.  Das  Mittel, 
sie  zu  erhalten,  besteht  darin,  dfe  „Coincidenzen^  der  Klein'schen 
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Modularcorrespondenzen  m^'  Stufe  einmal  arithmetisch,  eimnal 
algebraisch  abzuzählen. 

Das  erste  ergiebt  immer  eine  Summe  von  Glassenzahlen ;  die 
Vergleichung  beider  Producte  die  gesuchte  Relation,  m  kann  un- 
endlich viele  Werthe  annehmen. 

Die  arithmetische  Abzahlung  bietet  nach  Angabe  des  Herrn 
Verfassers  keine  principielle  Schwierigkeit,  Air  eine  beliebige 
Primzahlstufe  wird  sie  durchgeführt. 

Bei  der  algebraischen  Abzahlung  macht  die  allgemeine  De- 
finition der  Modularcorrespondenz  m^  Stufe  viel  Mühe.  Der  Herr 
Verfasser  beschränkt  sich  daher  auf  den  Fall,  wo  das  Geschlecht 
p  =  0  ist.  Dann  hat  man  es  nur  mit  Modulargleichungen  schlecht- 
hin zu  thun.  „Die  dahin  gehörigen  Classenzahlrelationen  ent- 
halten auch  die  acht  Eronecker'schen  Formeln  und  zwar  als  For- 
meln 2*«%  4%  8*«%  16**'  Stufe." 

Das  ganze  System  der  zu  p  =  0  gehörigen  Relationen  theiit 
der  Umstand,  „dass  ihre  rechten  Seiten  sich  durch  höchst  ein- 
fache a  priori  angebbare  Theilersummen  darstellen  lassen.^  Als 
Beweis  werden  wirklich  aufgestellt  die  Qesammtergebnisse,  die 
zur  7**°  Stufe  gehören. 

Das  Referat  kann  auf  die  Ausfllhrungen  im  Einzelnen  nicht 
gut  eingehen,  da  sie  die  Elein'sche  Theorie  der  Modulfunctioneo 
vollständig  voraussetzen.  Folgendes  möge  aber  noch  besonders 
hervorgehoben  werden« 

Bei  der  arithmetischen  Abzahlung  tritt  als  Factor  der  Classen- 
zahlsumme  eine  wichtige  Grösse  auf,  das  Gewicht  g  (nach  Herrn 
Klein).  Dies  ist  zugleich  die  Zahl  der  linearen  TransformatiooeD 
der  Modularcorrespondenzen  in  sich,  die  zugleich  das  Verhält- 
nis der  ursprünglichen  Moduln  zu  den  transformirten  ungeändert 
lassen. 

Bei  der  Aufstellung  der  rechten  Seiten  der  Relationen  ftr 
die  7^  Stufe  treten  vier  ausgezeichnete  Hauptmoduln  auf,  aus 
denen  sich  alle  übrigen  rational  zusammensetzen.  Daher  gelingt 
es,  alle  Formeln  7^'  Stufe  mit  Hülfe  eines  Parameters  f  (n)  ein- 
fach darzustellen.  Dieser  Parameter  aber  selbst  ist  eine  noch  zu 
erforschende  complicirtere  zahlentheoretisohe  Function. 
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Am  Schlüsse  setzt  der  Herr  Verfasser  sein  Verhältnis  zu 
den  hierhergehörigen  Arbeiten  von  Liouyille  nnd  Eroneeker  kurz 
auseinander.  My. 

Th.  Pepin.     Composition  des   formes   quadratiques  bi- 
naires.    acc.  p.  n.  l.  xxxiil  6-73. 

Der  Herr  Verfasser  stellt  die  Lehren  tlber  die  Composition 
qoadratisoher  binärer  Formen  in  voller  Allgemeinheit,  also  ohne 
sich  auf  die  Betrachtung  von  Formen  derselben  Determinante  zu 
beschränken,  zusammen.  Er  vermeidet  dabei  langwierige  Rech- 
Dangen,  durch  die  bei  Gauss  das  Studium  der  entsprechenden 
Untersuchungen  erschwert  wird.  Es  ist  hier  nicht  möglich  die 
Einzelheiten  der  Arbeit  zu  verfolgen;  doch  sei  wenigstens  auf 
die  neuen  Theoreme  des  letzten  Abschnittes  aufmerksam  gemacht. 
Die  einzelnen  Paragraphen  behandeln:  Die  noth wendigen  Bedin- 
gungen dafür,  dass  eine  Form  in  ein  Product  zweier  gegebener 
anderer  transformirbar  sei;  die  Lösung  des  Fundamentalproblems 
der  Zusammensetzung  quadratischer  Formen;  die  Zusammen- 
setzung der  Formen  von  gleicher  Determinante;  die  Zusammen- 
s^zungen  der  Ordnungen,  Genera  und  Classen;  die  Eintheilung 
der  Classen  in  Perioden;  die  quadratischen  Formen,  welche  zu 
gewissen  Potenzen  ganzer  Zahlen  gehören.  No. 


A.  Markofp.     Sur  les  formes  quadratiques  binaires  in- 

d^finies.    Glebsch  ADD.  XVn.  379-400. 

Fortsetzung  der  Arbeit  Glebsch  Ann.  XV.  (cf.  F.  d.  M.  XI. 

1879.  p.  147).    Einer  jeden  Classe  von   binären   quadratischen 

Formen  von  positiver  Determinante  entsprach   eine  bestimmte 

Beibe  ganzer  positiver  Zahlen 

...  a— 3  CT—?  a_i  a^  a^  o,  ... 
Qod  umgekehrt. 

Das  Verhältnis  zwischen  2^0  und  dem  Minimum  dieser  For- 
men ist; 'gleich  dem  Minimum  der  Summe  der  beiden  Eetten- 
brttehe 
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l 

+  L- 

=  -sr 

(tTarUbel). 

<M.+  1 

ot- 

.  +  1 

o*+i  +  •  ■ 

«1-I+-. 

'erdeD   nun   mehrere   Terschiedene   SpedalßUle   untersQcbt 
vicfatigate  darunter  ist  darcb  die  Ungleichung  bestimmt 

St  ™/>|  ftr  jedes  k. 
lieaeu  Fall  wird  die  Periode  der  Reibe  der  o  bestinimt,  eo- 
las  Maximum  tod  -q— ■ 

^Br  die  Perioden,  die  verschiedenen  Werthen  von  k  xngc- 
,  wird  eine  Tabelle  aufgestellt,   die  aioh  gehen   im  eraten 
von  BerDoulIi's  „Reoueil  ponr  les  astronomea"  findet, 
iine  Anwendung  wird  gemacht  auf  die  LOsung  der  Glei- 

iDzen  und  poBitiven  Zahlen.  H/. 


•oiNCAEE.     Sur  les  formes  cubiques  ternaires. 

EL  XO.  1886-1339. 

)ie  ternären  cnbisohen  Formen  werden  je  nach  den  E^gen- 
:en  der  Carven,  welche  sie  repr&sentiren  können,  in  siebCD 
!n  getbeilt  Es  werden  die  Eigenschaften  der  linearen  Sub- 
ouen  unteraucbt,  welche  eine  gegebene  Fonn  in  üch  selbst 
Ihren.  Fttr  jede  Classe  ^ebt  es  reduoirte  Formen,  deren 
cienten  angegebene  Grossen  nicht  tibersteigen.  In  be- 
ter  Zahl  kommen  solche  nur  in  einzelnen  Classen  vor. 
und  fthnliofae  Resultate  sind  auszugsweise  angegeben. 

No. 


'oiNCABB.     Sar  la  räduction  simultan^  d'une  forme 
adratique  et  d'ane  forme  Hn^aire.   0.  b.  xoi.  844.816. 
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Auszug  aas  einer  Fortsetzung  der  eben  besprochenen  Arbeit 
Andeutongen  über  die  Substitutionen,  welche  eine  quadratische 
und  eine  lineare  Substitution  in  sich  selbst  transformiren.  Ist  m 
eine  gegebene  ungrade  Zahl,  und  sind  a,  b  die  kleinsten  ganzen, 
c,  d  die  kleinsten  ungraden  ganzen  Zahlen,  welche  die  Glei- 
chungen 

erftllen,  so  ist 


(^±^y  =  a^t^üi. 


No. 


C.  Jordan.   Sur  l'^qaivalence  des  formes.  o.  R.  xc.  1422-I42d. 

Es  sei 

F=:  Norm(a„  x^-\ f-öi«aj«)  +  —  4-Norm((ini  a?,-] h«»«»«».); 

die  X  und  die  a  können  complex  sein.  Jede  Form  F  mit  einer 
nicht  verschwindenden  Determinante  kann  auf  eine  andere  re- 
dadrt  werden,  in  der  die  Moduln  der  Goeflficienten  unterhalb  ge- 
wisser Grenzen  liegen.  Die  F  mit  ganzzahligen  CoefGcienten, 
welche  zu  derselben  Determinante  gehören  ^  theilen  sich  in  eine 
endliche  Anzahl  von  Classen.  Die  linearen  Substitutionen  mit 
^nzen  CoeflGcienten ,  welche  eine  Reducirte  in  sich  selbst  über- 
fthren,  haben  Grenzen  ftlr  die  Moduln  ihrer  CoeflGcienten.  (Vgl. 
dis  Referat  p.  105.)  No. 


L.  Chabvk.  De  la  r^duction  des  formes  quadratiques 
temaires  positives  et  de  son  application  aax  irration- 
nelles  du  troisi^me  degr^.    Ann.  d.  rfic.  N.  (2)  IX.  Sappl. 

3-156. 

L  lieber  die  Reduction  der  quadratischen  Formen.  II.  Re- 
dncfionsmetbode  von  Selling.  Nach  kurzer  Besprechung  der  Ar- 
beiten von  Gauss,  Seeber^  Eisenstein,  Dirichlet  wird  die  von 
Herrn  Selling  angegebene  Methode  bebandelt.    Wir  verweisen 

^«tHkr.  d.  Mftfh.  XIL  1.  IQ 
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hinsichtlich  derselben  auf  das  Referat  F.  d.  M.  VI.  1874,  128-131. 
Es  wird  gezeigt,  dass  die  aufgestellten  Bedingungen  aoareicheo, 
um  zu  jeder  gegebenen  Form  eine  einzige  reducirte  Form  fest« 
zulegen,  falls  man  von  der  Anordnung  der  Coef&cienten  absieht 
Daran  schliesst  sich  der  Beweis  des  Qauss'schen  Satzes,  dass  das 
Product  der  drei  Minimalwerthe  einer  Form  kleiner  als  das 
Doppelte  ihrer  Determinante  ist  III.  Untersuchung  der  Sub- 
stitutionen, durch  welche  eine  Form  reducirt  wird.  Es  handeh 
sich  dabei  um  die  Reduction  einer  Form,  welche  aus  einer  re- 
ducirten  dadurch  entsteht,  dass  ein,  oder  dass  mehrere  Coeffi- 
cienten  durch  stetige  hinreichend  kleine  Aenderungen  die  Be- 
dingungsgrenzen überschreiten,  welche  die  ursprüngliche  Form 
zu  einer  reducirten  machten.  Dann  lässt  sich  die  Reduction  der 
neuen  Form  durch  die  Gombination  zweier  Substitutionen  S,  T 
mit  den  GoefGcienten  0,  +1,-1  erreichen,  und  umgekehrt  Ital 
sich  jede  Substitution,  welche  die  Reduction  leistet,  aus  S  und  T 
combiniren;  die  beiden  lassen  sich  nicht  aufeinander  znrfldc- 
führen.  IV.  Untersuchung  der  Irrationalitäten  dritten  Grades. 
Hermite'sche  Methode.  A)  Gleichungen  dritten  Grades,  bei  denen 
nur  eine  Wurzel  reell  ist  Es  seien  a,  ßj  y  diese  Wurzein,  J  eiiie 
positive  veränderliche  Grösse, 

f  =  (x+ay+a'zy+2J(x+ßy+ß'zXx+yy+y'z) 

mit  der  Determinante  Z>  =  -f  A^J^,  wobei  —A*  die  Discriminante 
der  Gleichung  dritten  Grades  ist  Reducirt  man  f,  so  erhält  inan 
bis  auf  einen  constanten  Factor  eine  Form 

F  =  {X+A,  Y+A,zy+2JP(X+B,  Y+B,Z){X+C,  Y+C,Z), 

in  welcher  die  Goefficienten  il,,  A^,  £,,  B,,  C^,  C,  unterhalb  ge- 
wisser durch  A*  bestimmter  Grössen  liegen.  Lässt  man  daher 
J  beständig  wachsen,  so  durchläuft  F  eine  Reihe  von  Formen, 
bei  denen  diese  Goefficienten  sich  periodisch  wiederholen.  Es 
wird  bewiesen,  dass  die  im  vorigen  Abschnitte  besproebenen 
Substitutionen,  durch  welche  eine  durch  stetiges  Wachsen  von  J 
aus  F  entstandene  Form  reducirt  wird,  sich  gleichfalls  periodisch 
wiederholen.    Es  wird  dies  an  den  Gleichungen 
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durehgeftlbrt    B)  QleichuDgen  dritten  Grades,  deren  drei  Wurzeln 
reell  sind.    Hier  wird 

za  Grunde  gelegt;  A  und  B  durchlaufen  die  Wertbe  von  0  bis  oo; 
die  redncirte  Form  wird  bis  auf  einen  constanten  Factor 

f  =  (Jf+il.  r+i4,Z)'+iiP(X+B,F+B,Z)«+B(?(X+C,F+C.Zy, 

wo  ftlr  die  secbs  Goefficienten  A^,  A^y  B^,  B„  C^,  C,  gleiobfalls 
obere  Grenzen  bestehen;  die  obigen  Schlüsse  wiederholen  sich; 
aber  wegen  der  beiden  Variabein  A^  B  giebt  es  fiir  die  sich 
wiederholenden  Substitutionen  doppelte  Periodicität.    Die  Sache 
Usst  sich  geometrisch  u.  A.  so  darstellen,  dass  die  bei  der  re- 
dacirten  Normalform  auftretenden  sechs  Goefficienten,  welche  in 
i,  B  linear  sind,  als  Linien  in  der  A^  B-Ebene,  die  Form  selbst 
als  Sechseck  aufgefasst  werden;  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
Form  redndrt  sei,  ist  dann  die,  dass  der  Punkt  (il,  B)  innerhalb 
des  Sechsecks  liege.    Ueberschreitet  (il,  B)  eine  Seite  desselben, 
80  geht  er  in  ein  anderes,  der  neuen  Form  angehöriges  Sechseck 
aber.    Die  doppelte  Periodicität  liefert  je  nach  der  Art  des  Fort- 
ganges zwei  Reihen  von  unter  sich  periodischen  Sechsecken;  die 
Vereinigung  beider  Schemata  überdeckt  die  gesammte  il,  £-Ebene. 
Periodisch  ist  nur  die  Art  des  Ueberganges;  die  einzelnen  Poly- 
gone fflod  von  einander  verschieden.   Die  Sechsecke  können  de- 
generiren.    An  einigen  Beispielen   wird   die  Theorie  erläutert 
V.  Complexe  Einheiten,  welche  aus  Irrationalitäten  dritten  Grades 
gebildet  sind.    Hit  Hülfe  einer  redudrten  Form  und  einer  com- 
plexen  Einheit  ist  eine  zweite  redncirte  Form  ableitbar;  durch 
zwei  redaeirte  Formen  bestimmt  sich  eine  complexe  Einheit 

No. 


10* 
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Capitel  3. 
Kettenbrüche. 

Sur  1a  r^duction  en  fractions  continues  de 
d^signant  un   poIynöme   entier.    LionviUe  J. 

Sur  la  r^uction  en  fractions  continuea 
}tion  qui  satiafait  h.  une  ^uation  lin^re 
r  ordre  k  coefQcients  rationnels.   Bnli.  S.U. F. 

.  Sur  ]a  rddaction  en  fractions  continues 
ic  de  fonctions.   Boii.  s.  H.  F.  vm.  1S2-187. 

Sur  une  g^n^ralisation  de  la  th^orie  des 
K)ntinues  alg^briqaes.  BqN.  s.  u.  f.  Tili.  isi-iM. 
cbn.  VU.  Cap.  1. 


lieber    die   Eigenschaften   des  aus   eioer 
irzel  hervorgehenden  Kettenbraches. 

idluDg  ist,  abgeaehflD  ron  einigeu  kritischen  Be- 
Ir  Schaler  gescbrieben.  Sie  stellt  in  neuer  und 
r,  dabei  klarer  und  Hberncbtlieher  Art  die  Eigen- 
eriodischen  KetteDbrflche  zuBammen,  welche  reioeo 
OleicbuBgen  entsprechen.  No. 


Trois   tbÄsrfemes  relatifs  k  la  th^rie  des 

Teizflir&J.  II. 


ickelung  von  Va-j-fr^e  io  einen  Eettenbrnch   ron 


Gapitel  3.    Kettanbri 
o.^■A»^-^■_l 

WO  o,  b,  a^,  ß,,...  ganze  Zahlen  sind 


Hekmks.      Bechenschema   für    dU 
Qaadratwarzel  in  einen  Kettenbi 

438-443. 
Durch   eine   geschickte   AnordnuDf 
welche    flir  die   Lagrange'sche   Ketten 
Quadratwurzel  Baassgebend  sind,  gelang 
dem  Schema: 

^-*'+-s:'  "ST"  '■^"^' 

und  endlich 

t'»  =  ».  +  T-+-l-      I 


Wie  ongemein  dJeeeB  Verfahren,  dem 
die  Becfaaung  abkürzt,  leuchtet  von  i 
andere   Theoreme   erhalten   in   der  Ab 


W.  JuMG.     Ein  neuer  Kettenbrua 
CHOpia  IX.  157.  (Bdhmiach.)- 
Das  Resultat  der  Transformation 
kinnten  Kettenbmchs  fHr  arctg  liefert  ( 
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6+^ -, 

3-1 +  - 


9+i 


■  11+-. 

Std. 


Vierter  j 

Wahrscheinlichkeitj 
binatic 

Fe.  Gbbbäldi.     Nota  sopr 

formola  combinatoria.   Bi 

Der  Verfasser  geht  von  df 

wo  (zj  die  Anzahl  der  Combin 

bezeichnen  soll.  Er  zeigt  znnS 
die  Beweise  Terscbiedener  beki 
nod  kommt  dann  aaf  die  S2tze 

1)  dasB  eine  Zahl,  gleich 

gc-i3 

durch  1,2... n  theilbar  ist, 

2)  daafl  eine  Zahl,  gleich 

Bteta  eine  ganze  Zahl  ist,  nnd 
gleieh  I,  wenn  fi  =  n,  sowie 
rang  wir  ans  versagen  mtlssen, 
Klbet  einzogehen  hätten. 


initL  W»hr8clieiDlicbkeitirecbDDng  D.  Combinatioiialabn. 

iiÖKA.     Ueber  eioe  neue  Formel  der  Combi- 

PrBg.  BOT.  1879.  295-298. 

sU  sich  um  die  allgemeiDe  Formel  fttr  die  Summe 

Blementen 

1,  2,  3...n— 1 

mbiiuttioiieii  k^  Ordnung.    Der  Verfasser  findet 
C»),        -1  0         ...  0 

W.     C»-l),         -2       ...  0 

C"),     («-1).      (n-Ü),     .  .  .  0 


(ii)»+.     C«-l)t     C„-25*-.  .  .  .  (u-ft+l). 
Im. 


iGADO'.     Theorie  g^n^rale  dee   combinaisoDs 

ititions.    Jörn.  d.  bc.  m.,  ph.  e  D&t  VIIL  (Portagiesitch). 

Bit    enthält    die    Elemente    der    Combinationslebre. 

beginnt  mit  dem  Beweise,   dass  die  Anzahl  der 

die  man  r  Elementen  geben  kann,  von  deoeo  das 

is  zweite  ßmai  etc.  vorkommt,  gleich  ■-■fm^} 

eine  Methode  zur  Aufstellung  dieser  Anordnungen  an. 
r  die  Zahl  der  Anordnungen  vom  m  Elementen  za  n 
gleichen  Elementen  und  findet 

'l=t£^+...|. 


t  ol/Jl...  ^  ßiy'... 
asBer  bestimiiit  ferner  die  Anzahl  der  Änoi^Daugei] 
iten  zu  je  n  mit  Wiederholung  von  r  dieser  £Ie- 
idet 

,!s  '"''^-  ,  'c,«<.£  "''!•::-'  +■■■, 

in  allen  Systemen  Werthe  haben,  die  nicht  kidner 
I  dass  «  +  /S  +  y"<  oder  =n. 
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Schliesslich  geht  er  zu  den  Combinationen  über,  für  die  er 
dieselben  Probleme  löst    Die  Zahl  mit  Wiederholung  ist 

Tx.  (0.) 
P.  BoscHi.     Kicerche  sopra  una  questione  di  partizioni 

di  numeri.    Mem.  di  Bol  (4)  I.  555-573. 

Es  handelt  sich  um  die  Beantwortung  der  Frage,  auf  wie 
Tiel  yerschiedene  Arten  durch  Summation  von  s  Zahlen  aus  der 
Reihe  1 .2...ii  die  Zahl  p  gebildet  werden  kann.  Es  werden  dann 
die  Fonneln  für  s  gleich  2,  3,  4  entwickelt    Der  Verfasser  setzt 

x^S2^+i  +  af+*S2/-+2  +  --ir""^Ä,«-i  =  S^^  u.  s.  w. 

und  zeigt,  dass  allgemein  S^^r  entwickelt  und  nach  Potenzen  von  x 
geordnet,  durch  den  Goefficienten  von  xp  angiebt,  auf  wie  viel 
ferschiedene  Arten  die  Zahl  p  durch  Summation  von  n  Zahlen 
der  Reihe  r,  r+  1,  r-)-2, . . .  n  entstehen  kann.  Es  werden  so- 
dann die  vorbemerkten  Ausdrücke  umgeformt  und  vereinfacht,  so 
dass  sie  zur  Lösung  der  gestellten  Frage  verwendet  werden 
kSnnen.  Ls. 


M.  LioNNET.     Note  relative  aux  intersections  int^rieures 
des   diagonales   d'un  polygone  convexe.     Nouv.  Ann.  (2) 

XIX.  456-457. 

Es  wird  unmittelbar  gezeigt,  dass  die  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte der  Diagonalen  eines  convexen  Polygons  von  m  Seiten 
im  Innern  des  Polygons  gleich  ist  der  Anzahl  der  Combinationen 
TOB  4  aus  m  Elementen  Ci.  Ls. 


M.  d'Ocagne.      Remarque   sur    un   probl^me  d'analyse 

combinatoire.    Noav.  Ann.  (2)  XIX.  44-46. 
Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Diagonalen  eines  convexen 


tt  WahncheiDltcbkeiUreohniuig  n.  CoinbiD4(9oiu1ahn. 
n  Seiten  im  Innern   des  Polygoni  A^.  wird  ge- 

Der  Verfasser  entwickelt  diesen  Werth  uu  der 
,^1 ,  nachdem  er  gezeigt  hat,  dass  diese  Differeu 
Lb. 


Mfttliematical  notes.  Froc.  ofsdinb.  x.  400-«H. 
in  Problem  der  Anordnnngelebre.  2)  Graphiscbe 
ichnng  V^f^  =  0.  Cly.  (0.) 


ätze  und  Aufgaben  über  CombiDationen  etc. 
[iBEUAN,    W.  J.  C.  Sharp,    J.  L.  Kitcbin, 

Snden   sich  Ednc  Tioei  XXXUL  20,  41,  113,  lU. 
0. 


Solutions  r^guli^rea  du  problfeme  d'EuIer 
tie  du  cavalier.  Bnii.  8.  u.  F.  vnr.  82-103.  i3a-i58. 
»sante  Abhandlung  enthält  eine  amfassende  Dtr- 
gelmässigen  Rösselsprtlnge,  von  den  einfadiiten 
id  und  allm&blig  zu  verwickelteren  Aafgaben  fort- 
3  gedrängte  Karze,  mit  welcher  der  Verfuser 
and  behandelt,  verbietet  uns  eine  auBZOgsweise 
l',  diejenigen,  welche  sich  für  den  BösBelapnui; 
seen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst  verweisen. 


B  Haan.     Gelukspelen  met  dobbelsteenen. 

I.  49-66,  113-123. 

88  an  frühere  Aufsätze  des  Verfassers  über  den- 
ind  (8.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  157)  wird  hier  von 
der  Wahrscfaeinlichkeitsreehnung  auf  das  Wttrfel- 
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gebandelt  Dabei  wird  das  Gesetz  fbr  das  Werfen  einer 
Zahl  mit  einer  beliebigen  Zahl  von  n  Würfeln  gesacht  und  eine 
Tabelle  binzngeftlgt^  welche  sich  bis  n  =  8  erstreckt.  Einige 
Folgerangen  hinsichtlich  der  bekanntesten  nnd  gebräachliehsten 
Würfelspiele  schliessen  sich  dem  an.  6. 


Th^rie  math^matique  du  jeu  de  la  bouillotte.    Joom.  des 

Act  1879.  289-812. 


Losungen   weiterer  Aufgaben    über   Wahrscheinlichkeit 
bei  Spielen  von  J.  L.  Kitchin,  G.  Hbppbl,  L.  Tannbr, 

Matz,   W.  H.  LoWRT  finden  sich  Edac.  Times  XXXIII.  39-40, 
1^15,  84.  Q 

0.  Stone.     A  quasi  proof  of  the  arithmetical  mean. 

A.  HalL  Query. 

Es  wird  nachgewiesen,  dass,  voransgesetzt  der  wahrschein- 
Hehste  Werth  einer  anbekannten  Grösse,  welche  zweimal  anter 
gleichen  Umst&nden  beobachtet  worden,  sei  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  aas  den  beiden  Beobachtnngswerthen^  der  wahr- 
seheinliehste  Werth  nach  drei  Beobachtnngen  gleich  dem  arith- 
metischen Mittel  der  drei  Beobachtnngswerthe  sein  mass,  und 
diss  der  Satz  allgemein  ftbr  p  + 1  Beobachtungen  gilt,  wenn  er 
Ar  p  Beobachtangen  richtig  ist  Ls. 


0.  Stone.     A  quasi  proof  of  the  arithmetical  mean. 

AsaljBtyn.  150-151. 

Es  wird  bewiesen,  dass  wenn  drei  Grössen  a^b^c  gegeben 
sind,  und  wenn 

b  +  c       -  c  +  a  a-\-b  b.  +  c. 

alsdann 


iH>  =  6ao  =  coo  =  — (a-|-6  +  c). 

ö 


Glr.  (0.) 


Khoitt.  WahrachetalicbkeiUrechnnDga.  CombinfttioDslehn. 

I 

[.     Ein  Problem  der  Feblertheorie.    z.  t  Ttim. 

18. 

ihandelte  Aufgabe,  betreffs  deren  LOsnng  anf  den 
ber  zu  verweisen  ist,  ist  folgende.  Es  eeieo  von 
x^.-.Xj,  g  Functionen  fa(ii!, ...«,)  gegeben:  und  fllr 
Beobachtungen  Werthe  gefunden,  die  bezw.  zwiscIieD 
a  itib  nnd  fla(m<fl)  liegen;  die  Genauigkeit  Aer  Be- 
I  hängt  von  r  Präcisioosmaasen  h^...hr  ab,  deren 
lie  Function  fUr  die  FehlerwahrBcheialichkeit  auf  eine 
'eise  eingehen  sollen :  E»  wird  die  Wahrsebeinlicb- 
i,  dass  bei  jenen  Beobachtungen  die  x  und  A  inner- 
gegebenen  der  (p-)-r)-faeben  Mannigfaltigkeit  der  z 
ißrigen  Bereiches  liegen.  Die  Aufgabe  wird  zunächst 
,11  p  =  2,  r  =  1  gelßat  and  dann  verallgemeinerL 
)en  ist  die  Bemerkung,  dasa  die  Fehlerfanotion  nicht 
Spielraum,  welchen  man  den  Unbekannten  x  und  i 
aa  Problem  hineinkommt,  sondern  durch  den  Spiel- 
ten man  den  beobachteten  Werthen  geben  moss,  da- 
lerbaupt  zu  einem  bestimmten  Ausdruck  fOr  die  ge- 
rscheinlichkeit  gelangt  B. 


STEH,  Od  the  law  of  the  geometric  mean  in 
.ry  of  errors.  Qo»rt.  J.  xvn.  176-iM. 
rfasser  geht  von  der  Hypothese  aus,  dass  bei  euer 
abl  von  geschätzten  Masswertfaen  einer  unbekannten 
geometrische  Mittel  aus  diesen  Schätzungen  mit 
ahrscheinlichkeit  als  irgend  ein  anderer  Werth  dem 
rth  der  unbekannten  GrOsse  entspricht,  und  nntei- 
sich  unter  dieser  Annahme  die  Tersohiedeneo  in  der 
e  vorkommenden  Functionen  gestalten. 

Lb. 

Forest.      Od  unsymmetrical  adjustments  and 

aitS.    Analfit  VII,  1-9. 
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Schloss  der  Arbeit,  über  die  bereits  im  vorigen  Bande  p.  158 
berichtet  worden  ist  61r.  (0.) 


E.  L.  DE  Forest.     On  a  theorem  in  probability. 

Analyst  VIL  169-176. 

In  dieser  Arbeit  vergleieht  der  Verfasser  die  von  ihm  dureh 
wiederholten  Gebranch  von  Ausgleichungsformeln  gefundenen 
Resultate  mit  den  bekannten  Untersuchungen  über  die  Fehler- 
theorie und  Wahrscheinlicbkeitscurve.  61r.  (0.) 


El  L.  DE  Forest.     On  some  properties  of  polynomials. 

Analyst  VH.  39^,  73-82,  106-115. 

Die  Arbeit  enthält  die  Fortsetzung  früherer  Untersuchungen 
des  Verfassers,  welche  sich  auf  die  wiederholte  Ausgleichung 
einer  Reihe 

11-2,  tt-i,  Wo»  «i>  «a,  «1-- 

doreh  unsymmetrische  Formeln  bezogen,  wie  z.  B. 

Ui  =  titio  + /l     tli      -f/2     «2     +/3     tl3     +/4    «4 

+  /-lll-l  +  l^lU^I  -f  /-3II-3  +  /-4W-4, 

die  also  die  ausgeglichenen  Glieder 

...11—2»    tl_i,    tl(),    tlf,    1*2,    tt3»-«» 

liefert,  wo 

«i  =  ft|ll|+/|lllH t-'-4tt-3)      «2  =  AjW2+/ltl3H |-'-4W-2,     U.S.f. 

Dnd  zwar  enthält  die  Arbeit  Erweiterungen  der  früheren  Resultate 
auf  Reihen,  welche  zwei  Variabein  x^  y  und  drei  x,  y,  z  ent- 
halteiL 

Der  Verfasser   betrachtet  ferner  folgendes  Problem:    „Man 
setze  voraus,  dass  die  unbegrenzte  Reihe 

tl-2,  t«_i,  14«,  t/i,  112, . .. 

Ton  algebraischer  Form  ist  und  ihre  Glieder  äquidistante  Werthe 
der  Function 
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BiDd  und  Ordinaten  der  Gunre,  deren  Gleichung  dieae  ist  Es 
mö^D  femer  diese  Glieder  aosgeglioben  sein  durch  eine  unsfci- 
metrJBche  Formel 

tl'i  =  'uttll+/lIli+']Ul-j |-/mMm+/_iI»_|+^_jtl_i-| |-i_«>l-n.. 

Man  bestimme  die  Bediaguug,  welche  Ton  den  CoefScienten  / 
erfüllt  werden  moas,  damit  das  ansgeglicbene  Glied  ufj  dieselbe 
Ordinate  für  die  Gurre  Bei,  wie  Ug."  Das  entsprechende  Problem 
für  zwei  und  drei  Variable  wird  ebenfalls  behandelt  Ferner 
wird  gezeigt,  dass,  wenn  die  Coefficienten  in 

Oi,  +  o,»  +  '»,5'H ho-»" 

als  ein  System  äquidistanter  paralleler  Kräfte  betrachtet  werden, 
welche  auf  die  als  Hebelarm  betrachtete  Axe  der  X  rechtwinkltr 
wirken,  uod  wenn  h^  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  parallelen 
Kräfte  Tom  Angriffspunkt  von  o,  oder  den  Hebelarm  des  SjStemt 
bei  UnterstHtzung  des  AngrifbpuDktes  von  a,  bezeichnet,  dann  in 
der  kf'  Potenz  dieses  Pol;nomens  der  Hebelarm  des  Systenu 
der  Coefficienten  für  einen  beliebigen  unterstützten  Punkt  U,  ist 
Dieser  Satz  wird  auf  den  Fall  von  zwei  und  drei  Variabein  aus- 
gedehnt. Glr.  (0.) 


Eh.  Czdbbr.     Zur  Theorie  der  Fehlerellipse.    Wien.  B«r 

1880. 
Der  Verfasser  giebt  eine  sehr  interessante  Darstellang  der 
Theorie   der  Fehlerellipse  auf  Grundlage  einer  tod  Bieuaymi 
1852  TerSffeatlichteD  Abhandlung.  Ls. 


H.    Sbbliobb.      WahrscheinlichkeitsbetrachtungeD   fiber 
die    Vertheilang   zuföUiger    Fehler.    A»tr.  Niehr.  xcvit 

No.  2323,  289-301. 
In  einer  frflheren  Arbeit  (Astr.  Nachr.  2284,  a.  F.  d.  M.  XL 
1879.  p.  797)  hatte  der  Verfasser  untersucht,  wie  sich  die  Wahr- 
scheinlichkeit für  das  Vorhandensein  einer  bestimmten  Aniahl 
TOD  Zeichenweebselo  in  einer  gegebenen  Reihe  von  zofUligoi 
Beobaditungsfeblem  gestaltet.    §  1  giebt  zunächst  eine  neue  Her- 
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leitaDg  des  frtther  gefundenen  Resultats;  es  wird 

»r  =  1—  -r=-  /     C-«  dt,      {m+n  =  fi  ^2mn), 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  einer  Reihe  von  tn  positiven,  n 
negativen  Fehlern  die  Zahl  der  Zeichenwechsel  zwischen  den 
Grenzen 


ifi  +  n    —   '  »     m-^-n 

Hege«  Um  nun  noch  die  Grössen  der  Fehler  selbst  zu  berück- 
sichtigen,  wird  in  §§  2  und  3  die  Häufigkeit  der  positiven  Vor- 
xeiehen  untersucht,  welche  in  der  aus  der  Fehlerreihe  gebildeten 
Reihe  der  ersten  Differenzen  auftreten.  Die  Aufgabe  führt  auf 
die  Differenzengleichung 

fix,  n)  =  {x+ 1)  f{x,  «- 1)  +  (n-a?)  ^(u- 1,  «- 1) , 

deren  Integration  ohne  Schwierigkeit  gelingt.  Das  Resultat  ist 
TOD  ähnlicher  Einfachheit  wie  vorher.  Die  analoge  Untersuchung 
ftr  die  Häufigkeit  der  Zeichenwechsel  in  der  ersten  Differenzen- 
reibe flihrt,  wie  in  §  4  und  5  gezeigt  wird ,  auf  die  Differenzen- 
gleichung 

deren  Integration  jedoch  nicht  vollständig  durchgeführt  wird. 

B. 


H.  SssLiGBR.     Bemerkung  über  die  allgemeine  Cauchy- 
sche    Interpolationsmetbode.    Astr.  Nachr.  xcvi.  no.  2295, 

23&-240. 

Wenn  man  als  Mass  fQr  die  bei  irgend  einem  Interpola* 
tioDtver£ahren  erreichte  Genauigkeit  die  Quadratsumme  der  ttbrig- 
bldbeoden  Fehler  ansieht,  so  ist,  wie  der  Verfasser  durch  all- 
gemeine Betrachtung  sowie  durch  ein  numerisches  Beispiel  fbr 
den  Fall  des  Cauchy'schen  Ver&hrens  (siehe  Liouville  J.  1837 
vsd  7.  Villarceau,  Conn.  d.  temps  1862)  nachweist,  nicht  immer 
2a  erwarten,  dass  bei  einer  bestimmten  zu  Grunde  gelegten  6e- 
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statt  der  Fonnel,  die  Rechnnog  convergire,  oder  mit  andera 
Worten,  dass  die  Genauigkeit  der  Darstellung  mit  wachsender 
Zahl  der  mitgenommenen  Glieder  wachse.  In  dem  behandelteo 
Falle  tritt  die  Divergenz  auch  dann  ein,  wenn  man  statt  der 
Fehlerquadratsummen  die  Summen  der  absoluten  Werthe  der 
Fehler  vergleicht.  B. 


T.  N.  Thiele.  Om  Anvendelse  af  mindste  Kvadraters 
Methode  i  nogle  Tilfälde,  hvor  en  Komplikation  af 
visse  Slags  uensartede  tilföldige  Fejlkilder  giver  Fejlene 
en    systematisk    Karakter.   Kjob.  Vid.  Seisk.  Skrifter  (ß)  m 

383408. 

T.  N.  Thiele.  Snr  la  compensation  de  quelques  er- 
reurs  quasi-syst^matiques  par  la  m^thode  des  moindres 

Carr^S»    Copenhagae  1880.  0.  A.  Reitsei. 

Man  findet  zuweilen,  z.  B.  bei  der  Untersuchung  von  In- 
strumentalconstanten  oder  persönlichen  Fehlern,  Fehlersysteme, 
welche  scheinbar  einen  systematischen  Character  zeigen,  wo 
aber  doch  eine  wirkliche  Abhängigkeit  von  irgend  einer  Variablen 
sich  nicht  nachweisen  lässt.  Dieses  hat  oft  darin  seinen  Grund^ 
dass  der  einzelne  Fehler  nicht  nur  eine  einzige  BeobachtUDg, 
sondern  eine  ganze  Reihe  derselben  beeinflusst,  so  dass  die 
Beobachtungsfehler  sich  anh&ufen,  wie  es  der  Fall  wäre,  wenn 
nicht  die  einzelnen  Beobachtungen,  sondern  deren  sacoesdve 
Summen  'betrachtet  würden.  Es  ist  dieser  Fall,  den  der  Ver^ 
fasser  einer  Behandlung  mittels  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate unterwirft.  Er  hebt  dabei  hervor,  dass  es  fttr  die  Behand- 
lung solcher  Probleme  von  besonderer  Wichtigkeit  ist,  dass 
alle  Gleichungen,  welche  die  vermutheten  wirklichen  Verfallt- 
nisse  definiren,  bei  der  analytischen  Formulirung  des  Problems 
auch  wirklich  in  Betracht  kommen.  Entsprechen  den  Zei^ 
punkten  1^,  /,,  I,...  die  Beobachtungen  s^,  z^,  ;s,...,  während  die  wah- 
ren Werthe  einer  Instrumentalconstante  x^  x^  x^...  sind,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  dieser  Unbekannten  die  folgenden  beides 
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»jBteme  von  Gleichangen 
X,— «^     =0  Gewicht    v 


•Pj-^i     =  0 


0,1 

V 

1,2 


X.— ajb_i  =0 


»1—1,11 


»Q—it^  =0  Gewicht  ©^ 


»1-^1  =0 


Xn-0 


n 


f>n. 


¥erdeo  diese  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  behan- 
lelty  so  geht  aus  denselben  ein  verhältnismässig  einfaches  System 
lervor,  welches  sich  durch  eine  Reihe  von  sinnreichen  Trans- 
bnnationen  auflösen  lässt.  Die  Auflösung  geschieht  successive 
larch  ein  einfaches  Verfahren,  das  sich  auf  einen  gewissen 
[ettenbmcb  stfitzt  nnd  auch  solche  specielle  Fälle  zu  berück- 
Ächtigen  erlaubt,  wo  die  Gewichte  0  oder  oo  werden.  Sie  kann 
iber  auch  auf  graphischem  Wege  ausgeführt  werden,  wodurch 
noe  Art  von  mechanischer  Ausgleichung  geliefert  wird,  bei  welcher 
ineh  auf  die  gegebenen  Gewichte  Rücksicht  genommen  wird. 
Ntch  der  typischen  Auflösung  der  Gleichungen,  welche  in  der 
Fhat  nicht  von  dem  bekannten  Gauss'schen  Verfahren  abweicht, 
intersucht  der  Verfasser  die  resultirenden  mittleren  Fehler  der 
ausgeglichenen  Werthe.  Hierbei  mächt  er  einen  ausgedehnten  Ge- 
brauch von  dem  Satze,  dass  die  in  „den  transformirten  Gleichungen'' 
links  auftretenden  Functionen  als  unter  einander  unabhängig  be- 
obachtete Grössen  betrachtet  werden  können.  Dadurch  erhält 
man  leicht  den  mittleren  Fehler  jeder  linearen  Function  der- 
selben und  sodann  auch  diejenigen  eines  x.  Auch  diese  mittleren 
Fehler  können  durch  einfache  Recnrsionsformeln  berechnet  wer- 
den, welche  auch  für  willkürlich  eingeschaltete  fictive  Beobach- 
tungen vom  Gewicht  Null  ihre  Gültigkeit  behalten.  Noch  bleibt 
die  Bestimmung  der  Einheiten  der  beiden  Systeme  von  Gewichten 
Obrig.  Meistens  sind  nämlich  von  vornherein  nur  die  Verhält- 
nisse  der  Gevrichte  c«  unter  sich,  sowie  die  der     v   ,  nicht  aber 

o,a+l 

die  absoluten  Werthe  derselben  bekannt  Die  respectiven  Ein- 
betten Ev  und  Eta  der  beiden  Systeme  lassen  sich  nur  hypothe- 
teh  bestimmen.  Der  Verfasser  nimmt  an,  dass  sie  mittels  der 
Formeln 


f  «tMkr.  d.  lUth.  Xn.  1. 


11 
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dargestellt  werden  können.  Das  Kennzeichen  daf&r,  dass  man, 
nachdem  die  ganze  Rechnung  mit  verbesserten  (Gewichten  wieder- 
holt  ist,  schliesslich  mit  richtigen  (Gewichten  gerechnet  habe, 
wird  dann,  dass  Ey  und  Ea,  der  Einheit  gleich  werden. 

Schliesslich  wird  noch  der  Fall  erwähnt,  wo  angenommen 
werden  kann,  dass  das  beobachtete  Ph&nomen  nach  Gesetzen 
variirt,  welche  sich  als  lineare  Functionen  gewisser  Veränder- 
licher ausdrücken  lassen,  und  zuletzt  erläutert  der  Verfasser  das 
ganze  Verfahren  durch  ein  numerisches  Beispiel.  Gm. 


J.  M.  DE  TiLLY.     Correspondance.   N.  c.  m.  vi.  410-414. 

1)  In  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  findet  sich  ein 
subjectives  Element.  2)  Es  giebt  einen  Fall,  in  dem  diese  Me- 
thode nicht  dazu  dienen  kann,  die  Unbekannten  zu  finden,  näm- 
lich denjenigen^  in  dem  die  corrigirten  Gleichungen  in  einander 
eingehen.  'Mn.  (O.) 

C.  H.  KuMMELL.     Proof  of  some   remarkable  relations 
in  the  method  of  least  Squares.   Analyst  vii.  84-88. 

Aufstellung  der  bekannten  allgemeinen  Formeln  ftlr  die  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate.  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  method  of  least  Squares. 

MoDthl.  Not.  XL.  600-614,  XLI.  18-83. 

Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit:  „On  the  Solution  of  the 
equations  in  the  method  of  least  Squares*^  (Monthl.  Not  XXXIV. 
311-334,  s.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  144-146).  Die  Werthe  der  in 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  vorkommenden  Orössen, 
d.  h.  die  wahrscheinlichsten  Werthe ,  die  Summe  der  Quadrate 
der  Reste,  die  mittleren  Werthe  werden  als  Determinanten  dar- 
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^tellt  und  die  A.rt  der  Bildung  dieser  DeterminanteD  aus  den 
Doeffidenteii  der  Bedingungsgleiohungen  untersucht 

In  dem  zweiten  Theil  der  Arbeit  werden  die  Ausdrücke  für 
die  mittleren  Fehler  von  x  und  y  dargestellt  in  der  Form 

iro  x^y  y^  die  durch  die  normalen  Gleichungen  gegebenen  Werthe 
nnd.  $  ist  der  Werth  von  x^  der  durch  ein  System  von  Glei- 
chungen sich  ergeben  hat,  das  sich  von  den  normalen  Gleichun- 
^  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  (c-Gleichung  durch  eine 
leue  Gleichung  ersetzt  ist;  i/  ist  der  entsprechende  Werth  von  y, 
iric  I  der  von  «,  u.  s.  w.  Glr.  (0.) 


L  GiLETTA.     Intorno  ai   fondamenti  del  principio   dei 
minimi  quadrati.   BattagUni  o.  xvm.  159-174. 

Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  eine  Reihe  von  Beob- 
lebtungen,  deren  jede  das  gleiche  Vertrauen  verdient,  fttr  die 
allbekannte  GrOsse  V  die  Werthe  o^o^o^...On  geliefert  habe. 
Er  nimmt  an,  dass  alle  constanten  Fehlerquellen  bei  den  Beob- 
lehtungen  die  sorgfältigste  Berücksichtigung  gefunden  haben,  so 
dass  die  Beobachtungsresultate  nur  noch  als  mit  den  zufälligen  Be- 
obachtungsfehlem behaftet  anzusehen  sind.  Elr  kommt  dann  zu 
dem  Sehluss,  dass  der  wahrscheinlichste  Werth  der  unbekannten 

Grösse  V  gleich  — i-I— «-it— --^-- -f  C  gesetzt  werden  muss,  wo 

C  eine  Constante. 

Dem  entsprechend  findet  er  die  Formel  fbr  die  Wahrschein- 

Hefakdt  eines  Fehlers  x  gleich  — p^  e-*'^'-^^ . 

in 

Wunderbarerweise  kann  sich  der  Verfasser  nicht  entschliessen, 
diese  Constante  C  gleich  Null  zu  setzen ,  er  glaubt  vielmehr  den 
Beweis  zu  ftahren^  dass  dies  unzulässig  sei,  und  dass  man  a  priori 
oiehts  tlber  diese  Grösse  bestimmen  dürfe.  Fast  scheint  die  Ab- 
kaadlung  zu  dem  Zwecke  geschrieben,  um  gegen  die  Annahme, 

11* 
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ie  bei  den  einzelnen  Beobaohtnngen  vorgekommenen  Fehlet 
^gleichen  werden,  so  dass  ihre  Summe  verachwindet,  is 
Ten.  Ia 


NO.     Statica  grafica.     Compensazione  degli  errori 
30TzioDali    per    un    dato   sistema   di   osserva^oni 

tti.  Band.  Iit.  Lomb.  (2)  XIU.  338-243. 
ir  Verfasser  knüpft  an  eine  vorhergegangene  Arbeit  tu 
lelben  ist  gezeigt  worden,  wie  auf  graphischem  W^  dk 
iten  a  und  ß  der  linearen  Function  y  =  a-\-ßx  bestirnnt 
,  in  dem  Falle,  daes  n  Paare  zasammengehöriger  Wertbt 
^^  gegeben  sind  und  die  Summe  JS'(y;— a — ßx^  ein  Mini' 
erden  soll.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  dieselbe  Au^ 
slöst  fllr  die  Bedingongsgleiohung 

limum,  und  zwar  auch  für  den  Fall,  dass  den  Beobaeb- 
denen  die  Werthe  Xi  und  y,-  entspringen,  eine  Te^schi^ 
Hcision  beigelegt  werden  muss.  Die  UntersnchnDg  wird 
lieb  ausgedehnt  auf  den  Fall,  dass  y  =  f(a;)  in  den  Gren- 
nnd  z,  durch  die  lineare  Function  a  -{-ßx  bestmöglichst 
werden  kann.  Ls. 


L.  Glaisbkr.      Note  on  a  point  in  the  methoH 

:a8t  Squares.     Usaaeoger  (2)  IX.  132. 
veis  des  Satzes,  dass,  wenn  die  AnzabI  der  Gleichungen 
ihl  der  Unbekannten  um  1  Rbertrifit,  der  wahrscheinliche 
iine  lineare  Function  der  beobachteten  GrSssen  ist 
Glr.  (0.) 

;en  weiterer  Aufgaben  tlber  Bestimmung  mittlere: 
the  von  Matz,  Seitz,  C.  J.  Monro,  G.  j.  Griffiths, 

I,  Crofton,    G.    Heppel  finden  sich    Ednc.  Timti 

II,  GI-G2,  75-76.  83,  95-96,  106-107. 

0. 
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A.  Pkbcin.     Note  sur  uoe  application  de  la  1( 
babilitd   da  tir.    Ber.  d'Ait.  X.  341-S4S. 


M.  W.  Drobiscb.     lieber  die  nach  der  Wahra 
keitsrechnnog  zu  erwartende  Dauer  der  Efa 

L«ipx.  Her.   ISSa  1-26. 


X  ScHLöMiLCH.      Zur   ßchuldentiignngs-    und 

rechnnng.     HoffmaDD  Z.  XI.  362-264. 

Eb    bezeiohne  K  ein  beliebiges  Capital,    q  den 

Eins  der  Capitaleinheit,  H  die  jährliclie  Abzahlung,  a 

lach  n  Jahren  verbleibende  Rest  des  schuldigen  Gap 

(1)      Ä  =  K(\+qy-  B  t'+g>"~'  . 

Es  sind  IC,  H,  R,n  gegeben  and  es  soll  q  bestimmt  wi 
Verfasser  zeigt  zuerst,  dass 

'■  =  -«^C^ 2^) 

einen  Näherungswerth  fUr  q  bildet,  und  dass  bessere  ] 
werthe  gefunden  werden,  wenn  man  der  Gleichung  ( 1 
gicbt 

_    H[{\+qy-l] 
K(\+qy-R 


9=  - 


and  dann  setzt 


_   B[ii-\-,,y-ii 
'■       ir(i+,,)--« 


E.  B.  Elliot.      The   constructioD    of   tbe    go 
sinkJng  fand.    Waah.  BdD.  in.  113-116. 
Der  Verfasaer  luacht  eine  Uittheilueg  aber  die  1 
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dem  Staatsschuldenwesen  der  Vereinigten  Staaten  Nord-Amerika'i 
und  zeigt  an  einem  Zahlenbeispiel,  dass  in  13|2993  Jahres 
750  Millionen  Dollars  getilgt  sein  werden^  da  die  Staatsschuld 
am  1.  Januar  1880  $  2011,798,504.87  und  der  Tilgungsfond 
$  472,243,622  betragen  hat;  die  Zinsen  werden  dabei  mit  jähr- 
lich 5  Procent  angenommen.  Ls. 


Th.  B.  Spragüe.      Explanation    of  a   new   formula  for 
interpolation.    Jouro.  of  Act.  XXII.  Juli. 

Der  Verfasser  bespricht  verschiedene  Formeln,  welche  bd 
der  Interpolation  von  Sterblichkeitswahrscheinlichkeiten  angewen- 
det worden  sind,  und  meint,  man  solle  die  Ausgangspunkte  do 
Interpolation,  welche  doch  Näherungswerthe  sind,  nicht  als  ab- 
solut fest  betrachten,  dieselben  vielmehr  einer  geeigneten  Correetm 
unterziehen.  Er  geht  bei  seinem  Verfahren  von  sechs  gegebenen 
Punkten  aus  und  verlangt,  dass  die  zwischen  dem  3^  ood 
4tea  Punkt  verlaufende  Curve  sich  ebenso  regelmässig  an  das  vorj 
hergehende  wie  an  das  nachfolgende  Gurvenstück  anschliessej 
das  geschehe  am  einfachsten,  wenn  beide  Stücke  im  3^  und 
4t«ii  Punkt  dieselbe  Tangente  und  denselben  Krümmungshaltn 
messer  hätten,  was  f&r  zwei  Parabeln  4^^'  Ordnung,  von  deneii 
die  eine  durch  die  ftanf  ersten,  die  andere  durch  die  f&nf  letzten 
Punkte  geht,  der  Fall  sei.  Aus  diesen  Bedingungen  leitet  er  die 
fllnf  Gonstanten  ab,  deren  er  sich  bei  Bestimmung  der  Conr^ 
zwischen  dem  3*^  und  4*®°  Punkt  bedient,  und  welche  er  be^ 
seiner  Interpolation  mit  5^°  Differenzen  benutzt  Ls. 


W.  KüTTNER.     Zur  mathematischen  Statistik.    Schiömiich  z. 

XXV.  11-25. 

Der  Verfasser  giebt  eine  neue  Begründung  der  Formeln  Abel 
die  Invaliditätsverhältnisse,  welche  Zeuner  in  seinen  „Abhandlon^ 
gen  aus  der  mathematischen  Statistik,^  Leipzig  1869,  aufgestellt 
hat,  und  knfipt  daran  weitere  Entwickelungen,  bei  denen  die  Vor 
aossetzung,  die  Sterblichkeit  der  Invaliden^sei  die  gleiche,  wie 
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m  den  Activen,  verlassen  wird.  Er  zeigt  dabei,  dass  die  Behm'- 
lehen  Formeln  nur  daher  von  den  Zenner'scheir  abweichen,  weil 
»aterer  die  Entwickelung  gebrauchte 

lognatp  =  -  |(,-p)+  il=^  +  il^+.  .j. 

letzterer  die  besser  convergirende  Reihe 

Iognatp  =  -2J-i^+i(-l=£-)'  +  ...!, 

io  dass  die  Behm'schen  Formeln  als  Näherungen  zu  den  Zeuner - 
idien  anzusehen  sind.  Schliesslich  beleuchtet  der  Verfasser  die 
Eantp'sehe,  „unabhängige  Invaliditätswahrscheinlichkeit^  und  den 
Iber  dieselbe  entstandenen  Streit  zwischen  Earup,  Dienger,  Behm 
Hid  Heym,  wobei  er  die  Berechtigung  der  Hypothese  anerkennt, 
jedoch  bestreitet,  dass  durch  dieselbe  das  Problem  der  Invalidi- 
titsYersieherung  in  einfacherer  Weise  und  ohne  den  Hinzutritt 
utderer  Untersuchungen  gelöst  werden  köpne.  Ls. 

G.  King  und  G.  F.  Hardy.  Notes  on  the  practical 
applicatioD  of  Mr.  Makeham's  formula  to  the  gradua- 
tion  of  mortality  tables.   Journ.  of  Act.  xxii.  April. 

Es  wird  hier  wieder  ein  Verfahren  angegeben,  um  die  Gon- 
^anten  der  Makeham'schen  Formel  für  eine  Mortalitätstafel  zu 
besUmmen,  und  es  ist  auch  in  dem  betrachteten  Falle  eine  recht 
gute  Näherung  erzielt  worden.  Aber  man  darf  bezweifeln,  ob 
die  Näherung  wirklich  die  möglichst  beste  ist,  und  ob  das  Ver- 
fahren in  einem  anderen  Falle  eine  gleich  gute  Lösung  geben 
wfirde.  Die  Anwendung  der  allgemeinen  Ausgleichung  ist  zwar 
etwas  zeitraubender  und  mühsamer,  aber  mit  Rücksicht  auf  den 
sehliesslichen  Erfolg  unbedingt  vorzuziehen.  Ls. 


J.  Sohlet.     Observations  on  the  graduation  of  mortality 
tables,  with  special  reference  to  the  conditions  under 
which  certain  metbods  are  to  be  preferred.   Joufd.  of  Act. 
xxn.  Oct. 
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Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  es  sieh  bei  der  Aus- 
gleichung von  Mortalitätstafeln  um  zwei  völlig  verschiedene  Ab- 
sichten handeln  könne.  Man  wolle  Irrthttmer  eliminiren,  absicht- 
liche oder  unabsichtliche,  welche  in  den  gesammelten  Daten  ent- 
halten sind,  diese  werden  ^persönliche  Fehler"  genannt,  oder 
man  wolle  Unregelmässigkeiten  ausmerzen,  deren  Verschwinden 
bei  einer  vergrösserten  Anzahl  von  Beobachtungen  zu  erwarten 
ist,  weil  man  annehmen  darf,  dass  ihre  Ursache  nur  der  un- 
genügenden Zahl  von  Beobachtungen  zuzuschreiben  ist  Der 
Verfasser  nennt  diese  „natürliche  Fehler^.  Je  nachdem  man  den 
einen  oder  den  anderen  Zweck  verfolgt^  müsse  man  die  Wahl 
unter  den  verschiedenen  Ausgleichungsmethoden  treffen.  Von 
diesem  Gesichtspunkt  aus  werden  die  Methoden  von  Woolhouse 
(Joum.  of  Act.  XXL),  McCay  (Journ.  of  Act.  XXII.),  Sprague 
(Joum.  of  Act.  XXII.)  und  von  Makeham  einer  eingehenden  Unter- 
suchung unterzogen.  Das  Schlussresultat  derselben  fasst  der  Ver- 
fasser in  folgende  Sätze  zusammen: 

1.  Die  Ausgleichung  ist  nothwendig,  wo  grössere  „persön- 
liche Fehler^  existiren. 

2.  Jede  Ausgleichung,  welche  lediglich  das  Gesetz  der  Con- 
tinuität  zu  Grunde  legt,  und  welche  die  Erfahrung  zu  Hülfe  nimmt, 
ist  berechtigt. 

3.  Die  Annahme  eines  bestimmten  Sterblichkeitsgesetzes 
ist  nur  dann  zulässige  wenn  die  Ausgleichung  der  Tafel  auch 
ohne  diese  Annahme  im  Wesentlichen  dasselbe  Resultat  geben 
würde. 

4.  Die  Methode  von  Woolhouse  bewährt  sich  bei  Ausglei- 
chung zahlreicher  Beobachtungen,  bei  denen  die  „persönlichen 
Fehler^  vernachlässigt  werden  dürfen;  sie  ist  nicht  anwendbar 

a)  bei  vereinzelten  und  unregelmässigen  Beobachtungen, 

b)  bei  schnell  wechselnder  Sterblichkeit, 

c)  wenn  die  Beobachtungen  mit  erheblichen  „persönlichcD 
Fehlem"  behaftet  sind. 

5.  In  den  vorbenannten  drei  Fällen  empfiehlt  sich  die  gra- 
phische Methode. 
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6.  Die  Makeham'sche  Formel  eignet  sich  nicht  fElr  die 
itöhliessliche  Ausgleichung,  sie  ist  aber  von  grossem  Nutzen  für 
theoretisehe  Untersuchungen.  Ls. 


Th.  Miller.     Fire  Insurance.     A  theorj  of  statistics. 

JoorD.  of  Act.  XXII.  Jan. 

Wenn  sich  durch  Beobachtung,  Experiment  oder  auf  statisti- 
sdiem  Wege  die  Gefahr  der  Entzündung  eines  brennbaren  Ge- 
genstandes unabhängig  von  bekannten  Ursachen  eines  Brandes 
feststellen,  und  wenn  sich  bestimmen  liesse,  in  welchem  Grade  diese 
Geüahr  durch  bestimmte  Brandursachen  erhöht  wird,  wie  gross 
die  natürlichen  und  passiven  Hindemisse  sind,  welche  sich  der 
Fortpflanzung  eines  Feuers  entgegenstellen,  und  wie  gross  die 
Chancen  sind,  das  Feuer  durch  active  Mittel  zu  unterdrücken  und 
ni  löschen;  wenn  wir  endlich  den  durch  eingetretene  Brände  ver- 
orsaehten  Schaden  messen  könnten,  so  liessen  sich  aus  diesen 
Elementen  die  Feuerversicherungsprämien  berechnen.  Von  diesen 
Sitzen  ausgehend,  entwickelt  der  Verfasser  die  einschlägigen 
Formeln,  zunächst  fttr  Gebäude  mit  mehreren  Stockwerken,  und 
sodann  mit  Rücksicht  auf  die  Uebertragung  eines  Brandes  auf 
Nebengebäude.  Es  wird  dann  gezeigt,  wie  die  Daten  zu  sam- 
mehi  und  zu  ordnen  wären,  und  das  Ganze  wird  durch  ein 
Zahlenbeispiel  illustrirt  Der  Gedankengang  des  Verfassers  ist 
ganz  interessant,  wir  iUrchten  jedoch,  dass  die  hier  entwickelte 
Theorie  eine  Anwendung  auf  die  höchst  complicirten  thatsäch- 
Heben  Verhältnisse  kaum  gestatten  wird.  Ls. 


Th.  Gessnkr.     Das   Abstimmen   im  Lichte   der  Durch- 
schnitts-  und  Wabrscheinlichkeitsmethode. 

Pr.  Qoackenbrück. 

Der  Verfasser  geht  zunächst  davon  aus,  es  sei  a  priori 
ebenso  wahrscheinlich,  dass  ein  Abstimmender  mit  Ja^  wie  mit 
T.nefai'*  stimmt  Er  findet  dann,  dass  die  Durchschnittsmajorität 
bei  2» -f  1  Votanten,    vorausgesetzt,  dass  n  keine  allzu  kleine 
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Zahl  ist,  sich  näherungsweise  auf   — ^ h  j/ — ^ —    stellen 

wird.  Er  betrachtet  sodann  den  Fall,  dass  die  Wahrsehräilieh- 
keit  fflr  die  Abstimmung  nach  der  einen  Seite  gleich  — -—  sei; 

SD 

es  ist  eine  Majorität  — r-r  zu  erwarten  und  der  Uebersdioss 
der  Durchschnittsmajorität  über  diesen  Werth,   welcher,  wenn 

/  ■ — r— 

X  gleich  1,  y — beträgt,  wird  um  so  kleiner,  je  mehr  a? 

wächst.  Der  Verfasser  untersucht  sodann,  wie  die  VerfaältnisBe 
sich  gestalten,  wenn  indireet  abgestimmt  wird,  d.  h.  in  Gruppen, 
in  denen  die  Majorität  über  das  Votum  der  Gruppe  entscheidet, 
und  wo  schliesslich  die  Majorität  der  Voten  der  Gruppen  mass- 
gebend ist  Es  wird  gezeigt,  dass  dabei  die  Entscheidung  doreh 
eine  Minorität  der  abstimmenden  Personen  herbeigeführt  werden 
kann  und  um  so  leichter,  je  complicirter  die  Abstimmungsmethode 
ist.  Wenn  mr  von  einander  unabhängige  Personen  in  ir  Gruppen 
indireet  abstimmen,  wobei  es  ebenso  wahrscheinlich  ist,  dass  ein 
Abstimmender  mit  Ja^  wie  mit  „nein^  stimmt,  so  ergiebt  sieb, 
vorausgesetzt,  dass  w  und  n  nicht  zu  kleine  Zahlen  sind,  da* 
Ueberschuss  der  Durchschnittsmajorität  über  die  absolute  in  Per- 
sonen ausgedrückt,  näherungsweise  gleich   y — 5-;    er    ist    also 

kleiner  wie  bei  der  directen  Abstimmung,  wo  er  y  — —  betragen 
haben  würde.  Ls. 


Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  Wahrscheinlich- 
keit von  H.  McCoLL,  C.  J.  Monro,  S.  Tebay,  W.  J. 
Macdonald,  Ch.  Ladd,  E.  Blackwood,  T.  J.  Sandkr- 
soN,  E.  ß.  Elliott,  C.  Leüdksdorf,  A.  E.  Drinkwatkb, 
H.  G.  Day,  J.  A.  Kealy,  J.  Hammond,  J.  E.  A. 
Steggall,  W.  J.  C.  Sharp,  Matz,  W.  A.  Whitworth 
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finden    sich    Bduc.  Times  XXXIII.  22-24,  47,  51,  57,  61,  68-70,  78, 

79-80,  82-83,  101,  113. 

0. 


M.   Laquierb.      Rectification    d^une    formale    de    pro- 
babilit^.    BuU.  s. m. f.  VIII.  7479. 

Die  Berichtigung  bezieht  sich  auf  eine  von  Jordan  gegebene 
Fonnel  bei  Behandlung  der  Aufgabe:  Eine  Gerade  /  ist  in  m  Theile 
getheilt,  wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  n  Theile  sämmt- 
lich  grösser  sind,  als  eine  gegebene  Länge  a.  Jordan  findet  die 
Wahrscheinlichkeit,  dass  die  ersten  n  Theile  alle  grösser  sind 
als  Oj  gleich 

__  /  l-  na  \"-^ 

wenn  na<,lj  und  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  die  von  einer 
Person,  welche  die  Theilung  nicht  kennt,  bezeichneten  n  Theile 
alle  grösser  sind  als  a,  gleich 

__    m.(iii— l)...(m— w+l)   //— fiay*-^ 
"  ■"  "T^      2      ...     .    n  V     /     / 
m.(m— 1) ...  (m — n-\-\)    ^ 

Laqui^re  bezeichnet  dies  als  einen  Irrthum  und  zeigt,  dass 
(i  =  i,.  Er  entwickelt  weiter  die  Formeln  für  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  grade  r  Theile  grösser  sind  als  a,  und  dass  we- 
nigstens r  Theile  grösser  sind  als  a,  und  die  Beziehungen  zu  Cr- 

Ls. 


M.  Laqviere.     Note  sur  un  problfeme  de  probabilit^. 

BuÜ.  S.  M.  P.  Vm.  79-80. 

Es  bandelt  sich  um  die  Frage  nach  der  Wahrscheinlichkeit, 
dass  der  Mittelpunkt  einer  geschlossenen  Curve  innerhalb  des 
geradlinigen  Dreiecks  liegt,  dessen  Spitzen  willkürlich  im  Innern 

der  geschlossenen  Gurre  genommen  werden.  Dieselbe  ist  —  • 

Ls. 


;t.  WahrBDheiDlichkeitarechaiiag  n.  Combioationaklire. 

Elution  of  a  problem.   AD«ljBt  TIL  i3i. 
!  sind  willkOrlich  auf  der  nördlichen  Halbkugel 
)aDD  ist  die  Wahrscheinliolikeit,  dass  der  dnrcb 
egte  kleine  Ereifi  ganz  im  Norden  des  Aeqnator« 

Glr.  (0.) 


ben  aber  geonietrische  Wahrscheinlichkeit 
(,  Seitz,  A.Maetin,  C.  J.Monro,  H.  J.Dat, 
T,  W.  A.  WeiTWOBTB,  Matz,  Casbt  finden 

nea  XXXIII.  18,  36,  48-50,  52,  &4-55,  57-5»,  65,  »ISt, 
i. 

o. 


Fünfter  Abschn 

Reihen. 

Capitel  L 

Allgemeines 

W.  Gallknkamp.  Algebraische  Analys: 
Geometrie.  2"  Aufl.  Isorlohn.  J.  Bädeki 
Dieses  Buch  bildet  den  3*™  Theil  des  C 
Elemente  der  Mathema^k,  ein  Leitfaden  ftlr 
Untemcbt  an  hfiheren  LehrauBtalten."  Es  bi 
Themata,  nämlich  I.  unter  dem  Titel:  „Alj 
Definitioneii  nnd  Fandamentalbestimmunge 
Bigenscbafteo  der  ganzen  Functionen,  Functii 
eodliebe  Beiheo,  Elemente  der  Differential-  v 
and  einige  Anwendungen  derselben. 

R.  GöTTiNG.  Einleitung  in  die  Anal 
genath. 
Die  Schrift  behandelt  ausgewählte  Thei 
thematik,  welche  die  Grenzen  der  fundamei 
schreiten,  aber  in  der  obersten  Classe  vieler 
riehtsgegenstände  ganz  oder  zum  Theil  au 
pflegen.  Die  Haaptgegeoat&nde  sind  die  Co 
Anwendung  auf  die  Wahrscheinlichkettsrechnu 


T.  Abichnitt    Beibeo. 

I  als  auch  nneDdlicbe,  verbnndeii  mit  der  Theorie 
Diese  werden  vielseitig  erörtert.    Aaf  jeden  Ab- 
.afgaben.  B. 


KA.  Allgemeine  algebraische  Formenlehre. 
ihmiech.) 

e  kurze  Darstellung  der  Lehre  von  den  endlichea 
I  Reihen,  Factorenfolgen  und  EettenbrOcheii ,  na- 
pon  der  Wechselbeziehung  der  letzteren,  bewe^ 
anf  reellem  Zahlengebiete.  Std. 


Note  sur  la  s^rie  de  Taylor.   Noar.  Ann.  (f) 

Entwickelung  von  {Qb-^-K)  nach  ganzen  poeitiTeii 
unter  der  Voraassetznng,  dass  sSmuitliobe  Diffe- 
1  ffx)  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer 
legen  und  die  Reihe  A(^)-l-AA'(«)4--"  auch  nach 
fferentiirt  werden  darf.  St 


le.     Ueber  den  verallgemeinerten  Taylor'- 

Leipi.  Ber.  1879,  Sohlömiloh  Z.  XXV.  48-63. 
sich  s.  Z.  vielfach  mit  der  Entwickelung  von 
h  FacultSten  beschäftigt,  ohne  jedoch  bexflglicb 
ler  Gtlltigkeit  derselben  zu  einem  allgemeinen  Re- 
kngeu.  Herr  ScblOmilch  beweist  den  folgenden 
die  eindeutige  Function  F{to)  der  Bediognsg,  daas 
'(»5—^(0)):«'  auf  der  positiven  Seite  der  ima^- 
morph  bleibt  und  ftlr  limu)  =  oo  den  Grenzwertfa 
^ebt  sich 

)t 

-(•;')F(m-l)  +  (^)F(m-^)— .  =  mli_." 


Oapitfll  1.     Allgemetaei. 

C.  L.  Ländbb.     Bj  de  Bommatie  formale  van  E 

Nienw  Arch.  VI.  212-215. 
Ans  dem  Taylor'sebep  Theorem  wird  direct  Euler'a 
tionsformel,  wie  sie  in  der  Wabracbeinlichkeitsrechanng  vo 
abgleitet 


D.  Andre,      ßecond    memoire    sur   la   sommatii 

S^ries.     ADD.  d.  Ytc  N.  &)  IX.  209-221. 
Die  SU  summirenden  Reihen  haben  die  Form 

f^-  =  ■?  nCn  +  I)...(«+P-l)  '^' 

wo  NU  das  allgemeine  Glied  einer  recnn-enten  Beihe  im 
liehen  Sinne  ist  Das  Resultat  ist  vom  Verfasser  hereite 
C.  R.  LXXXVn.  973  (S.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  181)  mi 
wotden.  Die  Ahleitang  desselben  beruht  im  WesentlicheD 
Identität 

1 "y'    (-ly       1 

»C'»+i)-C»+P-i)      f  Cp-i~0"'    »+' ' 

Cm  TOD  dem  weiteren  Gange  des  Beweises  eine  Vorstel 
feben,  nehmen  wir  der  Einfacbbeit  wegen  an,  dass  die  erz 
Gldcbong  Ar  u.  kdne  vielfachen  Wurzeln  habe,  so  da« 

tu  =  SCaüf, 

wo  die  Summe  sieh  aber  alle  Wurzeln  a  der  erzeugende 
cbimg  erstreckt  Dann  wird  in  C.  deijenige  Theil,  der  i 
ose  einzige  Wurzel  a  bezieht,  gleich 

Diesen  Ausdruck  summirt  man  nun  erst  Ober  n  und  dann 
wobei  man  bemerkt,  dass 

I^r  =  -i»s(i-»)-(»-+  ^ +■■■+-, 

Daon  ergiebt  sich 


V.  AbicbDitt    Beiben. 


£  V'  = 

'  £   Cp-1-0'"    «- 


Ä.  Harnace.      Ueber    die   trigononietriscbe   Reihe  nnd 
die  Darstellung  willkllrlicher  Functionen.    Ciebacb  Add. 

XVIL  123-132. 
Es  wird  zuerst  gezeigt,  daas  die  Fonrier'scbe  Reihe 

im  Allgemeiaen  gleictimäsBig  coQvergirt,  d.  i.  bezeichnet  A^r(x) 
die  Summe  ihrer  Glieder  vom  n""  bis  (n+r)'",  so  gehört  zu  jeder 
Zahl  ^>0  eine  Zahl  ^>0,  so  dass 

wobei  r  jede  positive  ganze  Zahl  nnd  x  jeder  Werth  im  Inter- 
valle (— n,  +n)  sein  kann.  Demnach  Übersteigt  |R,^(x)]  eine 
gegebene  Zahl  J>0  nur  in  den  Punkten  einer  Menge  erster 
Gattung,  worunter  hier  verstanden  wird,  dass  es  möglich  sei,  die 
Punkte  der  Menge  in  Intervalle  einzuschliesseo,  deren  Gesammt- 
l&nge  beliebig  verkleinert  werden  kann.  Wenn  diese  Menge 
eine  endliche  Anzahl  von  Ableitungen  im  Sinne  des  Herrn  Caotor 
besitzt,  was  aber  nicht  immer  zutreffen  dQrfte,  so  ist  nnschwer 
einzusehen,  dass  die  Function  ip(x)  zwischen  —71  und  -\-n  inte- 
grirbar  ist  und  ihr  Integral  durch  die  Reihe  der  Integrale  der 
Glieder  dargestellt  wird.    Daraus  folgt  dann,  dass 


r 


\f(x)-g>{x)\'dx  =  0 


ist,  oder  \f(x)—(f,(x)\  eine  gegebene  Zahl  J>0  wieder  nur  in 
den  Punkten  einer  Menge  erster  Gattung  Übersteigt  Man  erfaSit 
ferner  einen  Satz  des  Herrn  du  Bois-Reymond  (vgl.  F.  d.  H. 
VIII.  1876-  128)  allerdings  auf  elegante  Weise,  aber  anscheinend 
nicht  ganz  so  allgemein.  St. 
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1.  DiNL  Serie  di  Fourier  ed  altre  rappresentazioni  ana- 
litiche  delle  fanzioni  di  una  variabile  reale. 

Pisa.    NistrL 

3h.  Hermitb.  Sut  la  s^rie  de  Fourier  et  autres  re- 
pr&entations  analytiques  des  fonctions  d'une  variable 
r^Ue.   c.  B.  xci.  1018-1019. 

Der  Yorliegende  Band  von  Dini,  welcher  den  ersten  Theil  eines 
Iferkes  Aber  den  genannten  Gegenstand  bildet,  behandelt  die  Frage 
lieh  der  Möglichkeit  der  Entwickelongen  einer  willkürlichen  Func- 
ioD  f(a;)  einer  reellen  Veränderlichen,  während  die  Untersuchung 
Iber  die  Eigenschaften  der  Reihen  selbst  dem  zweiten  Tbeile  vor- 
»ehalten  ist  Herr  Dini  giebt  hier  ein  allgemeines  Verfahren,  durch 
reiches  die  bisher  bekannten  Entwickelungen,  sowie  andere  neue 
Hier  noch  nicht  völlig  begründete  mit  voller  Strenge  abgeleitet 
fo^en  können.  Damach  zerfällt  die  Untersuchung  in  zwei 
rheOe,  von  denen  der  eine  auf  die  zu  entwickelnde  Function 
f(x),  der  andere  ausschliesslich  auf  die  Natur  der  Entwickeluug 
lelbst  sieh  bezieht  Der  erste  Theil  besteht  in  der  Betrachtung 
ier  von  Herrn  du  Bois-Reymond  zuerst  untersuchten  ^darstellen« 
Jen  Integrale"  (vgl.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  244).  Nach  Ableitung 
kr  Sätze  I,  IV  desselben  wird  eine  Reihe  von  Bedingungen  für 
die  endliehe  und  integrirbare  Function  f(^x)  aufgestellt;  unter 
welchen  die  Formel 

Um    Pf{x)(p(x,h)dx^fi+0)\\m    P q>{x,h)dx     (6>0) 

besteht,  wobei  der  letztere  Grenzwerth  von  b  unabhängig  sein 
BolL  Darunter  befindet  sich  die  Dirichlefsche  Bedingung,  die 
?0D  Lipschitz  (Borchardt  J.  LXIU.),  die  von  du  Bois-Reymoud 
(t.  a.  0.  Satz  VI)  und  mehrere  andere.    Alle  gelten  im  Falle, 

dass    /  f{x)  dx  absolut  convergirt,  auch  wenn  die  Function  f{x) 

im  Intervalle  (0,  h)  nicht  endlich  ist  Durchaus  wird  vorausge- 
tetet,  dass  die  Function  v(^>*)  ^^  0<a^rc^6,    /    q>{x,h)dx 

ImmAa.  d.  Math.  XU.  1.  12 
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für  0<:x^€  namerisch  kleiner  sei  als  eine  bestimmte  2jahl,  wh 
gross  auch  h  sein  möge. 

Im  zweiten  Theile  der  Untersuchung  wird  qp(^A)  enet£ 
durch  g>(xja,K)^  wo  die  hn  positive,  mit  dem  Zeiger  n  unb« 
schränkt  wachsende  Zahlen,  a  einen  beliebigen  Werth  innerhiB 
des  Intervalles  (a,  6)  bezeichnen.   Nimmt  man  an,  dass  die  Inte 

g>(x,a,  K)dx^   wenn  a\  V  gleicbbezeichnet  sind,  A 

lim  11  =  -f  ^  den  Grenzwerth  0,  die  Integrale  j    tfdx    mk 
/  9)d^  (€>0)  einen  und  denselben  yon  «  und  a  unabh&igiga 


— * 


Grenzwerth  G  haben,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Reibe 

(1)< 

a 

ftor  alle  Punkte  a  innerhalb  (a,  b),  in  welchen  f  (o?)  endlieh  nn^ 
stetig  ist,  und  in  deren  Umgebungen  nach  rechts  und  links  si< 
einer  der  obigen  Bedingungen  genügt,  die  Summe  f{f£)  hat  b 
Falle  einer  Unstetigkeit  erster  Art  ist  die  Summe 

i{f(«+0)+f(«-0)|. 
Herr  Dini  setzt  nun,  wie  es  bei  Fourier^schen  Reihen  zutrifft, 


m 


I 
wo  m  eine  feste  ganze  Zahl,  die  E  Functionen  von  a  allein 
die  K  I<\inctionen  von  x  allein  bedeuten.   Insbesondere  sei  ferne 

und  zunächst 

Dann  wird  die  Reihe  (1)  in  der  Form  erscheinen 
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)abei  bat  man 

(3)         P.,.  =  Pn,./'f(x)F(x)H,(Xn,  X)dx. 

a 

Ifenn  nun  f&r  die  Werthe  x  im  Intervalle  (o,  b)  die  m  Fonc- 
ionen  B^(%jX^^...H^(%^x)  zugleich  holomorphe  Functionen  der 
iomplexen  Veränderlichen  %  in  jenen  Gebieten  sind,  welche  die 
Punkte  s  =  ilj,  A,, ...  A»  enthalten,  und  wenn  diese  Zahlen  A,  für 
?elche  die  H^^...Hm  reell  sein  sollen ,  absolut  genommen  mit  n 
mbeschrflnkt  wachsen  und  einfache  Wurzeln  einer  transcendenten 
jleichang  ti(«)  =  0  sind,  so  lässt  sich  die  reelle  Function  f(a) 
a  den  oben  erwähnten  Fällen  für  die  Werthe  a  im  Intervalle 
0,6)  in  eine  Reihe  von  der  Form  (2)  entwickeln.  Dabei  kann 
he  reelle  Function  F(x)  nach  Belieben  gewählt  werden,  wonach 
iie  Constanten  &,  p«^  zu  bestimmen  sind.  Es  ist  aber  noch  zu 
intennicheni  ob  die  Function 


n     m 


1       I 

wo  t  =  X — a,  die  im  ersten  Theile  festgesetzten  Forderungen  er- 
füllt   So  muss  namentlich  die  Reihe,  welche    /  g>(tj  a,  hn)  dt  fttr 

u 

Sm »  =  4~  <^  ersetzt, 

f&r  die  Werthe  von  t  zwischen  0  und  b—a,  sowie  fUr  die  zwi- 
schen a--a  und  0  oonvergiren  und  eine  von  /  und  a  unabhän- 
gige von  0  verschiedene  Summe  6,  bez.  —G  haben.  Zieht  man 
in  der  s-Ebene  eine  Linie  C»,  welche  die  Punkte  z=  l^,l^,...ln 
umsehliesst,  so  ergiebt  sich  unter  der  Voraussetzung,  dass  die 
Functionen  u  (3),  9(3)  innerhalb  C»  durchaus  vom  Charakter  der 
rationalen  sind  und  die  letztere  für  ;s  =  X^  weder  0  noch  00  ist, 

worin  die  /r  die  Residuen  bezüglich  der  anderen  Punkte  inner, 
halb  C«,  wo  q>:u  unendlich  ist,  bezeichnen.    Wird  nun 

12* 
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9<3)  =  J.<P.(»)ff.C».  o)y  ff.C«.  «+0^(«+0  A 

tzt  und  angenommen,  dass  sich  fttr  limn  =  oo  der  reelle 
1  der  linken  Seite  von  (&)  einem  endlicben  Greniwerthe 
1)  n&hero,  bo  fol^ 

+l.i.[-f|^J_».c».,«)y"n"+Off.(i..«+o*. 

r  [a]g  den  reellen  Theil  einer  oomplexen  Zahl  o  verstanden. 
t  Biob  nun,  dass  x(ot +0)  nnd  zC^i  —  0)  entgegengesetak 
a  unabhängige  Zahlen  sind,  so  kann  man  in  (4) 

:',«.».)  =  --!-.     P...  =  [-Sc^]..   x(«.+o)  =  e 

in.  Die  bauptallehliche  Schwierigkeit  liegt  nun  in  der  Be- 
nung  der  Functionen  9*,  (>),  . . .  ip^OO-  Wenn  jedoch  dai  | 
I  Glied  der  Reibe  (3)  dieselbe  Form  hat,  wie  die  Obriges 
dabei 


yV(«)ff,(JL,*)ff,C^,«)da!  = 


0 


falls  nicht  zogleicb  n  =  p,  t  =  t  sind,  so  f&brt  die  Ter- 
lung,  dass  die  Reihe  (2)  gliedweise  iutegrirbar  sei,  wonach 
finden  wtirde 

ge  (3)  auf  die  Formel 

i  auf  die  Annahme 

y.(s)  =  «-(») :  /'V(a!)fl;Ca,  «)<*«. 

kann  Hbrigens,  wenn  man  statt  (5)  ähnliche  Formela  be- 
,  auch  zu  anderen  Annabmen  Über  91(3)  gelangen. 
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Herr  Dini  tmtersacht  folgende  EntwickelaDgen  von  f{x\ 
\)    die  in  eine  Reihe  von  der  Form 

i  «t  +  J?»  (a»C08  A,a?+ 6„  sin  Ä,a?), 

wo  Ij,  il^,  ...iU  einfache  positive  Wurzeln  einer  transcendenten 
Gleichung  tf(s)  =  0  sind,  die  aach  die  einfache  Wurzel  ;&  =  0 
ind  ausserdem  keine  Wurzeln  auf  der  positiven  Seite  der  y-Axe 
md  auf  dieser  Axe  selbst  besitzt.  u(%)  =  Ann»  liefert  die  Fourier'- 
lehe  Reihe.    Es  wird  femer  angenommen 

u(%)  =  F(»)co8yr»+Fj(»)sinfj», 

ii(ä)  =  F(»)cosn:« +  FX*)®5°^* +  ***(*)• 
Die  der  Gleichung 

entsprechende  Reihe  findet  sich  schon  bei  Fourier  (Thöorie  de 
ia  ehaleur  p.  348)|  jedoch  ohne  strengen  Beweis. 

2)  Aufgabe  von  Sturm  (Liouville  J.  (1)  I).  Es  soll  f{x) 
im  Intervalle  (a,  6)  in  eine  Reihe  von  der  Form  2qn  H(ln,  x)  ent- 
iriekelt  werden,  wo 

a  a 

während  fttr  Werthe  m^n 

b 


f 


F(x)H(l„„x)H{K,x)<k!  =  0, 


a 


und  die  E(%j  x)  flir  die  genannten  Werthe  von  x  und  s=ilpil,,...iU 
die  Differentialgleichung 

erflUlen.      Dabei   ist   K  unabhängig   von  is,   und    es   sind   die 

^1)  ^9  •••  ^   einfache   Wurzeln   der  transcendenten    Gleichung 

H{z,  b)  ^  0, 
oder 

K^-hH  =  0      [x  =  b], 
wo  k  dne  reelle  Constaote  bezeichnet.    Wenn  H  insbesondere 


T.  AbaohDitl.    B«ihen. 

FunotioD  von  zx  =  ^  Ut,  so  masa  die  Gleiobnng  (6)  öni 
folgeDdeo  sein 

erstere,  auf  deren  Betraebtnng  Herr  Dini  Bich  besehAnkl 
beiot  mit  Rtlcksicht  anf  den  hier  verfolgten  Zweck  nicli 
SDtlicb  allgemeiner  als  die  Gleiebang 


^[f...^]+i....p.  =  „. 


falls  V  keine  negative  ganze  Zahl  ist,  die  beständig  eonra 
e  Reibe 

igt.  So  gelangt  man  znr  Entwickelung  mner  im  IntemQ 
]  willkürlicb  gegebenen  Function  [(x)  in  Reihen  ron  da 
a 

v>~l  und  die  JU  die  positiven  Wnneln  der  Gleicbnng 
P,(a)  =  0    oder    äf,_iCs)-Afv(a)  =  0 
Dieselben  sind  demnach  mit  den  bereits  bekannten  Eni 
leluDgen  nach  Beaael'achen  Functionen  identisch.    FallB  K,  di< 
Eiven  Wurzeln  der  Gleichung  /*,'(>)  =  0  sind,  so  ergiebt  liel 

3)  Entwickelnng  von  f(x),  gegeben  im  Intervalle  —1,  +1 
I  EugelfiiDctioDen.  Hier  ist  Bn,  i  (x)  =  X^-  An  Stelle  Ton  (4] 
die  Reihe 


Capital  1.    Allgsmaioai. 
ji.C2«+l)X,Cor)y"  X,(a  +  t)dt, 

»eiche  für  lim  »  =  -j- ocj   den  Gronzwerth  +—  hat 

lern  j^O. 

4)  Herr  Didi  zeigt  eine  von  Herrn  Hermite  iD 
esnngen  ohne  Beweis  angefahrte  Formel,  wonach  ei) 
)  imd  2K  willkürlich  gegebene  reelle  Fnnetion  f(^x) 
üe  Reihe 

ff.l  -  *■  y  8C-+'.)  r  Vi   *' 


e(.)S-(JOCi-£»"' 


^/''^'' 


laratellen  Iteat  Dabei  ist  E;=  1:&,  die  1,,  Z,,..i,  8 
1er  ji-Axe  befindlichen  Wurzeln  der  Gleichung  ff(s)  : 
iie  Wonel  k  derselben  Gleichung.  Die  Dbrigen  Bei 
luben  dieselbe  Bedentang,  wie  bei  Jacobi.    Aehnlieh 

worin  2u,  il!  die  Wursehi  0  und  h  der  Gleichung  ^(i 
1},  2]...j^.„  ihre  rein  imaginären  Wurzeln  sind. 
Formeln  hat  man  die  conjngirten  Glieder  zusamm 
Bedeuten  f(a)  die  Wertbe  auf  der  Strecke  (0,  2K)  eii 
periodischen  Fnnetion  /*(•)  erster  oder  zweiter  Art  a 
rioden  2K  und  2K'i,  welche  auf  der  x-Axe  nicht  un 
»  ergeben  sich  fllr  die  Coei^cienten  der  erateren  Bei 
Amdillcke.  Dasselbe  gilt  bezüglich  der  zweiten  Reih< 
da)  die  analogen  Werthe  einer  eindeutigen  Function 
wofttr  die  Relationen  bestehen 

f,(»+2Ä-)  =  -r,(»),  f,i>+2K'i)  =  p.Ac»: 

Den  Schloss  der  bedeutenden  Schrift  bilden  Bet 
donh  welche  die  Darstellangen  der  willkürlichen  Fi 
Doth  bedeatend  vermehrt  werden. 
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f.  C.  Shabp.     On  Fourier's  theorem.    Quart,  j.  ira 

•133. 

'Aue  periodische  Fonction  F(x)  =  FXx-\-p)t  welche  die  Bfr 
Qg  der  Taylor'acben  Reihe  erfüllt,  kann  jede  LCsnng  dv 
en  DifferentialgleicbuDg  von  der  Ordnung  <x> 
9 

Da  diese  durch 

iigl  wird,  so  ist  ihre  allgemeine  Lßsung  die  Foorier'Bcke 

F(.)  =  c+^"(^cosi^  +  B,Bini^). 

o  findet  man  fUr  fl^r+p)  =  —  f^x) 

nx)='i-ac.s-S*Xll2-  +  «..in  12*-')°\ 

Br  F(a;4-p)  =  tif  (a;),  wo  die  Differentialgleichung 
d 
(e'^  -n)y  =  0 

f^^)^„fjc  +  *^(^C0B^^  +  ff,8in^)}. 


!antob.     Bemerkung  Über  trigonometrische  Reihen. 

bach  Ann.  XVI.  118-115;  Grnnert  Aiuh.  LXI7.  434-435. 

!oppE.     Bemerkuug  über  trigonometrische  Reihen. 

inert  Aroh.  LXIT.  436-438. 

ANTOR.     Fernere  Bemerkung  über  trigonometrische 

ihen.    Clebach  Add.  XVI.  267-269. 

lerr  Cantor  weiat  nach,   dass  der  von  Herrn  Appell  nun 

se  eines  Cantor'schen  Satzes  (siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  174) 
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implicite  angewandte  Satz:    „Wenn  f&r  jeden  speeiellen  Werth 
?on  «=a  und  "^ß\ 

lAmf^n^x)  =  0,    für  n  =  oo, 
wo  f(n^  xj  f&r  jedes  specielle  n  eine  stetige  Function  von  x  be- 
deutet, deren  absolntes  Kaximnm  £«  sei,  so  ist: 

LiniB„  =  0  für  «  =  oo/ 
im  Allgemeinen  falsch  ist  Herr  Hoppe  bemerkt  dazu,  dass  zwar 
iD  Bezug  auf  eine  beliebige  Function  An{x\  deren  Maximum  £«, 
der  Yon  Herrn  Appell  gemachte  Schluss  nicht  richtig  sein  würde, 
dass  aber  zugleich  nur  besondere  EigenthOmlichkeiten  der  Func- 
tion Ausnahmen  von  der  gefolgerten  Sache  bewirken,  während 
das  Resultat  des  Schlusses  im  Allgemeinen  zutrifit,  und  beweist  die 
Richtigkeit  ftlr  die  vorliegende  Function.  M. 


P.  Appell.     Sur  les  sdries  divergentes  ä  termes  positifs. 

Graoert  Arch.  LXIV.  387-392. 

Sind  a,  4-  «a  +  •  •  •  und  fc,  +  &,  +  •  •  •  divergente  Reihen  mit 
positiven  Gliedern,  die  sämmtlich  unter  einer  endlichen  Zahl 
liegen,  so  kann  man  zwischen  n  und  m  eine  solche  Relation  auf- 
stellen, dass  der  Quotient 

für 

limn  =  limm  =  -|-ao 

einen  gegebenen  positiven  Orenzwerth  hat.    Wenn  der  Quotient 

(i»:6»  für'  limn  =^  -^oo  den  Orenzwerth  k  besitzt,   so  ist  auch 

Mm  {(ö,  +  a.  +  -  +  an):(6. +6,  +  -  +  M  =  *- 

Es  wird  femer  der  im  X.  Bande  1878  dieses  Jahrbuches 
p.  184  erwähnte  Satz  verallgemeinert.  St. 


E.  Beltrami,     Eelazione  sulla  memoria  di  G.  Ascoli: 
jjSuUe  Serie  trigonometriche  a  due  variabili.^ 

Acc  R.  d.  L.  (3)  IV.  195-196. 

Da  nach  dem  vorliegenden  sehr  kurzen  Berichte  die  Arbeit 
Doeh  ansfllhrlich  erscheinen  wird,  muss  das  Referat  bis  zu  diesem 
£recheinen  verschoben  werden.  0. 


V.  AbBohaitt.    Bflibeo. 

Capitel  3. 

Besondere  Reihen. 

t.     Somme   des  carrä  et  somme  des  cubes 
uombres  entiers  cons^cutifs,  dout  le  premier 

OraDsrt  Arcta.  LXIT.  361-363. 
labtraotioD  ergiebt  sieb: 
*1S*'*'  =  ^(«+i)  (2n+l)C7ii+63^ 
*T'*'  =  xC''+0'C3«+2)(5«+2). 

Relation  wird  noeb  die  Gleichbeit 
4'  +  5'  +  7'  =  3'  +  9' 


^NC.      Solutions    de  questions   proposäes  par 

au.    NoQv.  ADD.  (2)  XIX.  160-45i. 
[en  folgende  Formeln  hergeleitet: 

_  _22n+l)_. 
=  C08 L_l_i —  ■ 


gilt  ftlr    ii>  — i;    No.  (2)  plt    ffir   gebrochene 
n.  O. 
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F.  J.  Studnicka.     Notiz  zur  Polynomialformel. 
Caaopia  IX.  49.  (Bthmiach.) 
Hat  man  das  Polynom 

fC«)  =  o.  +  '',«  +  «>,«'  +  -  +  »™a'" 
tu-   •**■  Potenz  zn   erheben,    also   bei   ganzzabligem 
purem  m,  n 

lu  beetimmeQ,  so  erhält  man  nach  Verwendung  des  H: 
•eben  Theorems  rorerst  Relationen  zwisohen  der  Func 
nad  ihren  Ableitungen,  aus  welchen  darcb  Elimination 
!<')  nnd  Hnnn  allgemein 

folgt    Da  hier  speciell  zn  gelten  hat 

fU  =  *'"»'     y»  =  "!' 
10  erhält  man  schliesslich 

!!a,,     -flo  ,0, 

2!a,,    Cm— 1)0,      ,     — a„ 
3!o„    (2i.-2)2;o„    (n-2)a, 

In  einer  Anmerkung  wird  znr  Trinomialformel  tlberg 
wobei  fOr  den  Fall,  dass 


obige  Determinante  den  Nenner  eines   Nähemngawerthi 
dan  eigeDtbllmlicben  Eettenbrucb 


.      ,-,     ,    C2n—l)ß 


C«-3)o+--. 
bedeutet,  wo  fttr 


V.  AbBchoitt.    Reibe  D. 

Ut  =  n-k+\,     S*  =  ^i.i 
mit ,  der  Nenner  h  =  ßSt  wird. 
[Dr  die  Berechnung  von  Ai  die  bequemere  Fonnel 


A,= 


Ueber  die  Leibniz'sche  Reihe. 

C.  262-2G4. 

mden  Satzes,  der  eine  Venülgememenuig  eines 

B  ist 

»■  =  a. +«,  +  —  +  «•) 

'.  +  ».  +  ■■■+'■-■ 
n 

t)  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  if,  so  ist 

Ö0  +  '*]'''  ■f"'»i*'-l — 
OD  X  zwischen  —  I  nod  -{- 1  convergent,  and  die 
itellte  Function  nähert  sich,  wenn  x  beständig 
in    1    conrei^rt,   dem  Wertbe  M  als  Grenze." 
'on  Falle  der  Reihe 

1  — j;  +  iF*— a;*-| — 
Werth  derselben,  wenn  x  ztmehmend  gegen  l 
Qrenze  -^-     Von  diesem  Verhalten   der  Reibe 

.  eine  eigentbfimlicbe  ErkUrong  („etsi  meta- 
qnam  mathematicnm   tarnen  finnum"),   in  wel- 

aiuB  die  allerdings  obne  Beweis  aufgestellte  Be- 
Satzes  erkennt  Hr. 


>.     Solution  d'une  question  (1329). 

SIX.  467-468. 
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Id  der  recarrenten  Reihe  0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13 ...  ist 

Dann  ist  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe 
1.2.3.5 


1.2      *      1,3  2.5  3.8  tl«+lll«+3  Un^2Un+i 

0. 


E.  Cbsaro.     Sur  la  s^rie  harmonique.   N.  c.  m.  vi.  812-314. 

Elementarer  Beweis  des  folgenden  Satzes:  Die  Summe  der 
8  ersten  Gliedef  der  harmonischen  Reihe  liegt  zwischen  log  n  und 

logii+i..  Mn.  (0.) 


W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  a  question  (5763). 

Edae.  Times  XXXIII.  63-64. 

Wenn  k  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist 

^  (l--a?*)(l--aJ*+O.-.(l-**'^0 
eine  ganze  rationale  Function  (k^—ky^  Grades  von  x. 


0. 


Stielt JES.     Notiz  über  einen  elementaren  Algorithmus. 

Borehardt  J.  LXXXIX.  343-344. 

Es  seien  a^^a^^...ak  positive  Zahlen,  M^  ihr  arithmetisches 
Mittel,  ir,  das  arithmetische  Mittel  aller  Produote  ans  je  zweien 
Q.  8.  w.,  Jfjk  =  a,  o, ...  akj  Ifo  =  1*  ^^^  ^Ude  man  die  Zahlen 


10  ist  a^^äp^v  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens 
erhilt  man  Gruppen  von  k  Zahlen,  deren  Product  unverändert 
bldbty  während  sie  sich  unbegrenzt  einander  nähern. 

St 


Y.  ÄbachDitt    Beihao. 

LAM.    Remarque  sur  une  BÖrie.   N.  c.  H.  Vi. 
Verfasser  stellt  in   einfacher   Weise   die   Clatuen'aclie 
lation  fllr  die  Lamberfsebe  Reibe  auf. 

Hn.  (O.) 


RTS.     On  certain   geries   whose  coefficients  are 
iverees   of  biDomial  coefficients.    Ueueo^r  (3)  ix. 


lelo,  bergeleitet  ana  der  Identit&t 
1.2        ,  1.2.3 


m(m— 1)  m(m—l)(m 

■1)'     ' 


m+1     i—x        m    (i— ar)'^  «— 1     (1— a;)» 
Gh-.  (O.) 


RO.     Une  d^monstratioD  de  la  formale  de  Stir- 

N.  0.  H.  TL  354-857. 

ofachung  des  Beweises  tod  Glaisher  (s.  F.  d.  H.  XI. 

84).  Mn.  (O.) 

T.  Od  a  series  for  the  determination  of  the 
)r  expressing  the  ratio  of  the  circumference  to 
ameter.    Wuh.  Ball.  I.  57-61. 

erden  acbt  complement&re  Paare  von  Mnltiplia  von  Krei»- 
'  Berechnung  von  —   zaBammengesteltt  nod  dem  Aas- 


-T-  =  Sarcsin     , +  aro  sin  — t=- 

4  ^  VöÖ 

lg   ertheilt.     Diesen   bat  indess  Ganss  noob  geeigneter 
lureh  Transformation  der  Reihen  in  folgende: 

'■=^4"i.3;.y+i)l°-''+w-°H- 
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Er  wird   auf  30  Brachstellen   berechnet ,   wozu  30  Terme   der 
ergten  und  18  Terme  der  zweiten  Reihe  erfordert  werden. 

H. 


W.  LiGowsKT.     Die  Bestimmung  der  Summe  JSof. 

Qmnert  Arek.  LXV.  829-834. 

Die  stetige  Function  S^,  wo  r  positive  ganze  Zahl,  erfllllt 
ftlr  jedes  x  die  Relation 

s:-s;_,  =  «»';    s;  =  o, 

wodurch  sie  für  ganze  positive  x  vollständig  definirt,  f&r  andere 
Werthe  nicht  bestimmt  ist  Differentiirt  man  die  Gleichung ,  so 
erhUt  man  nach  derselben  Bestimmung 

wo  B  nur  yon  r  abhftngt,  und  nach  Integration 

Sj;  =  rfg^'^dx+Bx. 

0 

Zur  Bestimmung  von  B  hat  man  fttr  x  =  1 

1  =  rPs^^dx^B. 

0 

Fügt  man  die  Bestimmung  S*  =  rr  hinzu,  so  ergeben  sich  nach 
einander  die  Functionen  Sl^  8%,  Si, ... 

Die  Reihe  der  B  ergiebt  die  BemouUi'schen  Zahlen.  Lässt 
mm  dieselben  vorläufig  unbestimmt,  so  erhält  man  leicht  den 
sehliesslichen  allgemeinen  Ausdruck  von  Saf.  Hierin  o?  =  1  ge- 
8^  folgt  eine  der  recurrenten  Formeln  zur  Berechnung  der  B. 

H. 


P.  Appkll.  D^veloppement  en  s^rie  enti^re  de  {i+ax)*. 

Gronert  Arch.  LXV.  17M76. 

Diese  Function  lässt  sich,  wie  leicht  erhellt ,   flir  beliebig 
iottginäre  a  und  x  in  der  Form  entwickeln: 


T.  Abachnitt.    Befheo. 
at  Ap  die  Form 

lc=\  I 

man  eioioal  partiell  nacb  o,  so  gewinnt  man  die  n- 
efficieDtenrelation 

Ap  =  aAf-i-\-  f'(a-\)Ap-,da. 

!n  Coefficienten  i*t  wird  man  auch  geführt,  wenn  man 
aller  Producte  zn  p  QDgleichen  Factoren  aus  der 
...  n,  bezeichnet  darch  5y(n),  anter&ncbt.     Die  In-' 

succeBSiven  Werthe  p  =  1,  2, ...  Ifiest  erkennen,  daaa 

I  die  Form  hat 

l)nC'«-l)-Cn-p+l)S^i*;Cn-p)C«-p-l)-(n-p-*+2). 

nabb&ngig  von  it  Bind.  Die  allgemeine  Geltung  wird 
Chinas  TOn  p—\  auf  p  bewiesen.  Ea  zeigt  räch  nun, 
\.  DeDn,  entwickelt  man  erst  die  aofäDglicb  aufge- 
ben, X  reell  gesetzt,  io  die  binomische  Reibe  nach 
n  a,  dann  die  Coefficienten  nach  Potenzen  von  x, 
ih  deren  Coefficienten  in  den  Grössen  S  darstellen, 
rd  zu  der  Gleichung  geftlhrt: 

S,1.2...C"+1)""     Ä,"^' 
behauptete  Identität  herror^ht. 
idrOcke  von  S,  und  S.  laeBeu  bemerken,  daas 

s.c»)  =  -|-s;(»)s,(»-2). 

wird  bewiesen,  dasB  fUr  p  =  ao 
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A.  Radicke.      Die  Recursionsformeln   für   die   Berech- 
nung der  BernouUi'schen  und  Euler'schen  Zahlen. 

Hftlle  a.  8.    Loais  Nebeii. 

Die  Bemoulli'scheo  Zahlen,  Euler^scben  Zahlen  (d.  i.  Secauten- 
eoefBdenten)  und  Tangentencoefficienten  werden  definirt  als  die 
Coeifieienten  der  Entwickelang  der  Functionen 

X  2  c— «-* 


t—x 


6*— 1  e*+e-*         e^  +  e 

Die  Theorie  der  letzten  ist  in  der  der  ersten,  auf  die  sie  sich 
rednciren,  enthalten.  Die  Entwickelung  der  Recursionsformeln 
auf  dieser  Grundlage  ist  an  sich  ziemlich  einfach,  erhält 
aber  eine  grosse  Uebersichtlichkeit  durch  den  Gebrauch  der 
Ton  E.  Lucas  angewandten  Symbole,  durch  welche  sich  die 
Fonetionen  in  der  Form  e^'  darstellen,  so  zu  verstehen,  dass  die 
Exponenten  von  6  in  Indices  zu  verwandeln  sind.  Die  Recur- 
aoQsformeln ,  welche  so  gewonnen  werden,  sind  einestheils  die- 
jenigen, welche  die  n^  Zahl  auf  alle  vorhergehenden  zurückfahren, 
andemtheils  die  von  Seidel  und  Stern  entdeckten,  welche  zwi- 
schen einer  bestimmten  Anzahl  successiver  Zahlen  stattfinden. 
Der  Verfasser  glaubte,  dass  der  so  nach  beiden  Richtangen  ge- 
machte methodische  Fortschritt  der  Theorie  eine  systematische 
Bearbeitung  verdiente;  diese  ist  ihm  auch  sehr  wohl  gelungen. 

H. 


A.  Radicke.     Zur  Theorie  der  Euler'schen  Zahlen. 

Borcbardt  J.  LXXXIX.  257-261. 

Der  Inhalt  ist  im  Wesentlichen  derselbe  wie  der  des  be- 
treffenden Abschnitts  der  vorhergehenden  Separatschrift.    Doch 

kommt  noch  eine  Anwendung  auf  die  Summen  j«  =  ^  A^  hinzu, 

dareb  welche  ausser  einer  Formel  von  Stern  die  allgemeineren 
Bdationen 


F«ctMhr.  d.  Math.   ZU.  1.  13 
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gewonnen  werden,  erstere  auch  speciell  för  n  =  «i  + 1  ^^^i  ^ 
sie  lautet: 

2m +  1          ,    2m- 1                  ,               a?'"(x+l)^(2x+l) 
«2mi 5 —  m^SQm^'i-i =  


Vgl.  E.  Lucas,  Theorie  nouvelle  des  nombres  de  Bemoulli  < 
d'Euler.  H 


A.  Radicke.      Demonstration   du  th^orfeme  de  Staudt  ( 
de  Clausen.   N.  c.  M.  vi.  503507. 

A.  Radicke.     Demonstration  d'un  th^orfeme  de  Stern. 

N.  0.  M.  VI.  507-509. 

Mn. 

Ed.  Lucas.     Sur  les  nouvelles  formales  de  MM.  Seid« 
et  Stern,  concemant  les  nombres  de  Bernoulli. 

Büll.  S.  M.  F.  VIII.  169-173. 

Die  von  Herrn  Seidel  (Prag.  Ber.  1877)  gegebenen  Formel 
für  die  Bernoulli'scben  Zahlen  unterschieden  sich  von  den  frfifa( 
bekannten  dadurch,  dass  sie  nicht  alle,  sondern  nur  eine  Im 
stimmte  Zahl  von  Coefßcienten  enthielten.  Herr  Stern  yerallg< 
meinerte  diese  Resultate,  indem  er  Relationen  aufstellte,  die  nt 
die  Zahlen  ftr,  ftr-2,  ...  bis  Ar-,  oder  Br^s-^-i  enthielten,  wo 
eine  positive  Zahl  oder  Null  und  <r.  Die  Formeln  des  Henj 
Seidel  entstehen  hieraus,  wenn  man  5  =  0  setzt  Einen  sei 
einfachen  Beweis  der  Stem'schen  Formeln  hat  Herr  Radicke  ^ 
Hülfe  der  symbolischen  Formeln  hergeleitet,  die  Herr  Ed.  Lud 
gegeben  hat.  Dieser  Beweis  wird  im  Vorliegenden  von  Henj 
Lucas  mitgetheilt    Siehe  auch  die  vorhergehenden  Referate. 

M. 


C&pitel  3.    BMondera  Raihen. 

V.  Jung.   Bemerkungen  tlber  die  BemoallTschen  Z 

CMO[ris  IX.  103.  (Böbmtsch.) 
Entbält  Bemet^nDgen  Ober  die  Ableitung  dieser  Zahl 
rie    ibr  Verhältnis    za    anderen   CoefGcienten    and  scbl 
ioige  Formeln  znr  Berechnung  von  n.  S 


'.  W.  L.  Glaishbr.     Algebraical  proof  of  the  fr» 
seiiea    for  the  cotangent  and  coaecant.    Qn^rtJ 

211-227. 

Die  Beihenansdrllcke 

I  1  I  I  1 

oaXx  ^ 1 


x-\-n         ce—'Zn  x+2n 

1  i  i         ,  1  ,  I 

X        x~n         x-\-n         x—'2n  x+2n 

werden    aas  den  Ausdrücken   von  ainz    und  cob£   als  1 
prodacte  gewonnen  durch  Zerlegung  der  gebrochenen  Fun 

— : —  und  —. —  in  FartialbrBohe.     Den   Wce,   anf  d( 
Binx  B\nx 

Verfasser  die  Zerlegung  ansgefUhrt  hat,  erklärt  er  in  einen 

trag  ffii  annöthig,  da  die  gewöhnliche  direete  Methode 

«im  Ziele  fDhrt.    Doch  bat  insbesondere  ein  Satz,  auf  dei 

Operation  anfänglich  stOtzt,   und  den  er  vorgängig  bewe 

»cb  lotereaae.     Dieser  lautet:   Setzt  man 


-«y(«)v(-=r)  =  ^  +gfcJ»^(ft)(_L_  +  _L 


F.  TissERAND.  Sur  le  d^veloppement  d'une  fo 
qaelconqae  du  rayon  vecteur  dans  le  moai 
elliptique.    C.  R-  XCI.  »9t-90S. 

13* 


V.  AbsetiDitt     Reiben. 

Sind  a,  e,  ^,  r  resp.  die  g^roase  Hatbaze,  die  Ezeentriotit 
]ittlere  Anomalie  und  der  Kadiiuvector  bei  der  elliptiMbn 
itCDbewegang,  so  läset  sieb  bekanntlich  entwickeln: 

—  =  A^  +  Ä,eoa^-\ |-i4.C08n^-] — , 

ie  A  Functionen  von  e  sind,  welche  sich  einfach  mit  Bülfe 
il'acher  Functionen  ausdrOcken  lassen.  Im  Vorliegend» 
nun  eine  entsprechende  Entwickelung  irgend  einer  Function 
les  Radiusvector  in  der  Form 

f(r)  =  fi,+B,coB?+-  +  B.eosit?  +  — 
cht,  wo  die  B  Functionen  von  a  und  «  «nd.     Es  wird 


...  (IJ^ 


=  <-  ''".■5,  p.(p  +  „)!  «(»-")-*'-'(«+»)'-'C+"+2rt 
nan  den  Ausdruck 

ganzen  positiven  Potenzen  von  u  entwickelt,  so  musa  mao 

rch  a'     ,    ■  ersetzen,  wo  ■  '\     den  Werth  bexeicbnet,  auf 
da'  da' 

lieh  — J '  ^    fDr  r  =  a  redncirt     Der   Coeffident    irgend 

Potenz  von  «  in  A.,  als  Function  von  a,  lässt  sich  so  in 
einfacher  symbolischer  Form  ausdrucken.  Das  Vorige  wird 
je  Berechnung  gewisser  einfacher  Glieder  in  der  Entwicke- 
der  StSrangsfonction  angewendet  H. 


Kaelinsri.     Berechnungsmethode  der  Coefßcienten 
der  bei  den  meteorologischen  Untersuchnngen  ge- 
luchten  Bessel'schen  Formel.    Krak.  Ber.  issa  (PolaUch). 
)ie  Bessel'sehe  Formel  tautet: 
i-CO  =  M+a,  cos  -^360*+o,cos-|^  SeO^+o^coa-^  360' .. . 
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^  bedeutet  hier  die  Periode,  also  12  (Monate)  oder  24  (Standen), 
=  0,  1,  2,  3, . . .,  F(t)  den  entsprechenden  Werth  der  Fanetion, 
1^  man  gewöhnlich  durch  0,  I,  II,  III,  . ..  bezeichnet.  Der 
Verfasser  giebt  folgende  praktische  Methode  zur  leichteren  Be- 
eefannng  der  Coeffieienten.  Wir  betrachten  den  Fall  T=  12. 
lan  schreibt  die  12  Werthe  der  Function  in  der  Ordnung 

0,    I,    U,  III,    IV,     V, 
VI,  XI,  X,  IX.  VIII,  VII, 

md  berechnet  folgende  Sammen  und  Differenzen: 

,,  =  o+VI,    »,  =  I+XI,    »,  =  n+x,    »,  =  III+IX, 

,,  =  iv+vni,  »»  =  v+vn, 

r,  =  0— VI,    r,  =  I-XI,    r,  =  U-X,    r,  =  III-EX, 

r.  =  IV- VIII,    r,  =  V-Vn, 


lann: 


ferner: 


S,  =  «o  +  *9  *o  =  *o — *a 

S|  =  »•+»»  ß.  =»1-«» 

^»  =  '•.  +  '"3  -^0  =  '•.—'•. 

-I    =   '••+'•6  'Jt    =   *'l-*'i 


Dann  bat  man  folgende  Formeln  für  die  Coeffieienten: 

12»  =  S,+S,+S, 
6a,  =  r.  4-fi,  cosW+ÄiCoseO" 
66,  =  r,4-J,8inH0'+2,8in60' 
60,  =  Ä,4-(S,— S,)co8  60" 
66,  =  (4  +  ^/,)»in60' 
6a,  =  r,— Ä, 
66,  =  2,  -r, 

6a«  =  S„-(S,+S.)  00860" 
66,  =(^/,— .^,)8in60'. 

AUes  dies  wird  fast  ohne  Logarithmentafeln  berechnet  werden 
können,  wenn  tnan  nur  beachtet,  dass 

€0830*  =  0,8660  =  sin  60",    oo8  60'  =  0,5000  =  sin  30". 


T.  AbuhDttt.    Reiben. 

choD  alle  a  nod  b,  so  sind  mittels  5-8teUig«r  Log»- 
I  AusdrOcke 

.„=^,  ..  =  -'- 

Brechoen,  und  man  hat  die  Bessel'sche  Fonnel  in  der 
inng  von  F(t}  bequemsten  Gestalt: 

F(l)  =  Ä+^p„8in(p™+m.i.360'). 

sbe  praktisch  brAuohbarere  Form  giebt  der  Vwhue 
9n  Fall  T  =  24.  Dn. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  L 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

J.  WoRPiTZKY.    Lehrbuch  der  DiflFerential-  und  Integral- 
rechnung.   Berlin.  WeidmaDn. 

Der  Verfasser  übergiebt  in  dem  vorliegenden  umfangreichen 
Werke  (784  S.)  der  Oeffentlichkeit  eine  streng  systematische  Ent- 
wickelang der  wesentlichsten  Elemente  der  Infinitesimalrechnung. 

In  seiner  Arithmetik  hat  Worpitzky  den  Begriff  der  reellen 
Zahlen  durch  die  Beziehungen,  in  welche  die  vier  ersten  Rech- 
nungsarten Grössen  gleicher  Qualität  setzen,  zu  einem  Continuum 
einer  Dimension  entwickelt.  Darauf  hinweisend  setzt  er  in  dem 
einleitenden  Capitel  die  Bedeutung  des  Urtheils:  „Eine  Zahl  ist 
Qnendlich  gross  oder  klein^,  in  helles  Licht,  definirt  in  präciser 
Fassong  den  Functionsbegriff  und  hebt  scharf  den  Unterschied 
zwischen  Substitutionswerthen  und  Grenzwerthen  einer  Function 
ber?or.  Dieser  begriffliche  Gegensatz  tritt  in  vielen  Lehrbüchern 
Dicht  klar  heraus,  entweder  er  liegt  den  Verfassern  selbst  ver- 
itUlt,  oder  sie  weisen  nicht  gebührend  auf  ihn  hin;  hier  wird  er 
fest  hingestellt  und  an  zweckmässigen  Beispielen  erläutert.  Für 
die  Stetigkeit  der  Function  f{x)  an  einer  Stelle  a?  =  a  wird  als 
Qothwendige  Bedingung  gefordert,  erstens,  dass  die  Function  an 
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dieser  Stelle  einen  bestimmten  Sabstitutionswerth  habe  and  zwei- 
tens, dass  dieser  Sabstitutionswerth  aach  der  Grenzwerth  der 
Fanetion  sei  ohne  Rücksicht  aaf  die  Form  der  Annähenmg.  Naeh- 
dem  hiermit  die  Grundlage  für  die  Functionsbetrachtang  gewonnen 
ist^  wird  die  Derivirte  einer  Function  f(x)  an  der  Stelle  x=^a 
nach  der  Richtung  des  Intervalls  (ab)  begrifflich  festgestellt  and 
der  Nachweis  geführt,  dass,  wenn  diese  Derivirte  an  der  Stelle 
X  ^=^  a  eine  stetige  Function  ist,  ihr  Werth  unabhängig  von  der 
Differentiationsrichtung  ist,  so  dass  in  dem  Bereiche,  in  welchem 
die  Derivirte  stetig  ist,  die  Differentiationsrichtung  nicht  ange- 
geben zu  werden  braucht.  Aus  der  Natur  der  Derivirten  wird 
auf  den  Verlauf  der  Function  geschlossen,  die  abgeleitete  Func- 
tion selbst  in  geometrischem  und  mechanischem  Sinne  veran- 
schaulicht, und  demnächst  wird  zu  einigen  generellen  (besetzen 
über  die  Bildung  der  Derivirten  übergegangen.  Dabei  werden 
stets  die  begrifflichen  Vorbedingungen  für  die  Berechtigangea 
der  formalen  Operationen  im  Auge  behalten  und  scharf  zwisdien 
begrifflichem  Wesen  und  formaler  Behandlung  geschieden.    So 

erfolgt  der  Hinweis,  dass  -j^ ,  -^  bei  ihrer  Multiplication  und 

Division  rein  formal  so  behandelt  werden  können,  als  würden 
durch  die  Symbole  dy,  du,  dx  Grössen  bezeichnet,  dass  aber  die 
Berechtigung  zu  solcher  formalen  Behandlung  nicht  verleiten  solle, 
die  Derivirten  begrifflich  als  Brüche  zu  erachten.  Mit  Hülfe 
der  allgemeinen  Differentiationsgesetze  werden  nunmehr  die  De- 
rivirten der  algebraisch  zusammengesetzten  Functionen  gebildet, 
den  Transcendenten  wird  dagegen  gar  keine  Beachtung  ge- 
schenkt. Ob  das  wohlgethan  ist,  erscheint  zweifelhaft;  denn,  wenn 
jemand  sich  an  den  Gedankeninhalt  eines  solchen  Werkes  madit, 
hat  er  sich  mit  den  niederen  Transcendenten  schon  hinlänglich 
bekannt  gemacht  und  fühlt  lebhaft  das  Bedürfnis,  die  Gedanken- 
operationen auch  auf  sie  anzuwenden.  Doch  solche  praktisdien 
Bücksichten  verschwinden  dem  Verfasser  in  dem  Bestreben  nach 
systematischer  Anordnung  des  Stoffes,  und  es  lässt  sich  nicht 
leugnen,  dass  sich  diese  Functionen  in  aller  Allgemeinheit  und 
nach  allen  Richtungen  erfolgreich  erst  behandeln  lassen,  wenn 
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die  Potenzreihen  eine  eingehende  Bearbeitung  erfahren  haben. 
Dm  za  ihnen  zn  gelangen,  wendet  sich  der  Verfasser  sogleich  zu 
dem  Begriff  des  Integrals. 

Ausgehend  von  dem  Gedanken,  wie  aus  der  Derivirten  f{x) 
die  Function  f(x)  reconstruirt  werden  könne,  gelangt  Worpitzky 
ni  der  Identität 


»=*« 


n^)-fw  =  lim  2:  r(^)^^; 


er  verfolgt  den  symbolischen  Ausdruck  rechts  und  stellt  an  ihm 
den  Begriff  des  Integrals    /    f'(x)  dx  fest.    Nachdem  er  die  Form 

f. 


f(x)dx  auf  ihre  generelle  Realität  hin   geprüft  und   einige 

Transformationen  begründet  hat,  zeigt  er,  dass  die  Derivirte  des 
htegrals     /  f(x)dx  nach  «  die  Function  fQi)  sei,  unterscheidet 

twischen  bestimmtem  und  unbestimmtem  Integral  und  giebt  Kri- 
terien fttr  die  Endlichkeit  von  Integralwerthen,  falls  die  zu  inte- 
grirende  Function  innerhalb  des  Integrationsintervalls  an  einer 
Stelle  unendlich  wird  oder  eine  Integrationsgrenze  sich  in's  Un- 
endliehe  ausdehnt  Die  scharfe  Umgrenzung  der  Begriffe,  die 
mit  den  Symbolen  umfasst  werden,  die  Klarlegung  des  inneren 
Zosammenhanges  und  das  sorgsame  Hervorkehren  der  Bedingun- 
gen, unter  denen  die  Rechnungssymbole  bestimmte  Zahlenwerthe 
darstellen,  muss  auch  bei  der  Behandlung  dieser  Materie  als  eine 
besonders  schätzenswerthe  Seite  des  Werkes  hervorgehoben  wer- 
den. Aus  der  Inversionsbeziehung  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung wird  nunmehr  die  Integration  der  einfachsten  Functions- 
formen  hergeleitet,  es  wird  die  partielle  Integration  behandelt 
ood  demnächst  zur  mehrfachen  Differentiation  und  Integration 
Obergegangen.  Bei  der  Behandlung  dieses  Stoffes  lässt  sich  das 
Bedenken  nicht  abweisen,  ob  die  höchst  generellen  Formen  nicht 
dem  weniger  in  derartigen  allgemeinen  Betrachtungen  Geübten 
schwer  übersteigbare  Hindemisse  schaffen,  doch  gewinnt  der  Ver- 
fasser hiermit  die  Grundlage  für  den  Taylor'schen  Satz,  der  in 
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seinem  Wesen  und  dem  Umfang  seiner  Berechtigung  klar  io 
Evidenz  tritt.  Als  Bestglied  wird  bei  der  Darstellung  der  Fnoe- 
tion  f(z)  nach  Potenzen  von  («— a)  die  Form 

gewonnen,  und  diese  Darstellung  gilt,  wenn  die  r*«  Derivirte  P^^(x) 
von  X  =  a  bis  o;  =  2  einen  endlichen  Werth  bewahrt.  Solange 
man  sich  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt,  ist  kaum 
eine  Darstellungsform  zweckmässiger;  denn  die  Gflltigkeit  der 
Taylor'schen  Formel  knüpft  sich  hier  an  die  einzige  Function  f^\x). 
Nachdem  die  Taylor'sche  Beihe  noch  aus  einigen  anderen  Ge- 
sichtspunkten hergeleitet  ist,  wird  das  Bestglied  tpr  in  die  Fonn 
transformirt 

0 

die  den  Vortheil  bietet,  dass  das  Argument  z  in  den  IntegratioD»- 
grenzen  nicht  auftritt.  Die  Zweckmässigkeit  dieser  Formel 
wird  an  dem  Binomialsatz  weiter  verfolgt.  In  diesem  Falle  ist 
f(5)  =  (1+ä)»  und  der  Best 

<jPr  =  (^) Ä'*  y    (l  +  a- a  Vfö)     dir. 

0 

Die  Prüfung  dieser  Bestform  bei  unendlich  wachsendem  r  ge* 
stattet,  den  Binomialsatz  wie  aus  einem  Gusse  selbst  an  den 
Stellen,  wo  die  Convergenz  sonst  schwierigere  kritische  Unter- 
suchungen erheischt,  durchaus  erschöpfend  zu  behandeln,  und 
gewährt  durch  Angabe  des  Bestgliedes  den  Vortheil,  die  Fehler- 
grenze  bei  einer  bestimmt  angenommenen  Gliederzahl  der  Beihe 
mit  Sicherheit  beurtheilen  zu  können,  sogar  wenn  die  Beihe  nieht 
convergirt. 

Im  Anschluss  an  die  Binomialreihe  wird  die  Elxponential- 
function  und  der  Logarithmus  stets  mit  Hinweis  auf  die  Best- 
glieder bei  ihrer  Darstellung  durch  Potenzreihen  abgehandelt^ 
einmalige  nnd  mehrmalige  Differentiationen  und  Integrationen 
dieser  Functionsformen  erörtert  und  endlich  das  Interesse  einei 
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FnoctionsforiD  zugewendet,  welche  im  weiteren  Verlaufe  der  Ent- 
wiekeluogen  ihre  Bedeutung  gewinnt  Wenn  man  die  nmal  hinter 
mnmnder  zu  vollziehende  Operation  des  Logarithmirens  mit  ^(a;) 
beieichneti  so  hat  die  betrachtete  Function  die  Form 

q>(x,  n,  p)  =  l\x) .  IXx) .  Pix) . . .  l^'\x)  [^(«)]^+'', 

und  diese  wird  wirksam  gemacht  bei  der  Beurtheilung  der  End- 
lichkeit von  Integralen  bei  unendlichem  Integrationsintervall  oder 
ooendliehem  Differential.  Desgleichen  wird  sie  in  Beziehung  ge- 
setzt zu  der  Prüfung  unendlicher  Reihen  auf  ihre  Convergenz; 
denn  diese  lassen  sich,  wie  der  Verfasser  zeigt,  als  Integrale 
auffassen  mit  unendlichem  Integrationsintervall,  so  dass  die  dort 
aufgestellten  Kriterien  auch  hier  Anwendung  gestatten.  Im  wei- 
teren Verlauf  der  Entwickelungen  geht  der  Verfasser  näher  auf 
die  Natur  convergenter  Reihen  ein,  behandelt  bedingte  und  un- 
bedingte Convergenz  derselben,  zieht  unendliche  Producte  in 
den  Kreis  seiner  Untersuchung  und  schliesst  das  lehrreiche  Ca- 
pitel  mit  einer  scharfen  Umgrenzung  der  Gültigkeit  der  Diffe- 
rentiation und  Integration  derartiger  analytischer  Formen. 

Das  folgende  Capitel  beginnt  mit  einer  kurzen  Uebersicht 
Aber  das  Wesen  der  künstlichen  Zahlformen,  zu  welcher  die  Ent- 
wickelung  der  Algebra  geführt  hat,  und  wendet  sich,  nachdem 
die  complexen  Zahlen  ihre  Stellung  erhalten,  zu  den  Kreisfunc- 
tionen.  Ihre  Natur  wird  aus  den  Reihen,  welche  als  Definition 
dienen,  entwickelt,  die  inversen  Functionen  und  ihr  Zusammen- 
hang mit  den  Logarithmen  behandelt,  um  nach  einer  reichen 
Umschau  auf  diesem  Gebiete  zu  der  Differentiation  und  Integra- 
tioQ  complexer  Variabein  zu  schreiten.  Bei  der  Bearbeitung 
dieser  Materie  wendet  sich  das  Interesse  unwillkürlich  der  Be- 
haadlung  der  Taylor'schen  oder  MacLaurin'schen  Reihe  zu  und 
der  Beurtheilung  ihrer  Natur  längs  der  Convergenzgrenze.  Aus- 
gebend von  der  Cauchy'schen  Formel 


dz 


gelangt  der  Verfasser,  indem  er  — p  in  der  geschlossenen  Form 
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darstellt,  zu  dem  Restgliede 

knüpft  an  dieses  seine  Analyse  bei  unendlich  wachsendem  r  fllr 
die  Werthe  des  Arguments  längs  der  Convergenzgrenze  und  ge- 
langt auf  diesem  Wege  zu  einer  wichtigen  Beurtheilung  des 
Wesens  der  Reihe  und  ihrer  Beziehung  zur  Function  für  solche 
Argumente,  welche  auf  der  Convergenzgrenze  gelegen  sind.  Der 
Werth  einer  solchen  Beurtheilung  tritt  in  helles  Licht  durch  die 
Anwendung,  welche  der  Verfasser  von  seiner  generellen  Unter- 
suchung auf  die  Binomialreihe  und  die  logarithmische  Reibe  Iftr 
den  Fall  macht,  dass  die  Argumente  dieser  Reihen  auf  dem  Ein- 
heitskreise gelegen  sind. 

Das  folgende  Capitel  beginnt  mit  einem  durchsichtigen  Be- 
weise, dass  jede  Gleichung  n^""  Grades  eine  Wurzel  hat,  und  ver- 
breitet sich  alsdann  über  viele  Seiten  der  algebraischen  Glei- 
chungen. Besonders  ziehen  dabei  diejenigen  Paragraphen  die 
Aufmerksamkeit  auf  sich,  welche  eine  eigenthümliche  und  neae 
approximative  Bestimmung  der  Wurzeln  durch  recurrente  Sub- 
stitution herstellen,  vor  allem  diejenige,  welche  durch  den  Con- 
vergenzkreis  der  Taylor*schen  Reihe  gewonnen  wird. 

Im  weiteren  Verlaufe  behandelt  das  Lehrbuch  die  Integra- 
tion rationaler  und  derjenigen  irrationalen  Functionen,  welche 
auf  niedere  Transcendenten  führen,  erstreckt  sich  über  Func- 
tionen, welche  aus  solchen  Transcendenten  gebildet  sind,  zieht 
eine  grosse  Anzahl  interessanterer  bestimmter  Integrale  in  den 
Kreis  der  Betrachtung  und  beschäftigt  sich  mit  denjenigen  Trans- 
cendenten und  ihren  merkwürdigen  Relationen,  zu  denen  die 
Integration  gewisser  Functionsformen  die  Veranlassung  bietet,  wie 
den  Euler'schen  Integralen  u.  a.  m.  Auch  dieser  Theil  des  Werkes 
ist  reich  an  Stoff  und  enthält  manche  scharfe  kritische  Bemer- 
kung, auf  welche  von  anderen  Lehrbüchern  die  Aufmerksamkeit 
bei  Behandlung  dieses  Gegenstandes  oftmals  nicht  ausreichend 
gelenkt  wird. 
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Das  folgende  Capitel  ist  der  namerischeo  Berechnong  von 
Werthen  bestimmter  Integrale  gewidmet  Aasgehend  von  der 
Entwiekelong  der  MacLaurin -Malmst^n'schen  Reihe  wßndet  sich 
der  Verfasser  zu  einer  eingehenden  Discussion  ihres  Bestgliedes 
aas  der  Natar  der  Bemoalli'schen  Zahlen,  stellt  dadurch  die  Be- 
dingungen ihrer  Convergenz  in  scharfe  Beleachtung  und  gewinnt 
einen  Eünblick  in  die  Natur  ihrer  Divergenz.  Indem  er  sie  auf 
die  Berechnung  von  Integralen  und  Reihensummen  anwendet, 
behält  er  stets  den  Orad  der  Näherung  im  Auge;  er  erfttllt  also 
die  Forderung y  die  so  oft  ausser  Acht  gelassen  wird,  die  aber 
Atr  jede  approximative  Werthbestimmung  durchaus  festgehalten 
werden  muss,  denn  ohne  die  Möglichkeit  der  Beurtheilung  der 
Fefalei^renze  ist  jede  derartige  Näherungsbestimmung  werthlos. 

Das  letzte  Capitel  giebt  eine  kritische  Untersuchung  der  Be- 
gtimmong  der  Maxima  und  Minima  von  Functionen  stetiger  Va- 
riabein und  beleuchtet  diesen  Gegenstand  nach  allen  Richtungen 
dardi  zweckmässige  Beispiele. 

Ein  Anhang  ist  den  wichtigsten  geometrischen  Anwendungen 
der  Infinitesimalrechnung  gewidmet.  Er  dehnt  sich  über  ebene 
und  räumliche  Formen  aus,  lässt  die  Fruchtbarkeit  der  ent- 
wid^elten  Methoden  für  die  Erforschung  geometrischer  Gebilde 
erkennen  und  enthält  im  Wesentlichen  diejenigen  theoretischen 
Betrachtungen,  welche  als  eine  Grundlage  f&r  die  Wissenschaft- 
liehe  Speeialarbeit  auf  diesem  Gebiete  zu  erachten  sind. 

Sehn. 


J.  HoüEL.    Cours  de  calcnl  infinitesimal.    Tome  troisi^me. 

Paris.  Gaothier-Villars. 

Ueber  den  I.  Band  des  Gesammtwerkes  ist  in  F.  d.  M.  III. 
1871.  113.,  Ober  den  II.  Band  in  IV.  1872.  114,  dann  über  die 
neue  Ausgabe  beider  Bände  in  XI.  1879.  192  berichtet  Vom 
dritten  sind  in  diesem  Jahre  zwei  Lieferungen  erschienen.  Diese 
enthalten  zuerst  die  Fortsetzung  der  Theorie  der  Differentialglei- 
diongen,  welche  hier  zum  Abschluss  gelangt,  indem  noch  die 
amoltanen  Differentialgleichungen   und   die  Variationsrechnung, 
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dann  die  Differentialgleichungen  mit  mehreren  Unabhängigen, 
nnd  zwar  erst  die  Gleichungen  mit  vollständigen  Differenliaiei 
l^^  Ordnung,  1^°  Grades,  dann  mit  partiellen  Deriyatianen  b^ 
handelt  werden.  Der  folgende  Abschnitt  ttber  die  FunctioBai 
einer  complexen  Variabein  ist  begonnen;  doch  schliesst  mit  dessen 
1.  Capitel  der  III.  Band.  H. 


C.  V.  Brand.    Grundriss  der  Differentialrechnung.    I.  Tbl. 

Pyritz.  Backe. 

Der  Verfasser  ist  durch  den  Zenonischen  Trugschloss,  den 
er  logische  Richtigkeit  zuschreibt,  zu  dem  Satze  gelangt,  diss 
die  Theilbarkeit  der  Zahl  eine  Grenze  haben  mUsse,  erklärt  das 
Differential  als  den  nicht  mehr  theilbaren  Theil  und  stfitzt  darauf 
die  Principien  der  Differentialrechnung.  (Vergl.  Grunert  AreL 
LXVL  Lit.-Ber.  p.  13.)  H. 


F.  Teixeira.     Sur  les  principes  du  calcul  infinit^mal. 

M6m.  de  Bord.  (3)  IV.  41-47. 

Die  Idee  der  Differentialrechnung  wird  durch  Betraehtong 
einer  Aufgabe  in  der  Form  f{x^y,z^ ...)  =  0  erklärt,  die  nur  da- 
durch lösbar  sei,  dass  man  vorher  die  Gleichung 

f(x-\-Jx,  y+Jy^  »+^, ...)  =  0 
löse  und  dann  die  Incremente  stetig  verschwinden  lasse. 

H. 


A.  Cayley.  Note  on  Riemann's  paper  »Versuch  einer 
allgemeinen  Auffassung  der  Integration  und  Differen- 
tiation.^   Clebßch  Ann.  XVI.  81-83. 

Die  Schrift  von  Riemann  stfitzt  eine  Theorie  der  Differra- 
tiation  mit  gebrochenem  Index  auf  die  Entwickelnng 


Herr  Cayley  vermisst  darin  das  Eingehen  auf  die  Frage  oaek 
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dem  Sinn  einer  coiupIenieDtäreD  Function,  die  unendlich  viele 
willkilrliehe  Constanten  enthält.  Hiermit  stehe  in  Beziehung  seine 
eigene  Schrift  „Ueber  eine  doppelt  unendliche  Reihe"  Quart.  J. 
VI.  45-47,  worin  er  eine  Reihenentwickelung 

r(n).e' =    £    [n— Ij'-a;"-'-'^ 

au&tellt,  in  der  Beziehung  nämlich,  dass  auch  hier  eine  Func- 
tion e'  in  eine  doppelt  unendliche  divergente  Reihe  entwickelt  sei. 

H. 

R.  Hoppe,     üeber  einige  principielle  Punkte  der  Infini- 

t^imaltheorie.     Grnnert  Arch.  LXIV.  444-447. 

Unendliche  Grössen  unterscheiden  sich  der  Definition  zufolge 
von  yariabeln  schlechthin  nur  durch  die  ausdrückliche  Negation 
einer  obem,  resp.  untern  Grenze,  im  letztern  Falle  Grenze  des 
Absoluten  Werthes.     Diese   Definition   ist  ausreichend   fbr  den 
Beweis    des  Fnndamentalsatzes,   welcher   die  Gleichheit  zweier 
Constanten    aus   ihrer    unendlich    kleinen   Differenz   von    einer 
dritten    variabeln  Grösse   folgert.     Die  Anwendung    namentlich 
auf  Functionen  und  die  Handhabung  in  der  Rechnung  erfordern 
jedoch  einige  nähere  Bestimmungen.    Da  die  gewöhnliche  Rech- 
nung mit  Variabein  voraussetzt,   dass   sie   beliebig   specialisirt, 
ihnen  also  beliebige  Grenzen  gesetzt  werden  können,  so  ist  zu- 
nächst  die   Unterscheidung   der    Unendlichen    durch    besondere 
Zeichen  nothwendig.    Von  der  allgemeinen  Variabein  kann  man 
znr  unendlichen  übergehen,  wir  sagen  dann:   sie  als  unendlich 
.betrachten^.    Die  Rechnung  mit  mehreren  abhängigen  Unend- 
lichen erfordert  znr  Vermeidung  von  Verwickelungen  die  Fest- 
setzung der  Unabhängigen.     Rttcksichtlich  schwankender  Func- 
tionen ist  in  die  Definition  der  Functionen  Unendlicher  die  Be- 
dingung aufzunehmen,  welche  die  Ueberschreitung  der  Grenzen 
zn  einer  unabänderlichen  macht.     Ueber  alle  diese  durch   die 
analytische  Praxis  an  die  Hand  gegebenen  Einführungen  wollte 
der  Verfasser   ausführliche  Rechenschaft  geben,  weil  sie  bis  in 
die  neueste  Zeit  noch  oft  misgedeutet  worden  sind,  und  infolge 
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[Bdentungen  di^  lofinitesinialrechnaDg;  fQr  Viele  «na 
ntaleo  AnscbeiD  behalten  b&L  H. 


Capitel  2. 
tialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
ifferentialen.  Maxima  und  Minima). 
>is-Rbymond.     Ueber  den  Satz 
lim  f  (x)  =  lim  -— —  ■ 

Kna.  XVI.  550. 

oation  der  Priorität  beztiglich  dea  im  Titel  genanatoi 

rgl.  d.  Jahrb.  XI.  1879.  p.  199).  SL 

[B.  Introduction  to  differentiation.  Analyst  vii. 
B,  dass 

llfe  von  BrUchen,  welche  sieb  der  Nall  nähern. 

Glr.  (O.) 

ON.    DÄmongtration  de  la  relation  D]^h  =  DJ,«. 

VI.  369-370. 

itz  ist  richtig  1)  fHr  «  =  a:  und  w  =  y,  2)  fBr  «  =  Pp), 
&T  r  der  Fall  ist,  3)  fBr  u  =  «-f-tc— (,  wenn  es  ßr 
ist,  4)  also  fUr  jede  elementare  Function. 

Mn.  (O.) 

[OM.    Deriv^eB  des  fonctions  ^l^mentairea  d'une 
.e  imaginaire.    M.  c.  h.  Vi.  3&S-8G4. 
man,  als  Definition 

e*'  =  cosy+i  siny,     «*+»*  =  e«4-e»', 
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0  Usat  sich  leicht  beweisen,  dass,  weno  a 
«rviren. 

Lim : —  =  1. 

a  +  jfi 

Daraoa  lassen  eich  die  DerivirteD  der  ele 

»ner  imaginären  Variabein    ableiten.      Es 

nerknngen  von  E.  Catalan. 


B.  Halphen.     Sar  ane  formule  d'ai 

via  62-64. 
Es  wird  die  Formel  bewiesen 

Riervou  ist  ein  einfaches  Resultat: 

Dieses  wird  dann  direct  anf  zwei  Arten  b< 
Ton  letiterer  GleiciioDg  das  p-fache  Integi 


J.  Hahhond.    On  general  diSereutiat 

Der  Verfasser  geht  bei  Bestimmung  dei 

Itlr  einen  beliebigen  reellen  Ordnungsexpol 


woraus  fllr  «  =  1 

f(m+l)  =  mr(m) 
folgt    Dieser  Qleichang  entsprechen  nun  i 
all  ^e  TOQ  Peacock  und  Liouville  angenc 
bemerkt  hat    Es  ergiebt  eich  ein  Ergänzi 

«0  rieb  die  Snmme  Aber  alte  m  erstreckt,  i 
nncDdlich   wird.     Fflr  positive  ganze  n  f 


ichnitt.    Differential-  nad  Integralrechnniig. 

Btire  ganze  n  erhält  man  die  willkDrlicbe  gam 
tegrale;  fUr  gebrochene  n  erscheinen  ganze  nni 
inenten.  Kommt  in  der  Ergftnzungsfanction  di 
er  Form  mit  der  difierentiirten  FnnctioD  vor,  ■ 
iüT  Potenz  ron  x  noch  der  Factor  logx  binzutrit 
:bt  allgemein  g&ltigen  DifTerentialfonnela 

zuDgsfuuction  beetimmt.  Schliesslich  wird  di 
iwiekelnng  von  D"(He)  unter  der  allgemeioere 
llbrt.  H. 


A.     Sar  les  d^riv^s   d'ordre  qaelconqae 

VIII.  301-309. 

er  gelangt  zu  einem  Ausdruck  des  n'™  Differen 
ler  Function  ti  einer  Function  y  von  x,  indem  e 
iststellt,  dann  die  apecielle  Einsetzung 

0  X  Terachwinden  IftssL  Diesen  Auadmck  ha 
aderm  Wege  bewiesen.     Der  Verfaaser  wende 

(9<*))*.     y  =  o»f'>,    y  =  siny(a:). 
''ormel  leitet  er  die  inTcrse  Entwickelung  in  Fom 
ite  ab.    Nach  gleicher  Methode  werden  die  DiSe 

von  Functionen  mehrerer  Fanctionen  dargestellt 
tt 

i.     Cbange  of  the  independent  variable. 


y+k)  =  r>p-'[x  +  {tp{y+h)-x\] 

en  nach  der  Taytor'schen  Reibe,    dann  wieder 

-gleicht  die  Coefßoienten  der  Potenzen  von  k.  so 


Oapitel  3.    iDt^gralrechonng. 


211 


erUUt  man  recnrreDte  Gleichangen  ftlr  die  Derivationen  von  u 
nach  X,  dnreh  deren  Auflösang  folgender  Aosdruck  gewonnen 


1    ^u 


n\    ds^ 


I 


s\ 

0 

0 

...  0 

«I 

s\ 

Sl 

0 

...  0 

0            ^ 

• 

Si-x 

si_, 

Si-t 

•  •  •  SU— 1 

Un-^l 

• 

s: 

s: 

Sl 

•  •  •    »n 

«^ 

:  ^1  x]rc^ . . .  x^, 


wo  zur  Abkürzung 


Xn  = 


1      d*a: 


Un  = 


1      d"ii 


n!     dy^  '     ^        n!     dy- 
gesetxt  wird  und  die  Summe  aller  Tenne  der  Entwickelung  von 

in  denen  die  Summe  der  Indices  =  m  ist,  durch  S?  bezeichnet 
ist  H. 


Capitel  3. 
Integralrechnung. 

C.  KöHLBR.     Ueber  die  Integration.   Leipsig.  Teztbaoer. 


P.  DU  Bois-Rbtmond.     Ein  allgemeiner  Satz  der  Inte- 
grirbarkeitslehre.   Oiebsoh  Add.  xyi.  ii2. 

Ohne  Beweis  wird  der  Satz  mitgetheilt:  ^Die  integrirbaren 
Fonetionen  9,(x),  9>t(^)j  •••  VnQ'O  seien  im  Intervall  a'^x'^b^ 
rcsp.  zwischen  den  Grenzen  a,  ^  7i(^)  ^  ßi  etc.  eingeschlossen, 
^  die  Function  F(aj,, «,,...«„)  sei  stetig  im  Gebiet  a,<j?,=/?,etc., 
dann  ist  F{fp^(x\  %(x),...q>n(xy)  im  Intervall  a  bis  fr  integrirbar.^ 

H. 


14* 


I.  Ibachoitt.    Differeotial-  und  Integntlrechtmag. 

LBT.      Sur  les    iot^grales  de  fonctions  alg^j 

C.  E.  XO.  676-677.  ] 

I 
I  in  X  durch  eine  algebrWBohe  Gleicbnng  n"*  Qndeijj 

)as  Integral  /F(x,^)dai,  wo  F  eine  rationale  Fuit^' 

let,  soll  durch  eine  rationale  SubBtitation  in  das  Inte- 

itionalen  Function     /F(,t)dtnbergebm.  NacbdnW 

D  Abel  iat  alsdann  f  rationale  FnnctioD  von  x  and  ji, 
:anze  Function  (m— l)""  Grades  in  Bezug  aaf  y.  Die- 
tedingung  erhält  man  durch  Einfabrang  and  Identi- 
xtere  Ut,  wenn  nur  die  gegebene  Gleiobuag  zwisebea 
licarsale  Curve  ausdrOckt,  niebt  nur  immer  möglich,; 
em  System  der  Coefficienten  m  der  Entnickelang; 
mtspricht  eine  Classe  ron  Functionen  F.  Dies  wird- 
apiel  y*—  tf(x*)\j){x')  =:  0  (q>t  }p  ganze  Functionen] 


(  =  ±  ,/^(a=*) 


Formeln,  welche  Bermite  in  R^sal's  J.  Jan.  1880  io 
luDg  „Sümncrormule  d'Euler"  (s.  Abschn.  VII.  Cap.2) 
sind  als  specielle  Fälle  hierin  begriffen.        H. 


Zur  Integration   gewisser   gemischt   goni<v 
;i-  Differentiale.    Bair.  Bl.  xv'l  420-422. 
lOsung  der  in   der   ElasticitAtslebre   TOrkommenden 


Verfasser  auf  das  unbestimmte  Integral 

/«"'8in'"p(oo8"f  ( rf( 

welches  er  in  den  LebrbDcbem  kein  ihm  passendes, 
endliche  Processc  zu  Hülfe  nehmendes  Auswertbang»- 
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rerfahren  angegeben  fand.    Er  setzt  nanmehr 

Ar  =  e*'*8in"*+*~''a?C08''a?,    Jk  =  /  A^dx 

md  bekommt  allmälig  das  nachstehende  System  trinomischer 
tecursionsgleicbungen : 

^oDiit  ist,  wie  der  Verfasser  allerdings  nicht  ausdrücklich  be- 
merkt, J^^^  dnrch  einen  Eettenbmch  oder  auch,  völlig  indepen- 
leot,  durch  den  Quotienten  zweier  Eettenbruchdeterminanten  ge- 
lbes.   Das  allgemeine  Integral 


/' 


/■(a?)  c***  sin^'^cos^arda: 
Iäs8t  eine  ähnliche  Art  der  Behandlung  zu.  6n 


E.  Beltrami.      Intorno    ad    un   teorema  di  Abel  e  ad 

alcone   SUe  applicazioni.    Rend.  ist.  Lomb.  (2)  XIII.  327-338. 

E.  Beltrami.     Intorno  ad  alcune  serie  trigonometriche. 

Send.  Ist  Lomb.  (2)  XIII.  402-413. 

In  der  Lösang  AbeFs  eines  mechanischen  Problems,  von 
wdehem  das  der  Tautochrone  ein  besonderer  Fall  ist  (Oeuvres 
eompL  L  p.  27X  findet  sich  ein  wichtiges  Theorem ,  vermöge 
deBsen  man  in  vielen  Fällen  die  Form  einer  Function,  die  in 
cmm  bestimmten  Integral  enthalten  ist,  angeben  kann,  wenn 
der  Werth  dieses  Integrals  als  Function  eines  in  demselben  be- 
fiodliehen  Parameters  gegeben  ist.  Um  die  wahre  Natur  dieses 
Ueorems  in's  Licht  zu  setzen,  stellt  der  Verfasser  dasselbe  in 
einer  neuen  Form  dar.  Sind  (p{x)  und  \ff(x)  zwei  Functionen, 
die  miteinander  durch  die  Belation 


Absohoitt    Differential-  nnd  lolegralrachoaDf . 

(0         f\{rtia9)d»  =  ip(r) 

id,  Bo  folgt  aus  dieser,  wie  bewiesen  wird,  du 
n 

l<f{r)dr  =  —  I     t^(rBia*)d*; 

;  die  erste  Relation  eine  nothwendige  Folge  de 
der  AeqaiTalenz  von  (1)  nnd  (2)  besteht  de 
barakter  des  Abefseheii  Satzes.  Differentürt  dum 
)  erhalt  man 

y(r)  =  -i  jvCO)  +  ry  '  V/(r8in*)d*) 

irnng  ron  (I),  wie  es  der  Abel'schen  Aufgabe  eol 
BS  setzt  die  Existenz  der  Gleichung  (3)  gewin 
der  Function  ^  voraus,  welche  fDr  das  Bestehei 
nothwendig  sind.  Von  den  Formeln  (I)  nnd  (2 
rr  Verfasser  eine  Anwendung  auf  die  AiudrDi^ 

!/   cos(icsin*)d*  =  nJ^ix), 
u 
/    «nC«Bin^)8in#d9  =  nJy(x), 
u 
^lindrischen   Functionen  von  den  Ordanngeo  Nnl 
uiren.    Ans  ihnen  folgt,  wenn  man  in  (1) 

^{as)  =  flosx,     tp(x)  =  n/,C*) 
:)  =  —/,(«)  berückBichtigt, 


f  J     /,(ar8in#)Bin*d*  =  — 
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Mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  und  des  Aberschen  Satzes  hat  Herr 
Sehlömilch  eine  beliebige  Function  in  eine  Reihe  entwickelt,  die 
Dach  eylindrischen  Functionen  von  den  Ordnungen  0  und  1  mit 
den  Argumenten  Xj  2xj  3x^ ...  fortschreitet.  In  analoger  Weise 
erhält  nun  der  Verfasser  vermittels  der  Formeln  (5)  und  des 
Abel'schen  Satzes  in  obiger  Form  die  Entwickelung  einer  Func- 
tion in  eine  trigonometrische  nach  den  sinus  oder  cosinus  fort- 
laufende Reihe  mit  den  Argumenten 

üjX,  t,a;,  t,a?,  . . ., 

wo  V,  0, . . .  die  positiven  Wurzeln  einer  der  transcendenten  Glei- 
cbangen 

nnd.  In  der  nachfolgenden  Arbeit  werden  die  bezüglichen  Re- 
sultate in  ToUkommnerer  Gestalt,  welche  die  Aehnlichkeit  mit 
der  Fourier'schen  Reihe  besser  erkennen  lässt,  abgeleitet  Eines 
derselben  sei  hier  mitgetheilt.  Bezeichnen  a, ,  a,, . . .  o» , . . .  die  posi- 
tiveo  Wurzeln  der  Gleichung  Jo(^)  =  0«  ^^^  ^^^  ^^®  Function 
f (z),  die  fbr  X  =  0  verschwindet,  zwischen  den  Grenzen  0  und  1 
doreh  die  Reihe 

F(x)  ==  SanWJxanX 

darstellbar,  dann  sind  die  Coefficienten  o«  durch  die  Formel 

gegeben,  wo 

ist  Hr. 


J.  Tetmajbr.     Eine  neue  Formel  zur  Integration  durch 

Reihen.     Krak.  Ber.  VI.   (Polnisch.) 

Der  Verfasser  hat  diese  neue  Formel  schon  in  der  im  Jahre 
]%7  in  Paris  erschienenen  Abhandlung  „Principes  fondiynentaux 
da  ealeul  transcendant^  entwickelt    Sie  lautet: 


.baehoitt-    Diflerentiat-  aaA  iDtogralrechonDg. 


H2 

2'+      5!       2^-^ 

ibr. 

indem  er 

Fix+J:,)  =  F{r  + 

2     + 

2    J' 

F{x)  =  f(x  + 

2    -* 

Dzen 

von   — -—  entwickelt  und  die  Differen» 

.     F(x+Jx}- 

-'(») 

aser  weadet  jene  Fonnel  auf  einige  Iatc^:rale  and 

bnung   von    — ,      ■   an.     Dem  Referenteo  scheint 

le  Fonnel  weder  rascher  noch  einfacher  som  Ziele 
ewdboliche  Taylor'sche  oder  Maclaarin'sche  Beibe. 
Dn. 


Elxcentrischer  Kugelsector.     GrunertArch.   LKV. 

er  Inhalt  des  KSrpers  berechnet,  welcher  von  einer 
od  drei  beliebigen,  sich  im  Innern  schneidenden 
azt  ist.  Er  wird  zuerst  in  drei  Seetoren  zerlegt, 
nrch  den  Mittelpankt  gehende  gemeinsame  Kante 
lie  drei  Ansdrficke  addirt;  die  Summe  ergiebt  fUr 
>ctor: 

1 


COa'y    „  _  ,  oin  «  Bin «  ein         «*         „„„        f       \ 

siny  ■'' 


-m  — esinasiny  8 


2  8ID7  '         '2siay 

ie  inneren  Winket  des  begreozendeo  sphärisdien 
,  in  einen  der  drei  Bogen,  e  den  Abstand  der  Sector- 
[ittelpunkte,  I  das  StUck  des  Parallelkreiaes  m 
darauf  sphärisch  projicirten  Centralprojection  der 
im  Pole  des  Kreises  m  bezeichnen,  und  die  Summe 


Gapitel  4.    BeatimiDtfl  lotegrale. 

Iber  die  drei  Terschiedeaen  m  zu  nehmen  ist  Der^Ausdr 
jilt,  80  lange  die  Winkel  Ä,  B,  C  concav  sind.  Anwend 
in  gemacht  auf  den  gleichaeitigen  und  unendlicb  dHnnen  Se 
nun  Zweck  der  Bestimmung  der  Vorzeichen  der  Terme.  I 
Mibe  BechnnngBgang  fuhrt  auch  zur  Bestimmung  der  Integr 
Ton  denen  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts,  die  TrSgh< 
Domente  und  die  HaupttrUgheitsaxeo  abhängen.  Ihre  Wei 
Bnd,  der  Form  nach  entwickelt,  mit  unbestimmte»]  Coefficiei 
ufgestellt  H. 

Be.  äbakamowicz.  Der  Integrator.  Krak.  Ber.  Vil.  (Poloii 
Das  Tom  Verfasser  erdachte  uDd  verfertigte  Instrunieot  d 
m  Constmction  der  sogenannten  Integralcurve.  Eb  giebt  n 
blog  die  Samme  der  Elemente  ydx,  was  auch  die  rerschiede 
Pladmeter  geben,  sondern  es  stellt  ausserdem  das  ganze  S 
iBationBTer£ahren  graphisch  dar.  Die  Constniction  des  Integra 
bftf  ihren  Gmnd  in  einem  neuen  Princip;  es  sollen  nämlich  z 
bewegliche  Funkte  Ä,  B  so  verbunden  werden,  dass,  wenn 
Hoe,.  z.  B.  ^  die  DiSerentiaIcurve  beschreibt,  der  zweiti 
die  Itttegralcurve  zeichnet.  Die  ganze  zo  diesem  Zwecke  i 
ntade  Einrichtung  besteht  aus  einem  Cylinder,  der  hier  die  St 
flner  Sehraabe  mit  unendlichen  schmalen  Gewinden  vertritt, 
uu  zwei  geradlinigen  in  zu  den  Gewinden  parallelen  Ebenen  lie^ 
des  Kanten,  die  den  Cylinder  mit  gewisser  Kraft  zusamn 
drOcken.  Dn. 
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Bestimmte  Integrale. 

P.  DD  Bois-Reymond.     Der   Beweis  des  Fundamenl 

Satzes  der  Integi-alrechnang:    /    F(x)dx  =  F(b)^  F 

ClehichADB.  a\'l.  115-128. 


ailL    DifferaDti&l-  and  lDt«gTiür«ehD<iDg. 

9  Function  F^x)  im  Intervalle  (a,  6)  Oben! 
d  einen  binteren  DifferentialqaotieQten  (d.  h 
nerthe 

IteUiDterralle  die  oberen  nnd  die  unteren  Grea 
itionen  zasammen.  Ist  die  eine  der  Fnnotiona 
el,  BO  iet  ea  auch  die  andere,  nnd  beide  liefen 
'(b)  —  F(a).  Der  letztere  Sats  ist  bereits  t<n 
während  der  eratere  als  besonderer  Fall  du« 
heriDbreDden  Satzes  aufgefaast  werden  kui 
878.  p>  275).  Herr  da  Bois-Reymond  beweii 
ich  mit  fr(ßc)  oder  f^(x)  anch  der  mittlen 
Ton  F{x),  d.  i.  der  Orenzwerth  von 
^x-\-e)-FCx:-s,)\:\t  +  t,U 
u  Gesetz  tp{8,a,')  =  0  verbundenen  poritire« 
:b  ZOT  Grenze  0  Übergeben,  intc^rabel  sei  asd 
ral  liefere.  SL 


'.  ß.  I'erry,  Tannbb,  Na8B.     Solntioni 

(6097).     Bdac.  Times  XXXIU.  71-73. 
estimmter  Integrale,  wie 
-3s 


/■•  1 


^(lagxydx=l. 


(1+*)* 

0. 


leaer  Beweis.   Onuert  Anh.  lxv.  448. 

wenn  fllr  alle  Werthe  von  ^ 
,  Binika>  =  0    oder    £  ot  aoBkgi  =  0, 

mmtlich  noll  sind,  fol^  sebr  einfaeh  loa  dv 
Oleiohang 


Ci^iite)  4.    BMUmmta  Intagral«. 
/     mapqtdqi  £ai  amk^  =  0, 
IkenefaDDgswetee 

wo  p  eine  gaoze  Zahl  ^  n  ist 


Ch.  Hkbmitb.     Sur  l'int^rale  /     f(flina!,  cos«)*«. 
Tcixair»  J.  II. 
Herr  Hermite  leitet  das  obige  Inte^al  her  aus 
/     cotg  {x  —  a)dx 

nnd  beatimnit  den  Werth  dieses  Integrales,  indem  er  es  in 
Elemente  zerlegt    Diese  addirt  er  mittels  der  Formel 

»lg(a!-a)  +  cotg(aj-o+-^)  +  -+Cotg(a;-a+  -^ 

=  ncotgn(x  —  a), 
indem  er  darin 

—  =  dm    and    a  =  a-{-j& 

Klit.    Die  Grenze  der  rechten  Seite  findet  er  dnrcb  Transf 
tion  mit  Htllfe  imaginärer  ExponentialgrSBBeD.  Tz.  (0. 

W.  LiGowsEi.     Direote  Bestimmung  des  Integrals 

J    logsinaidx.    Gronert  AfCb.  LXT.  110. 

0 

Dorcli  die  Zerlegung 

wnx  =s  28in—  008  -^ 
and  die  Sabstitation  von  2x  tf^  x  ergiebt  sich  sofort  der  '^ 


Abschnitt.     Differential-  and  Integral rechanng. 

'.     Note  sui-  quelques  integrales  d^finies. 

,  Bruz.  IV.  B.  141-158. 

16  von  Integralen,  die  aus 


•=/" 


asinxu       ,  I 

— I—, — i —  da  =  -TT 
a'  +  u*  2 


lung  bekannter  Methoden  und  specieller  Kaostgriffe 
d.  Md.  (O.) 


r.    Notes  on  a  olass  of  definite  inte^prals. 

ä.  XI.  29-35. 

Lsaer  knDpft  eine  Reihe  interessanter  Bemerknngen 
Integrale 

coB pxdx  /'"  »xa'pxdx 


r 


j-*i- 


\aiMix-\-a*.    Der  Satz  von  Poissou  i 

metriBch  bewiesen,  indem  eine  Kreissehne  (Radios 

inen  festen  Punkt  im  Abstand  a  vom  Mittelpunkte 

rotirt,  wo  die  beiden  J  die  Quadrate  der  Stücke 

rstellen,  deren  Product  =  l  — o'. 

ird  J-*  in  die  Reibe 

■"  =  Ä^-\-2Aj  cosx-j |-2^pCospx-| — 

)  nach  Gauss  die  j1  sich  in  vierfacher  Weise  doreb 

^inction  F  ausdrBcken  lassen.     Dem  entsprecheod 

obi'sche  Theorem 

('2p)'     /"" 
{viOix)i\Yi'Pxdx  =   )  J^  ^    I      O(co»x)coipxdx, 

if 

®(C09x)   =   J-', 

itcgratloD    zur  Rechten  alle  Terme    obiger  Reihe 
°  Terachwinden,  folgende  vier  AusdrScke  des  zweiten 
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""  2^CpO*(l+a')"+''      '    2     '  2         '   P-t-*'    Cl  +  a'r< 

Die  Gleichheit  derselben  folgt  überdies  aus  Resoltaten  von 
Summer.  Femer  wird  gezeigt,  dm^s  die  von  Legendre  au- 
fwandte Methode  der  Berechnung  des  zweiten  der  Integrale 

/'^    cospxdx         /*"   ^ 
^ ,     /      zj"  cospa;  dx 

durch  Beihenentwickelung  auch  für  das  erste  passt,  dessen  Werth 
er  durch  Induction  gefunden  bat.  Ferner  wird  die  Herleituug 
des  Werthea  des  zweiten  Integrals  von  Jacobi  besprochen,  welche 

hr  n  =  —  ungültig  wird,  ein  Fall,  den  er  voraus  behandelt 

hat    Bei  Anwendung  der  hypergeometrischen  Reihe   folgt   das 
bezügliche  Resultat  durch    eine  Formel  von  Kummer,     Endlich 
wird  noch  auf  das  zweite  Integral  das  folgende 
/«  sin''» a? cos a? da?  7ra(w +p)(:?)!    _,.     ,      ,  ,  ,  o     »i 

dareh  partielle  Integration  zurückgeführt.  H. 


0.  ScHLÖMiLCH.     üeber  den  Quotienten  zweier  Gamma- 
functionen.   Schlömüch  Z.  XXV.  351-352. 

Durch  Transformation  zweier  Integralformeln,  Reihenentwicke- 
long  Ton  Factoren,  Multiplication  der  Summen  und  Integration 
durdi  Euler'sche  Functionen  werden  die  zwei  Ausdrücke  erhalten : 


1     l        *= 


/». 


wo  die  Coefficienten 


Abaoboltt    Dlffenotift)-  nod  lotegnlrMbnoDg. 


I 

8  ' 

9 
«•=T25-' 

193 
"•  ~3072' 

_  3 

8  ' 
treehnei 

I  sind. 

443 

'•       3072' 

,CH.      EiDige   Bemerkungen  Über   den   reci- 
^erth  der  GammafunctioD.    Sehi&miieb  z.  xxv. 

Bser  hat  achoD  früher  (Analyt  Stadien  I.  S.  45)  die 
finitiooBgleichiuif  transformirt  in 

iBtaote  des  Integrallogarithmus.     Hieraus  folgt  die 
ir  EntwicIielnDg 


=  fl.  +  ff.c +  »,»'  + ■• 


lg  der  ff  findet  er 


tiplication  mit  der  Reihe  fUr  tPl 
'  -  K,  +  K,(,  +  K^•  +  ■■ 


aionsformel 

ier'soben  Integrale  leitet  er  dann  her 
1        ^  _f_    /""       e'dg 

dependente  Ansdrnck 

2>t.i.2...»  y 
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0.  ScHLöHiLCH.     Ueber    eine  Yerwaudte   der 

foDCtion.    SeblSmiloh  Z.  XXV.  837-343. 
Die  hier  untersuchte  Function  ist 


PC»)  =  w'(n-f-)'. 


Et  werden  mehrere  Methoden  aufgeführt,  um  deren  Wi 
riaeh  zn  berechnen,    log  P{x)  Usst  sich  leicht  nach  Pott 
entwickeln  und  die  Formel  auf  kleine  x  anwenden. 
p\t  von  der  Ansdruckaform 

*«  erst  nach  Potenzen  von  «  entwickelt  wird.  Feri 
ron  der  anlänglichen  Logaritbmenreiliensumme  di< 
Glieder  abgetrennt  und  der  Rest  nach  der  Bemoulli'i 
balbeouTergenten  Reihe  entwickelt    Ferner  wird  dei 

log«.)  =/■  -i=p-  i<.e(T:W> 

in  drei  Theile  X+  Y-\-Z  zerlegt    Der  erste  Theil 

'»  coDstant,  der  zweite 

int^rabel,  der  dritte  endlich, 

wird  in  eine  halbconrergente  Reihe 

«itwiekelt  Femer  wird  Z  durch  eine  stets  oonvergii 
iler  Form 
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z  ==  2; 


S    C^+l)(a:+2)...(a:H-&) 

dargestellt.    Endlich  wird  der  Schluss  gezogen,  dass  die  obige 
Constante 

X  =  ^  +  Hm  ji-(log«)'-!i"Äj     («  =  oc) 
i8t.    Die  Verwandtschaft  mit  r(x)  wird  durch  die  Relation 


0 


begründet.  H. 

G.  DE  LoNGCHAMPS.      Sur  Ics  integrales  eul^riennes  de 
seconde  esp^ce.   add.  de  pec.  N.  (2)  ix.  419-427. 

Das    Euler'sche    Integral    r(p)    ist     der    Grenzwerth    der 
Function 

0 
FUr  diese  leitet  der  Verfasser  den  Ausdruck  her 

indem  er  das  allgemeine  Glied  in  PartialbrQche  zerlegt  und  die 

so  entstehende  Doppelsumme  durch  Veränderung   der  Ordnung 

der  Terme  als  Product  der  Reihe  ftlr  e^  und  des  durch    Ent- 

Wickelung  von  e~'  erhaltenen  Reihenausdrucks  ftlr  das  Integral 

j/p  darstellt.    Nur  bis  dahin  ist  das  Verfahren  richtig.    Nächst- 

dem  stellt  der  Verfasser  den  Satz  auf:    ^Wenn  die  unendlichen 

Reihen 

u  =  SonX"^    und    r  =  SßnX"* 

unbegrenzt  convergiren,  so  ist 


lim  (^)  =  Hm  (^)" 


fO  ^  n=»  ^  ßf 

ein  Satz^  der  jedenfalls  durch  Bedingungen  beschränkt  werden 
mQsste.    Der  Anwendung  zufolge  wird  die  Existenz  beider  Grenz- 
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reithe  nicht  Toraosgesetzt,  sondern  der  Grenzi 
tnotienteo  beider  Seiten  behauptet,  was  eine  Bezi 
:  und  n  erfordert,  die  der  Verfasser  anbeaolitet 
reise  ist  der  Irrthnm  von  wesentlicfaem  E^nflnsa. 
iner  unbegrenzt  conTergenteo  Reihe  nnabhäng: 
inreiehead  grosses  n  beliebig  klein  genacbt 
[ich  diesem  Satze  verwandelt  sieh  nun  beim  Ueben 
a  obige  Ansdrack  ftir  y^  in  einen  solchen  für 

Dm  Gansfl'achen  nur  durch  den  Factor  f-^J   nn 

bo  keinen  Sinn  bat,  wenn  er  nicht  derselbe  sei 
liemacb  alles  folgende,  nämlich  die  Herleitnng  d( 
isr  7*-Fimetion ,  der  Begründung  entbehrt,  so  » 
Vorfahren  eineii  möglichen  neuen  und  sinnreiche! 
ettnng  anzadeotea. 


L  Bbrger.      Snr  quelques  applicatioDs   d 
Gramma  ä  la  throne  des  nombres.   npnl 


EL  ScuBÖDBB.     BestimmuDg  des  infinitären 
Integrals   /    (u\du.  ScUömilch  Z.  XZV.  106- 

0.  ScBLOHiLCH.     Nachachrift  zu  der  Arbe: 

IXT.  117-123. 

Du  bezeichnete  Integr&l  geht  aus  dem  Co 
der  drei  von  Ubbo  Heyer  (Grunert  Ärch.  IX.  1( 
KdlienentwickelungeD 

jJM(l±^j'=Td-..- 

hl  c  =  —  1  hervor.    Transformatiooeu  desselbe 

TM^t.  d.  Hitta.  XIL  1. 


.  Abgehnitt.    DitTermtlBl-  und  Inte^rechnang- 

="(_,)./-(«)■*. 

"     '■•+0««rf^) 

-  f_,v.-.  r    1       ^ 

-'  '"  y  (i+e»)-  .!'+»•  ■ 

ODg  in  obige  Reihe  ergeben  sich  einige  Formeln: 

^-  +  ^- 
log»        1  — a 

<»  1  +  »C09»  _      /•'       d» 1__ 

+  »■     l+2»C0Bi*  +  »'         y      <l"+»'      1  +  ««» 

a8cherom)'Bche  Constante  des  IntegrallogaritlunQS 
""    e-»log(l+e»)        i» 
re'  +  *'  «•+*■ 

drnck  (17)  wird  dqd  folgende Bestimmang  Air  «=  oc 

25)        Um{(-l>^'iiOog»i)'C*-'))  =  1. 
lultat  Ifiast  «cb  anch,  wie  Lflroth  entdeckt  hat,  not 
hier  ansftlbrt,  aae  dem  von  Weierstrass  aofgestellts 

hm    „  -    ,>  f-  =  1       («  =  oc) 
Fc(«+n)  '  ' 

tTacbscbrift  Bucbt  Herr  SchlOmilcb  die  GrtSsse  Cl~' 
fQr  ein  endlicbes  n  zu  bestimmen,  um  sebliesslid 


«*+i«— 
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eortbeilea  za  können,  in  wieweit  Gleichung  (25)  ein 
OD  darbiete.    Er  stellt  sie  in  der  Form  dar: 

ro  die  6  recorrent  ans  der  Gleichaog 

efnoden  werden,  und 

a=l  +  -l-  +  -  +  -^ 

lt.  Die  endliche  Snmme  nach  h  wird  dnrch  die  ha 
iCTnonlli'sche  Reihe  auf  die  unendliche  (bis  h  = 
lefithrt.     Hiernach  findet  er  fttr  n  =  1000000: 

■   /^  («>.  <fH  =  0,004814;  nach  Qleiebung  (25)  = 

rorana  hervor^ht,  wie  wenig  letztere  zur  kppn 
ignet  iat. 


f.  CocKLB.     On   a  certain  defiuite  integral. 

X.  98-101. 
Beneht  räch  aof  einen  Änsdrack  ftlr  die  reell 


in  Form  eines  bestimmteD  Integrals,  welches  sich  i 
irenn  x  =  0. 


P.  WiBCEB.     Einige  Bemerl:angen  Über  die  f 
bei  Anwendung  der  Simpson'scben  BegeL 

Uin.  83-89. 
AngenomiDeu,  es  sei 

und  es  werde   der   nach   der   SimpBon'aeben   Reg 

1 
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ingswerth  tos    /  ydx,  welcher  gleich 

rch  r  bezeichnet,  so  ergebt  sieb  der  in  dem  NUmtugl 
liegende  Fehler  i 

=  r-/'*y*c  =  -^ia,+  2,öa.Ä-l-4,I071a.A'+.-}.      | 

irseitB  ^ebt  die  vierte  Differenzea-Beihe  für  y,  wenn  Päi 
wirdO,  -^,|,Ä,  I 

erfasaer  betrachtet  die  in  den  beiden  Klammem  Btehendd 
Icke  als  gleich  nnd  setzt  ' 

Aosdruck  wird  benatzt,  um  das  gefundene  Resultat  s 
lem  und  auch  um  den  zulAssigea  Werth  von  A  sa  be 
in,  wenn  eine  gewisse  Fehlergrenze  J  nicht  Dberaobrittei 
1  BoU.  Ia 


:0WBBiDQB.    On  the  qnadratnre  of  curves  and  tb< 
lature  of  solids  by  uieans  of  infinite  series. 

yat  VII.  47-51. 
iwenduDg  der  Formel 

1J.-1-U..+  3F+...  +  BF  ^  ^  +  -. 

icheotheile  des  Ereises,  der  Ellipse,  der  Parabel,  der  log« 
eben  Gurre,  der  Kugel  und  des  Ellipsoides  zu  bestimmen 
Glr.  (0.) 


ILLAUD.     Sar  le  calcal  namdrique  des  int^gralei 

Dies.    C.  B.  ZC.  974-97G. 
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Wenn  es  sich  darum  bandelti  ftlr  /  ydt  die  grösste  Annähe- 

u 

nog  dareh  Substitution  eines  Polynon^  n^  Grades  in  t  für  y, 
reiches  fllr  n-f-l  Werthe  von  I  dem  y  gleich  ist,  zu  gewinnen, 
10  geschieht  dies,  wie  Oauss  gezeigt  hat,  indem  man  x=  l  —  2< 
letzt  und  die  n  +  l  Werthe  von  x  durch  die  Gleichung  Xn+i  =  0 
)e8timmt,  wo  X»+i  das  Legendre'sche  Polynom  bezeichnet.  Der 
ieweis  von  Gauss  ist  schwierig.  Jacobi  hat  dasselbe  Resultat 
mf  elegantem  Wege  erreicht  Der  Verfasser  nimmt  jedoch  die 
Ueen  von  Gauss  wieder  auf,  um  daraus  eine  Deduction  in  wenigen 
kilen  zu  bilden.    Die  Coeffidenten  des  Polynoms  in  <, 

Mriedigen  die  Gleichung 

Han  erhält  sie  durch  Zerlegung  von 

(-p)(-p+i)...(-P+^+0 

in  Partialbrflche,  und  es  ergiebt  sich 

T=  F[«+2,  — (n+l),  1,  <]      (FGauss'sche  Function). 

Die  Methode  wird  noch  angewandt  auf  die  Aufgabe,  eine  Funo- 
fion  Ton  der  Form 

X — X.  X — x^  .     X — O^^-i 

sm — r—^  sin — jr-S — 8m j-p— 

1  2  n+l 

si  finden  unter  den  Bedingungen: 

rcos 
VQd)  gjjj(P«)*»  =  0   (p  =  0,  1,  2, . .. »). 

0 

El  wird  nämlich  g>(x)  das  obige  T  f&r  <  =  sin*^,  x  =  2^. 

H. 

fi*  Radau,    l^de  snr  les  formnies  d'approximation  qni 
servent  k  calculer  la  valeiur  d'une  integrale  d^finie. 

LioQTill0  J.  (2)  VL  288-886. 
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Ausführliche  Darlegung  der  .Theorie  nach  dem  von  Graosa, 
Tchäbychef  u.  A.  erreichten  Standpunkt.  H. 


R.  Badau.      Sur  les  formules  de    quadrature  ä  coeffi- 
cients  ^gaux.   0.  B.  xc.  520-029. 

Der  Verfasser  betrachtet  den  besondere  Fall,  wo  die  CoeflI- 
cienten  der  Functionswerthe  im  Voraus  gleich  gesetzt  sind  und 
nur  die  Intervalltheilung  disponibel  bleibt|  und  leitet  Fonn^ 
von  Hermite,  Mehler  und  Tchäbychef  auf  neuem  Wege  her. 

H. 

K.  Badau.     Remarques   sur  la  formale  de  quadrature 
de  Gauss.   0.  B.  xo.  913-915. 

Der  Verfasser  vergleicht  die  Abscissen,  welche  aus  der 
GauBS'schen  Gleichung 

hervorgehen,  sowie  die  Goef&cienten  und  Gorrectionen  mit  den- 
jenigen, welche  die  Gleichung  («•— 1)  ^(0?)  =  0  liefert,  und  be- 
merkt, dass  das  Mittel  zwischen  beiden  eine  weit  kleinere  Coirec^ 
tion  ergiebt  Femer  theilt  er  die  von  ihm  auf  acht  Bruchstellen 
berechneten  Abscissen  und  Goefficienten  f&r  n  =  8  und  9  nach 
Gauss  (das  ist  die  Fortsetzung  der  Tabelle  von  Gkiuss)  und  f&r 
n  =  9  und  10  nach  seiner  eigenen  Formel  mit.  H. 


O.  Callandreau.      Sur   la  formule   de   quadrature    de 

Gauss.    0.  R.  xo.  1067-1069. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  man  bei  einer  ausgedehnten 
Classe  von  Transformationsformeln  analog  denen  von  Gauss  den 
Sinn  des  begangenen  Fehlers  a  priori  erkennen,  bisweilen  sogar 
einen  angenäherten  Ausdruck  der  complementären  Tenne  erhalten 
kann.  H. 
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S.  Catalan.     Sur   la  qnadrature   des  courbes  parabo- 
liqnes.    N.  0.  m.  VL  3%-402. 

E.  CatalaN.     Note  snr  la  qnadrature  des  conrbes  para- 

boliqaes.    M^m.  de  Belg.  10  4<».  XLm. 

Sehr   einfacher  Beweis   des  Fundamentalsatzes  von  Gauss 
Iber  angenäherte  Quadraturen.  Mn.  (0.) 


P.  August.     Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Gauss- 
schen  Methode  der  mechanischen  Quadratur. 

Gnioert  Areh.  LXVL  72-98. 

Die  Verallgemeinerung  besteht  darin,  dass,  während  Gauss 
ond  Jacobi  eine  Entwickelung  der  gegebenen  Function  unter 
dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  mit  den  Exponenten  0^  1,  2, ... 
EU  Grunde  legen,  die  Exponenten  hier  eine  beliebige  steigende 
arithmetisehe  Beihe  mit  einem  Anfang  >  —  1  bilden.  Durch  die 
Sabstitation 

wird  allerdings  (zugleich  mit  der  Beduction  der  Integralgrenzen 
iof  0  bis  1)  die  Verallgemeinerung  soweit  wieder  aufgehoben, 
dass  die  Exponenten  um  1  steigen  und  nur  beliebig  anfangen. 
Der  Anfangsexponent  e  —  1  bleibt  dann  zur  Verfügung,  wenn  es 
fleh  darum  handelt,  auf  die  besondere  Natur  der  gegebenen 
Function  einigermassen  Bücksicht  zu  nehmen.  Die  Lösung  der 
Angabe,  in  der  Darstellung 


/ 


F{x)dx  =  h2CiF(xi) 


0 

die  Ci  (nach  Newton)  einem  genauen  Zutreffen  auf  n  Terme  der 
Beibe  ftr  F(x)  gem&ss,  dann  die  Argumente  xt  (nach  Gauss)  so 
m  bestimmen,  dass  UDabhängig  von  den  n  folgenden  Goefßcienten 
die  Genauigkeit  sich  auf  die  2n  ersten  Terme  erstreckt,  folgt  nun 
nerst  dem  von  Jacobi  gewählten  Gange.  Die  Argumente  $<  sind 
ie  II  Wurzeln  der  analogen  Gleichung 
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(xvm.) 


und  es  wird  ebenso  bewiesen,  dass  sie  reell  und  zwischen  0  und 
1  enthalten  sind« 

Hierauf  löst  der  Verfasser  die  Aufgabe  direct  auf  ttberrasebend 
einfachem  Wege  und  gelangt  znr  identischen  Bestimmnng,  die 
jedoch  zunächst  in  anderer  Form  auftritt  Er  macht  die  resul- 
tirende  Eigenschaft,  dass  die  Lösung  unabhängig  von  den  Coef- 
fioienten  der  gegebenen  Function  wird,  zur  anfänglichen  Bedin- 
gungy  welche  nach  der  Substitution  von 

«i  =  Ä5<  <*  ,    -j-  =  «,    d^     =  — g — 


2n  Gleichungen 
(XXIII.) 


(i  =  0,  l,...2ii— 1) 


ergiebt    Die  Resultate  der  Elimination  der  y  xwiachen  je  n+l 
BuccesBiven  derselben  werden  verbunden  mit  der  Qleiofaiiii^ 


1      1    ...  l      l 

•  •  •  • 

•  •       ,  .  •       •  • 


=  0, 


welche  ausdrückt,  dass  die  $p  |, . . .  die  n  Werthe  von  §  sind, 
und  mit  welcher  jene  gemeinsame  Unterdeterminanten  in  Bezug 
auf  die  letzte  Verticalreihe  haben.  Eliminirt  man  die  n  Unterdeter- 
minanten zwischen  den  so  erhaltenen  linearen  homogenen  Glei- 
chungen, so  erhält  man  die  Bestimmung  der  |  in  der  Form: 


1 

1 

l 

1 

< 

«+i 

1 

1 

«4-1 

«+2 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

l 

1 

•    .    • 


1 


«+«— I        «+n 


1 

«+11+ 1 


1 

«+2fi— 1 


=  0. 
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IHe  y  findet  man  aas  beliebigen  n  Gleichungen  (XXIIL),  die  c 
flind  dnrch  die  /  und  $  bekannt  Zu  der  gleichen  BestimmangB- 
fbrm  gelangt  der  Verfasser  dann  mit  Benutzung  der  Theorie  der 
reeunirenden  Beihen.  Es  wird  nun  bewiesen,  dass  die  Wurzeln  | 
reell  und  zwischen  0  und  1  enthalten  sind.  Femer  wird  der 
Fehler  mit  Benutzung  der  recurrenten  Bestimmung  von  vorher 
gebrauchten  Coeffidenten  ftlr  die  fortgesetzte  Reihe  ausgedruckt 
Es  folgen  dann  noch  einige  Bemerkungen  in  Betreff  der  Identi- 
titt  der  Function  (XVIII.)  im  besonderen  Falle  mit  der  Kugel- 
funetion,  femer  der  Symmetrie  der  Gleichung,  durch  welche  die 
Berechnung  der  Wurzeln  sich  auf  die  Hälfte  reducirt,  ferner  des 
Vortheils,  den  die  Elrweiterang  gewährt  H. 


P.  Babbarin.     Note  snr  le  planim&tre  polaire. 

Nout.  Ano.  (2)  XIX.  212-216. 

Die  Auseinandersetzung  des  Polarplanimeters  ist  wegen  un- 
riebtij^er  Behauptungen  ganz  unverständlich.  H. 


E.  B.   EcLiOTT.     An  expansion  for  /    T:^lL^LzLix^ 

0 

•  being  a  positive  integer.   Menenger  (2)  x.  118-119. 
Die  £ntwickelung  ist: 


»11  0 


Glr.  (0.) 
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Capitel  5. 
Gewöhnliche  Differentialgleichimgeii. 

Seuthkn.  Beviß  for,  at  Ligningen  /(x,  y,  y*)  =  0 
et  fuldatändigt  Integral.  Zeatheo  xidMkr.  (4)  IV.  161-167. 
1  die  Existenz  einer  der  DifferentialgleichaDg 

:benden  primitiTen  Gleichuog  zu  beweisen,  Bchlftgt  der 
er  den  folgenden  Weg  ein.  Das  Toilständige  Integral  Ifiat 
Grenzfonn  der  Belatioo 

-».  =  i''.C*i-*o)  +  ff'.(*,-'»i)H — !-»--•(*— *—0 
n,  wenn  die  Tbeilung  des  InterralleB  le— »,  in'e  Uneodliebe 
tzt  wird,  während  die  gr  nnd  die  y',  successive  dnrch  die 
ngen 

fC^.  Vm  y'r)  =  0     und     y^+i— Jfr  =  3'r(xr+,~Xr) 
it  werden.    Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  die 
i  einer  Grenze  zu  beweisen.    Sebt  man  voraus,  dass  nicht 

}   oder  ^  =  0,    was  erlaubt  ist,    so   hat    man,    wenn 

dx         '  ' 

P  zusammengebijrige  Werthe  bezeichnen, 
r-y'  =  a(,X-x)  +  biY-y), 
nd  b  endliche  Grossen  bedeuten.  Ist  dann  m  der  grösste 
irthe  y'r,  so  ist  demnächst  y  —  y^  =  e(x  —  x„),  wo  c  ane 
B  Grfisse,  kleiner  als  m,  bezeichnet.  Tbeilt  man  ferner 
Ines  Intervall  ce—x^  in  n  Theile,  so  erb&It  man  statt  einer 
iz  t]—y^  ^ütif—^t)  eine  neue  Differenz  y— y,,  und  es 

9-v  =  Cy'.— *')('»,— «i)+Cyi—yiXa'j— «.)  +  — 
-  +  Cy— i-yi)C«-af— i). 

Y*  <liB  grßsste  der  hier  aultretenden  Differenzen,  bo  wird 

y-r]<:<iy'r—y'J(x—x,)<{a+bc){x—x,)\ 
irtgesetzte  Theilung  irgend  eines  Intervalles  «,— z^i  be- 
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wirkt  deshalb,  daas  y«  den  Zuwaehs  Jy^  =  a«(d;«— ««.0*  erhAlt, 
wo  a^  eine  Grösse  bedentet,  welche  ftlr  x^—x^i  =  0  nicht  nnend- 
lidi  wird.  Mittels  ähnlicher  Betrachtungen  wird  bewiesen,  dass, 
wenn  man  y^  den  Zuwachs  Jy^  giebt,  der  Endwerth  y  eben- 
falls einen  Zuwachs  P.  Jy^  erhält,  wo  P  endlich  bleibt.  Durch 
Combination  dieser  beiden  Sätze  wird  endlich  dargelegt,  nicht 
nur,  dass  ein  Grenzwerth  von  y — yo  existirt,  sondern  auch,  dass 
dieser  Grenzwerth  von  der  Art,  auf  welche  die  Theilung  vorge- 
nommen wird  —  wenn  dieselbe  nur  in's  Unendliche  fortgesetzt 
wird  —  ganz  unabhängig  ist,  so  dass  man  auf  diese  Weise  zu- 
ktit  y  als  Function  von  m^J  x^  und  y^  dargestellt  erhält 

Gm. 


H.  6.  ZsuTHBN.    Sur  la  d^termination  d'int^grales  algö- 
briqnes  de  diffi^rentielles  algdbriques.  0.  R.  xo.  iiu-iiis. 

Es  sei  die  algebraische  Gleichung 

0)   K-.4-)  =  « 

von  den  Graden  /u,  fi'  resp.  in  x  und  -^- .     Es  soll   die  alge- 

braisebe  Lösung  derselben 

(2)        F(x,y  +  c)  =  0 

gefunden  werden,  wenn  sie  existirt  Es  ist  unmittelbar  ersicht- 
lich, dass  F  vom  Grade  (4,'  in  y  sein  muss.  Die  Ordnung  n  der 
durch  (2)  dargestellten  Curven  wird  gegeben  durch 

wo  1^  in  folgender  Weise  sich  bestimmt:  Man  suche  alle  endlichen 
Werthe  a;  =  o,  flir  welche  y'  =  oo  wird,  und  stelle  alle  möglichen 

nadi  ganzen  positiven  Potenzen  von  (x^a)'  fortschreitende  Ent- 
Wickelungen  auf  von  der  Form 

nehme  in  jeder  dieser  Reihen  die  kleinste  von  den  beiden  Zahlen 
t  und  ij  und  bilde  aus  ihnen  die  Summe,  so  ist  j'  gleich  dieser 
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Summe.  Ist  die  Ordnong  n  bestimmt,  so  bandelt  es  aidi  mii 
noch  um  die  Bestimmung  der  Coefßcienten  in  (2.),  welche  einfadi 
durcb  die  Identität  der  aus  (1)  und  (2)  abgeleiteten  Werthe  f&l 
y'  erhalten  werden ;  die  etwa  dabei  sich  herausstellende  Unmöglich^ 
keit  erweist,  dass  das  gesuchte  Integral  transcendent  ist  Zuweilen 
ist  es  von  Vortheil,  die  Tangentialgleichung  der  Integraleorreil 


aufzusuchen.    Man  setzt  zu  dem  Ende  — ^  —  •*   '*  —  — 


=  ti,  X  =  — = — .  80  dasi 
dx         •  du' 

u  und  e  =  x-^ — y  die  Goordinaten  einer  Tangente  sind.     Di« 

Gleichung  (1)  behält  ihre  Form,  und  man  erhält  für  die  Ordnung 
dieser  Curven  «' =/u-f/u'— t,  wo  t  durch  die  obige  Regel  bei 
stimmt  wird.  Die  Bestimmungen  von  n  und  fi'  werden  an  einigei 
Beispielen  ausgeführt.  Hr. 


P.  Cazzaniga.  Sulla  integrazione  delle  equazioni  alge- 
brico-differenziali  di  1"  ordine  e  di  1^  grado  mediantc 
funzioni  algebriche.   Bsttagiini  Q.  xyni.  72-92. 

Die  Methode  ist  dieselbe,  welche  Herr  Gasorati  in  seinei 
unter  dem  nämlichen  Titel  in  den  Bend.  Ist  Lomb.  (2)  XI.  804  et- 
schienenen  Note  (Vgl.  F.  d.  M.  X.  1878,  p.  220)  befolgt  hat;  andi 
hier  beschränkt  sich  die  nähere  Untersuchung  auf  den  Fall,  daae 
die  Differentialgleichung 

(1)        a(xy)dx  +  ß(xy)dy  =  0, 

wo  a  und  ß  ganze  Functionen  n^  Grades  sind,  durch  das  allge^ 
meine  Integral 

VCV^-V«*!^*  =  Const, 
wo  V^<  =  «+P<y+9<)  befriedigt  wird,  also  n+l  partioulin 
Integrale  V^«  =  0  vom  1^  Grade  hat  Die  Formeln  fbr  die 
Bedingung  der  Integrirbarkeit  unter  dieser  Form,  sowie  ftlr  die 
Werthe  der  m,  p,  q  werden  für  n  =  1  bis  3  ausgerechnet  und  dann 
für  ein  beliebiges  n  aufgestellt  Für  n  =  2  stimmen  sie  mit  deo 
Besultaten,  die  Herr  Winckler  in  einer  Arbeit  in  dm  Wien. 
Ber.  LXIV.  p.  247  (s.  F.  d.  M.  UI.  1871.  146)  erhalten  hat, 
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fiem^koaswerth  sind  noch  folgende  in  der  Einleitung  enthaltene 
S&tze  die  sich  auf  Lösongen  beliebigen  Grades  beziehen:  1)  Damit 
die  Oleichung  (1)  ein  particalftres  Integral  der  Form  ^v  =  0 
habe,  wo  q>r  eine  ganze  Function  vom  Orade  r  ist,  sind  zwischen 
deo  CoefiGcienten  von  (1)  r(ii— 1)  Bedingungen  erforderlich. 
2)  Die  Anzahl  solcher  particulären  Integrale  r^  Grades  ist  höch- 
slens  {n  -{-  \y.  3)  Sollen  unter  den  Lösungen  q^  vom  1**°,  q^  vom 
2^  n.  s.  f.  bis  ^r  vom  r^  Grade  vorkommen,  so  mnss  sein 
(«-l)(p.  +  2p,+  -  +  rpr)^(«+l)(n  +  2)-l. 

Hr. 


L.   KöNiGSBBROER.      üebcr    algebraisch  -  logarithmische 
Integrale     nicht     homogener     linearer     DiflFerential- 

gleichangen.    Gott.  Nachr.  1880.  453-456. 

Der  AbeVsche  Satz,  dass,  wenn  das  Integral  einer  algebrai- 
sdien  Function  jydx  selbst  eine  algebraische  oder  algebraisch- 
logarithmische  Function  ist,  diese  oder  ihr  Logarithmand  eine 
rationale  Function  von  m  und  y  sein  muss,  erfährt  folgende  höchst 
bemerkenswerthe  Erweiterung:  Es  sei  die  Gleichung  in  z 


segeben,  worin  sämmtliche  CoefGcienten  algebraische  Functionen 
Ton  X  sind ;  dieselbe  besitze  ein  algebraisches  Integral  «,  (resp. 
riü  algebraisch  -  logarithmisches  logo),  während  die  reducirte 
homogene  Differentialgleichung  entweder  gar  kein  algebraisches 
(resp.  algebraisch  -  logarithmisches)  Integral  enthält,  oder  nur 
lolehe,  die  (resp.  deren  Logarithmanden)  rational  aus  ^F,...7«. 
suammengesetzt  sind;  dann  lässt  sich  js,  (resp.  o)  als  irationale 
von  d;r^...r«.,  y  ausdrücken.  Hr. 


^  Königsberger.  üeber  den  Zusammenliang  zwischen 
dem  allgemeinen  und  den  particulären  Integralen  von 
Differentialgleichungen.   Gott.  Nachr.  1880.  625-630. 
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Mit  Hülfe  der  Resultate  der  vorhergeheDden  Arbeit  ergiebt 
sich  unter  Anderem  der  Satz:  Lässt  sieh  das  allgemeine  Integral 
y  einer  algebraischen  irreductiblen  Differentialgleichung  m^  Ord- 
nung in  der  Form  y  =  ^^y, c, ...c,»)'  ausdrttdLen,  wo  Feine 
algebraische  Function,  y^  ein  particuläres  Integral,  c^...em  Con- 
stauten  bedeuten,  so  erhält  man  wieder  das  allgemeine  Int^^al, 
wenn  man  fttr  y^  ein  beliebiges  anderes  particuläres  Integral  snb- 
stituirt.    In  Anwendung  auf  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

von  der  Form  --^  =  f(p^y)  findet  sich,  dass  das  allgemeine  Integral, 

wenn  dasselbe  eine  rationale  Function  eines  particul&ren  Integnüs 
sein  soll,  nur  eine  lineare  ganze  oder  gebrochene  Function  sein 
kann.  Der  erste  Fall  führt  auf  lineare  Differentialgleichungen, 
der  zweite  Fall  auf  die  Gleichungen 

und 

^  =  Ay+B,y  +  C, 

(wo  P,  it, ,  Bj ,  C^  algebraische  Functionen  von  x  und  Ä^  B^  C  Const), 
je  nachdem  die  Coefficienten  der  linearen  Beziehung  eonstant 
oder  algebraische  Functionen  von  x  und  der  Integrationscon- 
stauten  sind.  Hr. 


H.  Laurent.     Sur  la  throne  des  dquations  di£F<^rentieIle8 
ordinaires.   Nony.  add.  (2)  xix.  153-161. 

In  Analogie  mit  dem  Euler'schen  Multiplicator  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  wird  f&r  ein  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  zwischen  x^..,Xn+l 

(l.)        PnclaJj+-  +  P<,«4-icten+i=  Ä=  0    (•  =  !,  2..-«) 

die  Existenz  eines  Systemes  von  n  Multiplicatoren  l^...lm  von 
der  Beschaffenheit  nachgewiesen,  dass 

ein  vollständiges  Differential  ist   Solcher  Systeme  giebt  es  unend- 
lich viele,  aber  nur  n  von  einander  linear  unabhängige.     Ist  ^ 
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die  Eteterminante  derselben  und  ln^t^i...Xn^i^n  ein  neaes  System 
7on  Maltiplicatoren,  dann  erhält  man  in  den  Oleichungen 

die  st  Integrale  des  vorgelegten  Systems  (1).  Hiervon  macht  der 
Verfasser  eine  Anwendung  auf  das  System  linearer  Differential - 
gldehuDgen 

(2)  -^  =  Xiix,  +  XaX,+^-  +  XinXn+X^>     (i  =  1,  2...n), 

in  denen  die  Xa  eine  Function  von  x  allein  bezeichnen.  Die  Mul- 
tipHcatoren  il^...>U  kann  man  hier  als  blosse  Functionen  von  x 
annehmen,  und  es  ergiebt  sich  alsdann,  dass  dieselben  dem  System 
linearer  Differentialgleichungen  ohne  zweites  Glied 

(3)  ^  =  ^{l^Xu+'-+lnXnO    i  =  1,  2...n 

geniigen.  Ist  dieses  integrirt,  so  erhält  man  durch  blosse  Qua- 
draturen die  Unbekannten  op, .  ..o;»  als  Functionen  von  x.  Zwischen 
den  Systemen  (2)  und  (3)  besteht  die  Keciprocität,  dass  die  Mul- 
tiplicatoren  von  (3)  die  Lösungen  der  Gleichungen  (2)  ohne 
zweites  Glied  sind.    Führt  man  ein 

H  =  2XiXkXik9 

so  kann  das  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  gebildete  System 
in  der  Form  des  canonischen  Systems  geschrieben  werden 

dx,  _    dB       dh  _        dB 

^5^  -    ÖÄT'     "ä^-'ö^       (t-l,2...n), 

Ton  welchem  eine  Lösung,  nämlich 

i,  a?,+—4-^^«  =  const, 
bduumt  ist. 

Schliesslich  wird  der  Zusammenhang  gezeigt,  welcher  zwischen 
den  Hultiplicatoren  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialglei- 
dnmgen  und  der  Bildung  der  zugehörigen  linearen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  besteht  Bringt  man  ersteres 
auf  die  Form 

dx^  _  Y         ^w  __  Y 
li"-^«'-  dx  ^  ^' 
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SO  dass  die  zagehdrige  partielle  DifferentialgleichuDg 


dx  dx^  dXn 

ist,  so  sind  -5 — •••-? —    die   gesuchten   Multiplicatoren   des  ge- 

OX^         dXn 

gebenen  Systems.  Hr. 


Adolph  Stbbn.     Om  Diflferentialligningers  Integration 
ved  besternte  Integralen   Ejbhvn.  Forh.  1880.  237-343. 

Wenn  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  sich  f&r  besondere 
Werthe  der  eingehenden  Constanten  durch  wiederholte  Integration 
integriren  lässt,  und  man  dann  das  gefundene  vielfache  Integral 
durch  ein  einfaches  bestimmtes  Integral  ersetzt,  so  kann  es  vor- 
kommen, dass  die  so  erhaltene  Form  auch  noch  im  allgemeinen 
Falle  der  Differentialgleichung  genügt  So  ha(  z.  B.  die  Oleichong 
y'*'-axy''\'fiay  =  0  das  particuläre  Integral 

wenn  fi  eine  ganze  positive  Zahl  ist     Der  damit  äquivalente 
Ausdruck 

y  =   /*      (a?— a)»e*««'da,     oder     y  =   /^   e*«(»+«)'a^da 

wird  noch  f&r  alle  iu<l  seine  Gültigkeit  behalten.    Schliesslich 
giebt  der  Verfasser  particuläre  Integrale  der  beiden  Gleichungen 

irT(^+l)y'+'ni==o 

an.    Sie  sind  respective  (6c>>2) 
und 


a— 6c— I       a 


9-  -,     f  »—WC—»  » 


—   OD 

Gm. 
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L  Fuchs,  üeber  eine  Classe  von  Functionen  mehrerer 
Variablen,  welche  durch  ümkehrung  der  Integrale 
von  Lösungen  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  rationalen  Coefficienten  entstehen.    Gott.  Nachr.  1880. 

170-176,  Borchardt  J.  IXO.  150-169,    Darboax  Ball.  (2)  IV.  278-800, 
C.  R.  XO.  678-680,  735-786. 

L  FüCHs.  lieber  die  Functionen,  welche  durch  Um- 
kehrung der  Integrale  von  Lösungen  der  linearen 
Differentialgleichungen  entstehen.   Gott.  Nachr.  1880. 445-453, 

Dirbouz  Ball.  (2)  lY.  328-336. 

Die  erst  citirte  Arbeit  bezeichnet  einen  wichtigen  Fortschritt, 
oicbt  minder  in  der  Functionentheorie  als  in  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen.  Durch  Verallgemeinerung  des 
Umkehrungsproblems,  welchem  die  AbePschen  Functionen  mehrerer 
Variablen  ihre  Entstehung  verdanken,  wird  ein  neues  weit  um- 
faraenderes  Gebiet  von  analytischen  Functionen  mehrerer  Variabein 
^schlössen,  zu  deren  Erzeugung  die  Integrale  der  Lösungen 
Enearer  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  zu 
ßnnide  gelegt  werden.  Der  Fall,  dass  die  Lösungen  algebraisch 
äDd,  ftihrt  auf  die  specielle  Classe  der  Aberschen  Functionen. 
Bedeuten  f^  (»)•••  f«(3)  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  einer 
Differentialgleichung  m^^  Ordnung,  so  ist  das  neue  Umkehrproblem 
dueh  folgende  m  Gleichungen  gegeben : 

Sil    fa{z)dz  =  IIa      (a  =  1,  ...  m), 

^^  &•••&•  Constanten  sind,  und  es  handelt  sich  darum,  die  Be- 
schaffenheit der  Lösungen  f(2)  zu  untersuchen,  wenn  durch  die 
Toretehenden  Gleichungen  »^...z^  als  analytische  Functionen  von 
■,...M»  definirt  werden  sollen.  Diese  Aufgabe  wird  ftlr  Diffe- 
raitialgleichungen  zweiter  Ordnung  unter  folgenden  Einschrän- 
kungen durchgeführt:  1)  Die  Differentialgleichung  soll  nur 
wesendidi  singulare  Punkte  besitzen,  2)  die  Wurzeln  der  zu  den 
cmehen  singulttren  Punkten  gehörigen  determinirenden  Funda- 
BientalgleichiiDgen  sind  rationale  Zahlen,  3)  die  Darstellung  der 

PmMhr.  <L  lUth.  xn.  1.  Iß 
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Lösungen  in  der  Umgebung  der  singnlftren  Punkte  darf  keii^ 

Logarithmen  enthalten,  4)  die  Functionen  ^i^s,  sollen  die  sil 

gulären  Stellen  fbr  endliche  Werthe  der  Argumente  ti,  y  ti,  erreichei 

Das  Resultat  der  durch  die  darin  angewandte  Methode  hoch« 

merkwürdigen  Untersuchung  ist  in  folgendem  Satze  enthalten: 

Sind  die  Wurzeln  r^ ,  r,  jeder  zu  den  verschiedenen  singn 

lären  Punkten  gehörigen  determinirenden  FundamentalgleichuQi 

so  beschaffen,  dass  entweder 

1  2 

r,  =  —  IH — ,  r,  =  — 1  +—     (n  positive  ganze  Zahl) 

oder 

_      1         _  ,  j_ 

und  die  Werthe  der  zu  z  =  oo  gehörigen  Wurzeln  q^  q^  entwede 
.  .    1  .  I    2       ,  3  5 

so  sind  die  durch  die  Gleichungen 

/'7«(»)*+y'"A(»)&  =  tia    (a=l.  2) 

definirten  Functionen  s,  =  F,  (ti,,  v,),  s,  =  ^tC^n  ^i)  Wurzd] 
einer  quadratischen  Oleichung,  deren  CoefBdenten  eindeutig^ 
analytische  Functionen  von  v, ,  ti,  sind.  Unter  den  angegeben^ 
Bedingungen  kann  die  Zahl  der  endlichen  singul&ren  Punkte  do 
zu  Grunde  gelegten  Differentialgleichung  2^  Ordnung  nicht  grosse] 
als  6  sein.  Dass  im  Allgemeinen  die  hier  characterisirten  Diffe 
rentialgleichungen  nicht  algebraische  Integrale  besitzen,  und  dem 
gemäss  die  Functionen  F,(tijti,),  ^,(ti,  ti,)  nicht  etwa  mit  dei 
Aberschen  Functionen  identisch  sind,  wird  an  einem  speciellei 
Beispiel  nachgewiesen.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  ein 
geftlhrten  Einschränkungen  nicht  sämmtlich  für  die  Existena  dei 
fraglichen  Functionen  nothwendig  sind;  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  sind  vielmehr  in  einer  neuen  Arbeü 
des  Verfassers,  die  inzwischen  erschienen  ist,  für  Differential^ 
gleichungen  beliebiger  Ordnung  entv^ickelt 

Die  folgende  Note  enthält  die  Tabelle  derjenigen  Differential^ 
gleichungen   2^0rdnungy   welche  den  in  der  vorhergehraden 
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Arbeit  gemachten  EinschränkuDgeD  entsprecheD,  und  die  Integrale 
dieser  Differentialgleichungen.  Hr. 


L.  FüCHS.  Auszug  aus  einem  Schreiben  au  Herrn  Borcbardt. 

Borchardt  J.  XC.  71-73. 

Für  den  Zweck  der  vorhergehenden  Arbeit  ist  es  von  Wichtig- 
keit nachzuweisen,  dass  unter  den  daselbst  angegebenen  Bedingun- 
gen durch  die  Gleichung  /,  (2) :  f,  (3)  =  ^  das  Argument  2  als  ein- 
deutige Function  von  l  definirt  wird.  Durch  eine  Mittheilung  des 
Herrn  Poincarö  veranlasst,  giebt  der  Verfasser  eine  nähere  Erläute- 
niDg  zu  diesem  Satze,  die  dahin  geht,  dass  den  im  Allgemeinen  un- 
endlich vielen  flbereinanderliegenden  Flächen  T,  welche  auf  der 
s-Ebene  für  die  Darstellung  der  unendlich  vieldeutigen  Integrale 
f,(s),  f,(s)  ausgebreitet  zu  denken  sind,  in  der  ^- Ebene  eine  die- 
selbe nur  einfach  bedeckende  zusammenhängende  Fläche  S  ent- 
spricht Nun  kann,  wenn  z  unzählig  viele  Umläufe  vollzieht, 
der  Fall  eintreten,  dass  f^(z)  und  f^(z)  identisch,  d.  h.  für  jeden 
Werth  von  s  unendlich  werden,  und  der  Quotient  ^  einen  von  « 
anabbängigen  Werth  annimmt  Die  Flächen  T,  innerhalb  welcher 
dies  stattfindet  werden  in  der  ^- Ebene  durch  Punkte  abgebildet,  die 
sieh  an  der  Begrenzung  der  Fläche  S  befinden.  Der  in  Rede 
stehende  Satz  ist  also  in  dem  Sinne  zu  verstehen,  dass  2  inner- 
htib  der  Fläche  S  eine  tiberall  eindeutige  Function  von  ^  ist 

Hr. 


F.  Casorati.     Süll'  equazione  fondamentale  nella  teoria 
delle  equazioni  di£ferenziali  lineari.    Bend.  ist.  Lomb.  (2) 

Xm.  176-182. 

Es  handelt  sich  um  zwei  neue  Ableitungen  der  Fuchs'schen 
Fundamentalgleichung  (Borchardt  J.  LXVI.  132).  Die  Differen- 
tialgleichung sei 

Bedentet  0y  die  Function,  in  die  y  nach  einem  geschlossenen 
Umlaofe  um  x^  übergeht  so  genügt 

16* 
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wo  yi***ym  ein  Fnndamentalsystem  darstellt,  wie  sich  leicht  d 
giebt,  einer  Differentialgleichung  (m—  1)^'  Ordnung,  in  der  die  i 
eliminirt  sind.  Jeder  Lösung  oi  derselben  entspricht  im  AUgc 
meinen  ein  bestimmtes  System  der  Verbältnisse  der  c.  DieM 
Differentialgleichung  kann  auch  durch  constante  Wertbe  Ton  i 
genttgt  werden,  und  indem  man  in  ihr 

Ol'  =  cti"  =  •••  =  ctiC-)  =  0 

setzt,  erhält  man  unmittelbar  die  gesuchte  Fundamentalgleicfauii 
in  der  Form 

^±(Öy,-ctiy,)(Öy;-ftiy;)...(ÖyL"~'^-wjfir"'^)   =  0. 

Das  Verschwinden  dieser  Determinante  erfordert  aber  das  Stafl 
finden  der  linearen  Relation  mit  constanten  Coefficienten : 

*i(öyi  — ^yi)H hAm(Öy«  — ftiym)  =  0; 

also  entspricht  jeder  Wurzel  oi  ein  Integral 

*'  =  *iyiH — f-*»yÄ. 

von  der  Eigenschaft,  dass 

du  =  am.  ' 

Die  andere  Ableitung  der  Fundamentalgleichung  geht  von  d^ 
symbolischen  Zerlegung  der  gegebenen  Differentialgleichang  ti 
das  Product 

iD  +  q>^XD  +  q>m-0...(D  +  q>,)y  =  0 

aus;  q>i...g>m  bedeuten  Functionen  von  x.  Hier  gilt  der  Sats 
dass  die  fragliche  Fundamentalgleichung  gleich  ist  dem  Prodod 
der  Fundamentalgleichungen  der  einzelnen  Factoren: 

(Ö  +  Vm)?  =  0...(D  +  (;p,)y  =  0. 
Bezeichnet  man  mit  ß^^.^ßm  die  Coefficienten  von  (a;  — «J-^  i 
den  EntWickelungen  von  q>^...g>mf  so  lautet  die  Faadamenta] 
gleichung: 

Da 
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It,  80  ist 

A  +  '"  +  /?«  =  *n 

vo  6,  der  Coefficient  von  (x^x^)-^  in  der  Entwickelung  von 
I,  ist,  and  man  hat  den  Satz,  dass 

8l  Hr. 


Ij.  Mittag-Lefflkr.     Sur  la  th^rie  des  öquations  diffö- 
rentielles  lin^ires.   0.  a  xc.  218-221. 

Eine  lineare  Differentialgleiehung  habe  znm  vollständigen 
Integrale  eine  im  ganzen  Gebiete  der  unabhängigen  Variablen  x 
endentige  Function  mit  beliebigen  Polen  und  dem  einzigen 
wesentlich  singulären  Punkte  0™  Weierstrass'schen  Sinne  ver- 

itmden)  x  =s  —.  Es  handelt  sich  um  die  Form  der  n  particulären 

Integrale  in  diesem  Falle.  Indem  der  Verfasser  zunächst  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  betrachtet^  stellt  er  zwischen 
den  Coefficienten  der  Beihenentwickelungen  der  Integrale  in  der 
Umgebung  der  Pole  Bedingungen  auf,  die  darauf  hinauskommen, 
dass  die  Wurzeln  der  zugehdrigen  determinirenden  Fundamental- 
gldehungen  (nach  der  Fuchs'schen  Bezeichnung)  ganze  Zahlen 
snd^  und  in  der  Entwickelung  der  Integrale  keine  Logarithmen 
Torkommen.  Die  etwaige  negative  Wurzel,  die  zum  Pole  a  ge- 
hört, sei  —iiy  und  n(x)  bedeute  das  Weierstrass'sche  Product 

dann  sind 

wo  z^  und  s,  beständig  convergirende  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Beihen  bedeuten,  die  Integrale 
eines  Fundamentalsystems  der  betrachteten  Differentialgleichung. 
Dieses  Besultat  lässt  sich,  wie  bemerkt  wird,  auf  eine  Differential- 
gieiehang  n*^  Ordnung  ausdehnen.  Hi. 
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D.  Andre,     Integration   sous    forme  finie   de    troia  ed 
p^ces  d'öquations  diflKrentielles  Unfaires,  k  coefficienti 

variables.    Lionville  J.  (3)  Tl.  27-49. 

Denkt  man  sich  das  Integral  y  einer  linearen  homogene 
Differentialgleichung  von  der  Ordnung  w  nach  ganzen  pontire 
Potenzen  der  unabhängigen  Variablen  x  entwickelt: 

iE* 

y  =  yo+»i^H — hyi"^-^+-i 

dann  ergiebt  die  Substitution  in  die  Differentialgleichung  zwisehe 
den  y^  lineare  Gleichungen.  Es  wird  nun  hier  die  VoraossetzoB 
gemacht,  dass  dieselben  sich  auf  die  Form  bringen  lassen 

gültig  far  alle  Werthe  von  n,  die  grösser  als  eine  gewisse  Zsl 
V  sind.  F(n)  bedeutet  eine  beliebige  Function  von  ft,  K  nnddi 
ganze  Zahl  k  sind  von  n  unabhängig.  Durch  diese  Anniüui 
wird  eine  gewisse  Glasse  von  Differentialgleichungen  abgegreni 
die  in  eine  unendliche  Menge  von  Arten  zerfällt,  jede  chara) 
terisirt  durch  eine  besondere  Form  der  Function  F(n).  Setzt  nu 
l^(n)y^")=  t?nt  so  folgt  aus  (1),  dass  Vn  das  allgemeine  Glied  eioi 
recurrenten  Reihe  ist,  deren  erzeugende  Gleichung 

ist,  und  man  hat  y  =  2   ,*     ^  .    Die  verlangte  Integration  nnt« 

endlicher  Form  fällt  also  mit  der  Aufgabe  dieser  Summatio 
zusammen.  Nun  hat  der  Verfasser  in  früheren  Abhandlung^ 
(vgl.  auch  die  in  diesem  Bande  p.  176  besprochene  Arbeit)  vt 
folgenden  Reihen  die  Summe  angegeben, 


WO  tin  das  allgemeine  Glied  einer  recurrenten  Reihe  im  eigen 
liehen  Sinne  ist.  Mit  Rücksicht  darauf,  dass,  wenn  f(n)  ein  ganz^ 
Polynom  in  Beziehung  auf  n  und  ExponentialgrÖssen  der  For 
a**  bedeutet,  fn.Vn  ebenso  wie  Vn  das  allgemeine  Glied  ein^ 
recurrenten  Reihe  im  eigentlichen  Sinne  ist,  wird  leicht  geze\i 
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w  fbr  folgende  drei  Fonnen  der  Function  F(n) 

_l Cn  +  $)l        (n  +  $Xn  +  $+l)...(n  +  $  +  t^l) 

nlf(n)   »      nlfW  nlf(n) 

ie  eBdUche  Integration  geleistet  werden  kann,  nnd  zwar  sind 
le  Integrale  im  ersten  Falle  rationale  Fnoctionen,  im  zweiten 
18  rationalen  Functionen  und  Exponentialgrössen  der  Form  a«, 
Q  letzten  Falle  aus  rationalen  Functionen  und  Logarithmen  von 
sr  Form  log(l  — ox)  zusammengesetzt. 

Hr. 


r.  DiLLNBR.  Sur  une  classe  tr^s  ötendue  d'^quations 
difi&'entielles  lin^ires  k  coefficients  rationnels,  dont 
la  Solution  dopend  de  la  quadrature  d'un  produit 
alg^brique  irrationnel.   C  B.  xoi.  616-619,  721-724. 

}.  Dillneb.  Sur  la  classe  des  ^quations  di£f^rentielles 
Unfaires  de  divers  ordres  k  coef&cients  rationnels, 
dont  la  Solution  dopend  de  la  quadrature  d'un  pro- 
duit alg^brique,  qui  ne  coBtient  d'autre  irrationalit^ 
que  la  racine  carr^e  d'un  polyndme  entier  et  rationnel. 

C  B.  XCL  687. 

Die  DifferentialgleichuDg  n^' Ordnung  mit  rationalen  Coef- 
identen 

(1)         y(»)  +p,  y(— O  + ...  +p,y 

oD  ^e  LOrang 


dx 


(2)        y^Ae^^ 
>iben,  wo  e  eine  Constante,  A  einen  Ausdruck  von  der  Form 

ut  beliebigen  o  bedeutet^  und  B  die  n^  Wurzel  einer  rationalen 
Paoction  ist  Substituirt  man  (2)  in  (1),  so  erhält  man  eine 
ileidinng  von  der  Form: 

(3)       (;g-)"  9»,  +  (-g-)""'  %  +  "'-\-g-  q>n-i  +  V«  =  0, 
'0  die  (f  rationale  Functionen  von  x  sind.    Ist  keine  niedrigere 
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Potenz  yon  B  als  die  n^  rational ,  dann  zerfällt  (3)  in  die  n 
Identitäten 

(t)  9^0  +  ?>•  =  0,    ()p,  =  ^p,  =  ...  =  q>n^t  =  0, 

welebe  Pi  •  •  •  p»  linear  enthalten  nnd  daher  zur  Bestimmung  diew 
Coefficienten  dienen  können.  Die  Gleichnng  (1)  hat  alsdann  dÜ 
n  partieulären  Integrale  « 

ffr  =  Ae''''  ^        (r=  1,  .-.n), 
wo 

irni 
Cf  — —    Cc  •  - 

Ist  schon  die  m^  Potenz  von  £,  wo  m<in  ist,  rational,  dann 
hält  man  nur  m  Gleichungen  zwischen  den  n  Unbekannten  p, 
daher  auf  yerschiedene  Weisen  bestimmt  werden  können, 
man  erhält  in   diesem  Falle  auch  nur  m  particuläre  In 
obiger  Form.    Der  Fall  m  =  2  bildet  den  Gegenstand  der  zwei 
Note.   Die  Bedingung,  dass  die  Integrale  die  allgemeinere  Fe 

annehmen,  wo  A^,..An  rationale  Functionen  sind,  f&hrt  ganz  in 
der  nämlichen  Weise  zu  einer  Bestimmung  der  p.  Die  letzt- 
erwähnte Form  ist,  wie  gezeigt  wird,  die  allgemeinste,  die  in  diesei 
Art  möglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  p  rational  sein  soIIcd. 

Hr. 


P.  C.  V.  Hansen.     Bemärkninger  om  algebraisk  Inte- 
gration af  specielle  lineare  Differentialligninger. 

Zenthen  Tidsskr.  (4)  IV.  148-154. 

Eine  algebraische  Function  (im  weitesten  Sinne)  kann  immei 
ein  particuläres  Integral  einer  gewissen  linearen  Differential 
gleichnng  mit  rationalen  Coefficienten  sein.    Soll  umgekehrt  eine 

solche  (P§'>ti+/^*-*)uH f-Pnti  =  0)  ein  algebraisches  Integra 

besitzen,  dann  kann  dieses  fttr  einen  endlichen  Werth  von  s(ji  =  a 
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oidt  anendlich  werden,  falte  P«  ^^^^^  gleichzeitig  verschwindet; 
ferner  kann  z  ==  a  auch  kein  Verzweigungspunkt  sein.  Ist  also 
P,  eine  Constante,  so  kann  ein  algebraisches  Integral  nur  ganz 
und  rational  sein.  Enthalten  aber  alle  Coef&cienten  mit  Ausnahme 
von  P»  Factoren  s  —  a  in  verschiedenen  Potenzen ,  deren  E^o- 
nenten  alle  grösser  als  n  sind,  dann  giebt  es  kein  algebraisches 
Integral.  Die  Beweise  dieser  Sätze  ergeben  sich  mittels  Be- 
trachtung des  Integrals  in  der  Umgebung  des  Punktes  s  =  a. 

Gm. 


Birger  Hansted.    Nogle  Methoder  til  at  integrere  visse 
lineare  Diflferentialligninger  ved  besternte  Integraler. 

Zenthen  Tidaskr.  (4)  IV.  121-135. 

Darstellung  der  verschiedenen  bekannten  Methoden  zur 
ht^ration  linearer  Differentialgleichungen  durch  bestimmte  Inte- 
grale. G™- 

P.Appell.     Sur  les  ^quations  diflf^rentielles  lin^ires  k 
une  variable  ind^pendante.   0.  R.  xc.  1477-1479. 

P.  Appell.     Sur  la  transformation  des  ^quations  ditF«^- 
rentielles  Unfaires.    0.  r.  xgi.  211-214. 

P.  Appell.     Sur  les  ^quations  difförentielles  lindaires. 

C.  B.  XCI.  684-685. 

Für  die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  von  der 
Form 

y(-)  +  a,  y(— »)+ .. .  +  a„y  =  0 
gilt  folgendes  Theorem,  welches  dem  Satze  von  den  symmetrischen 
Fonetionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  analog 
ist:  Jede  rationale  ganze  Function  der  ein  Fundamentalsystero 
bildenden  Integrale  y,...y«  und  deren  Derivirten,  welche  durch 
die  Sabstitution  eines  andern  Fundamentalsystems  f&r  y,  • . .  y»  in 
nch  selbst,  multiplicirt  mit  einer  Constanten,  tibergeht,  ist  gleich 
aller  ganzen  rationalen  Function  der  Coefficienten  der  Diffe- 
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rentialgleichang  und  ihrer  Derivirten,  moltiplidrt  mit  einer  Poteai 

von  e""/"»^'. 

Es  ergiebt  sich  hieraus  unmittelbar  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  daf&r,  dass  zwischen  yf.j^»  eine  ganie 
rationale  Relation  besteht.  Durch  wiederholte  Differentürang  der- 
selben  nach  x  lassen  sich  nämlich  die  Constanten  in  ihr  eliminiroi, 
und  das  Resultat  D  der  Elimination  lässt  sich  nach  dem  er- 
wähnten Satze  als  ganze  Function  der  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung und  ihrer  Derivirten  ausdrflcken;  diese  gleicb 
Null  gesetzt,  enthält  die  gesuchte  Bedingung.  Ebenso  lässt  sich 
nach  diesem  Satze  leicht  die  lineare  Differentialgleichung  her- 
stellen, welcher  eine  ganze  Function  von  y,  • .  •  y«  und  ihren  Deri- 
virten, die  zu  ihren  Coefficienten  gegebene  Functionen  von  x  hat, 
als  Integral  genttgt.  Hiervon  werden  einfache  Beispiele  an  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ausgeführt  Die  Anwendoog 
des  Satzes  führt  zu  Ausdrücken,  welche  Herr  Lagnerre  (G.  B. 
LXXXVHI.  116,  224;  s.  F.  d.  M.  XL  1879,  p.  235)  mit  .Invarian- 
ten  oder  Semi-Invarianten  der  linearen  Differentialgleichung"  b^ 
zeichnet  hat.  Hr. 


P.  Appell.     Sur  une  classe   d'^quations   diff^drentielleä 
Unfaires,   c.  B.  xgl  972-974. 

Es  sei 

0)     -5^+9i(«»)^;r=r+-+9>-(^)*  =  0 

eine  lineare  Differentialgleichung  in  2,  in  der  %...gfn  rationale 
Functionen  von  x  und  y  sind,  während  y  durch  die  Oldchong 
F(x^  y)  =  0  von  der  Ordnung  m  und  dem  Geschlechte  p  als  alg^ 
braische  Function  von  x  definirt  ist  Die  Punkte  (x^  y),  fllr  welehe 
die  g>  unendlich  werden  (die  singulären  Punkte  der  Differentisl- 
gleichung  (1)),  sowie  der  unendlich  entfernte  Punkt,  seien  Ter- 
schieden  von  den  Verzweigungsstellen  der  algebraischen  Functioo 
y.  Setzt  man  femer  voraus,  dass  die  Integrale  der  61eiohoDg(l) 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  und  im  Unendlicbeo 
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emdeutig  and  nur  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  werden, 
80  kann  man  beweisen,  dass  es  ein  Integral  tff(xy)  giebt,  welches, 
nadi  Beachreibnng  jedes  der  2p  einfachen  von  einander  unab- 
hängigen Gyclen,  in  sich  selbst,  multiplicirt  mit  constanten  Fac- 
toren,  flbergeht.    Da  nun  die  Function, 

wo  u*(xy),  (i  r=  j, ...  p),  die  p  Aberschen  Normalintegrale  erster 
Gattung  bezeichnen  und  il<,9{  Constanten  sind,  ebenfalls  bei  den 
Umläufen  um  die  erwähnten  Cyclen  jedesmal  in  sich  selbst, 
multiplicirt  mit  Constanten,  übergeht,  so  lassen  sich  leicht  gi  und 
li  so  bestimmen,  dass  rp{xy)T(a!y)  bei  jenen  Umgängen  unge- 
Indert  bleibt,  mithin  gemäss  den  obigen  Voraussetzungen  eine 
rationale  Function  von  x  und  y  ist.  Man  erhält  also  rp(xy)  mit 
Hälfe  von  Abel'schen  Transcendenten  ausgedrückt.  Hr. 


B.  Hansted.  Quelques  transformations  de  T^quation 
diffi^rentielle  Unfaire  ä  coefßcients  constants,  par  Sub- 
stitution d'une  nouvelle  variable.   Teixeira  j.  n.  183-187. 

Herr  Hansted  schreibt  die  Gleichung,  die  n^  Ordnung  ist, 
in  symbolischer  Form  und  reducirt,  wenn  sie  p  gleiche  Factoren 
hat,  ihre  Integration  auf  die  einer  Oleichung  von  der  Ordnung 
n-p.  Tx.  (0.) 

F.  Bbioschi.  Sopra  una  classe  di  equazioni  differenziali 
lineari  del  secondo  ordine.   Brioschi  Ann.  c^)  x.  4-9. 

F.  Brioschi.  Sur  une  classe  d'öquations  diffdrentielles 
Unfaires,   c.  B.  xoi.  317-319. 

In  der  ersten  Note  wird  zunächst  die  lineare  Differential- 
gkiehnng  (n+\)^'  Ordnung,  welcher  die  binäre  Form  n^'  Ordnung 
rCy^jT,)  zweier  particulärer  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gldchung  2*^  Ordnung  genügt,  in  eleganter  Weise  abgeleitet 
Der  Fall  n  =  2  fahrt  auf  die  bekannte  Differentialgleichung 
S*'  Ordnung  fttr  y,  y,  (Vgl  die  in  diesem  Jahrb.  Bd.  X.  p.  233 
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ocheDe  Arbeit  des  Verfassers.  Briosohi  Ann.  (2)  IX.)  Der 
saer  betrachtet  alsdann  folgende  Glasse  von  Differentulglei- 
^D,  welche  aacb  der  Gegenstand  der  zweiten  Note  ist: 


»"+T(f+iij)»' 


=  4d!*-9,  x-g^,  «  eine  Wurzel  tod  <p  =  0  sind.  Macht  mu 
oraassetznng  y,  y,  =  const,  so  führt  die  erwähnte  Differeo- 
jicbnng  3"^  Ordnung  aaf  die  Bedingungen  (» =  —  1  nud 

ax-{-ß  =  «(»  — e); 
leichungen  

ebenfalls  sich  noch  näher  bestimmt,  geben  dann  unmittelbar 
itegrale  in  Form  Ton  algebraischen  Functionen.  Der  Difft 
Igleichung  für  y,  y,  kann  aber  andi  genfigt  werden  dnrcli 
olynom  n**"  Grades 

F(x)  =  ^+o,ä"-'H Hfl- 

Inbstitntion  liefert  die  Bedingungen 

lie  Coeffioienten  von  F(x)  bestimmen  steh  ab  Functionen 
'„  9,,  9  und  e.  Die  Integrale  y,,  y,  werden  ffir  ungrade ; 
raisoh,  fttr  grade  ^  elliptisch.  In  der  betrachteten  Classe 
ausser  der  Lam^'achen  (rleichung  (^  =  0)  noch  die  von  den 
n  Hermite  und  Gyldän  (Borcbardt  J.  IXC.  p.  18,  und 
XCI.,  B.  die  folgenden  Referate)  untersachten  enthalten. 
Hr. 

iBioscHf.  6ur  quelques  ^natious  dilförentieUes 
Zaires.   0.  B.  xci.  801-809. 

.nfstelluDg  einer  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
mit  einem  willktirlichen  Parameter,  von  der  Eigeoachaft, 
ein  partioulfires  Integral  derselben  gleich  ist  dem  Produtt 
r  particulärer  Integrale  zweier  Lamä'scher  Gleichungen,  in 
resp.  n  =  0,  n  =  1  ist.  Hr. 
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F.  Brioscui.     Sopra  una  classe  di  equazioni  differenziali 
integrabili   per   funzioni  ellittiche.    Acc.  R.  d.  L.  (S)  iv. 

241-246. 

F.  Brioschi.     Sulla  generazione  di  una  classe  di  equa- 
zioni lineari  integrabili  per  funzioni  ellittiche. 

Brioschi  Ann.  (2)  X.  74-79. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  höherer  als  zweiter  Ord- 
nung, die  sich  durch  elliptische  Functionen  integriren  lassen,  sind 
in  letzter  Zeit  der  Oegenstand  interessanter  Untersuchnngen  der 
Herren  Picard,  Hermite  und  Mittag-Leffler  gewesen.  Herr  Brioschi 
giebt  zur  Erzeugung  dieser  Differentialgleichung  eine  auf  wesent- 
lich anderen  Principien  beruhende  Methode.    Setzt  man 

(f(x)  =  4x*—g^x—g^,  c,  c,e,  gleich  den  Wurzeln  von  g>(x)  =  0, 
and  bezeichnet  mit  A^...Ar  die  folgenden  Ausdrücke: 

A,^A,A,  +  A',^ 

(4  =  -^  und  fij  S  unbestimmte  Constanten^,  so  leitet  der  Ver- 

tuser  zwei  verschiedene  Beihen  linearer  Beziehungen  zwischen 

den  A  ab,  deren  CoefScienten  Functionen  von  x  sind.    Mit  diesen 

hingen  durch  elliptische  Functionen  ausdrttckbare  Orössen  y  in 

der  Weise  zusammen,  dass,  wenn 

»  —  e,  =  (e,  —  Cj)  sn^u 
gesetzt  wird, 

d'y  _      Ary 

dvT  L 

ui  Die  linearen  Relationen  zwischen  den  A  führen  also  zu  eben- 
so Tiden  linearen  Differentialgleichungen  höherer  als  2^  Ordnung, 
die  durch  elliptische  Functionen  integrirbar  sind.  Hr. 


Tl.  AbBchDitL    DiffareDtlkl-  und  iDtsgralreeliDnDg. 

)SCH[.  Di  Ulm  proprieüi  delle  equazioni  differen- 
lineari  del  secoodo  ordine.   Brioachi  Ann.  (2)  X.  i-a 

das  Prodact  zweier  particnlärer  Integrale  y,y,  =  s  diHt 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bekannt,  so  kaoD 
Werthe  der  Coefficientea  derjenigeo  linearen  Differential- 

g   2'''0rdQnng,    welche   zu   particulären   LQsangen   die 

ke 

*>i  "t  ges^bBDfi  FuBCtiODOD  ron  x  Bind,  ala  Fonctionei) 
iGcieaten  der  ersten  Differentialgleichung  von  z  and  derea 
in  bis  zur  2***  Ordnnag  bestiinnieD.  Dieaer  Satx  bildet 
lUgemeineraag  eines  von  Herrn  Hermite  in  Beinea  Unter- 
en: „Snr  quelques  applications  des  fonctions  elliptiquei* 
lec.  1879)  bewieseaen  Tbeorems,  welchee  erhalten  wird, 
an  a,  =e",  u.  =  «-"  setzt.  Hr. 


iRHiTB.     Sar  l'int^ration  de  l'^quation  differen- 

de  Lam^.    Borcbudt  J.  IXC  9-19- 

die  Lami'sche  Differentialgleichung 

CO       Dia  =  [nin+l)k'in*^  +  h]y 
r  Hermite  die  Lftsong 

y  =  CF(_S)  +  CF(-r> 
,  wo  F(£)  eine   eiodeutige   doppeltperiodische    PanetioD 
iten  Art   mit   den  Perioden  2K  und  2iK'  bedeatet    Eb 
neb  in  der  vorliegenden  Arbeit  um  die  Bestimmong  tob 

den  Fall,  dass  der  Modul  Jt  =  1  ist 
>n   o,w.Oa  die  Wurzeln  von  f (1)  =  0  nnd  ß,,.  ß^  ditj 

chung  -si/TT-  =  0  inoerhalb   des  Periodenreehtecks,  sij 

=  11  sein.    Femer  lässt  sich  F^^)  in  der  Productfonn  dat^ 

rrs)  -    g8-°.)g(l-''.)-g(S-°.)    M^i. 
^"  "    «CI-A)B(5-«-fl(l-W  •     I 

id  lg  Gonstanten  sind,  nnd  man  hat 

FCf +2JS0  =  mF(Ö,     m  +  ^iH')  =  ti'F{^ 
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Dermunittelbaren  Einftlhrung  von  ft  =  1  in  (2)  steht  die  Schwierig- 
keit entgegen,  dass,  da  in  diesem  Falle  9=1  ist,  die  Reihen, 
welche  die  Functionen  0,  H  etc.  darstellen,  divergent  sind.  Be- 
dient man  sich  aber  der  Weierstrass'schen  Functionen,  so  haben 
diese  f&r  ir  =  l  bestimmte  Orenzwerthe,  nämlich 

Al(x)  =  c    ^  oosix,      -4/(a:)i  =  e    ^   sinta; 


«« 


Al(x\  =  Al(x\  ==  e 


/»« 


Da  ferner  i^  =  1  wird,  und  Al(x)  = ^.^  ^     etc. ,   so  folgt 

fllrk=  1: 

Q(x)    __        .         H(^x)  _   sintx 

äTCöT""  ö,(o)  -^^    ®  '^^^~    t    ' 

und  der  Ansdniek  f&r  F(S)  geht,  wenn  man  noch 

sn|  =  d?,  sna  =  a,  sn/?  =  b 
letzt,  ftr  i  =  1  Aber  in  ^ 

rytx  -  r  t^""^i)  (^^^»)  '  '  '  C^-^)    (   1+a?   V 

wo  C  eine  Constante  ist  Daa  Integral  der  Differentialgleichung  (1), 
^D,  bat  zum  einzigen  Pol  den  n-fachen  Punkt  ^  =  %K\  folglich 
werden  die  6  =  oo,  und  man  erhält 


F(S)=c.ji(*)(i±jy, 


wo  J7(x)  ein  ganzes  Polynom  n^  Grades  bedeutet,  und  es  er- 
übrigt noch  die  Bestimmung  von  X  und  i7.  Diese  ftlhrt  der 
Verfasser  fbr  eine  allgemeinere  Gleichung  aus,  welche  die  Lam6'- 
idie  und  ausserdem  noch  eine  von  Herrn  Pioard  behandelte 
Gleiehong  (G.  B.  Juli  1879)  fBr  ft  =  1  als  besondere  Fälle  ent- 
ölt.  Für  die  Lam6*sche  wird  l  =  }/n(n+ 1)4-A  und 
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erhalten,  und  die  vollständige  Lösung  von  (l)  f&rJr=  1  ist  also  t 

XI  1 

Schliesslich  wird  noch  erörtert,  in  welchen  Fällen  die  beiden  . 

■ 

particulären  Lösungen  eine  constante  Beziehung  zu  einander 
haben,  obige  Formel  also  nicht  das  allgemeine  Integral  g^ebt  . 
Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  l  ganz  und  nicht  grösser 
als  fi  ist.  In  einem  Nachtrage  wird  auch  ftir  diese  singulirei 
Fälle  die  vollständige  Lösung  der  erwähnten  allgemeineres 
Gleichung  gegeben.  Hr. 


E.  PiCARD.     Sur  las  ^quations  diffi^rentielles  liu^aires  ä^ 

■ 

coefficieuts  doublement  p^riodiques.   c.  R.  xc.  293-2%. 

■ 

Diese  Note  bezieht  sich  auf  einen  vom  Verfasser  in  den 
C.  R.  IXC.  140144  (siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  241)  mitgetheil- 
ten  Satz,  betreffend  die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mit  doppeltperiodischen  Coef&cienten.  Derselbe  wird 
hier  in  einer  präciseren  und  alle  möglichen  Fälle  umfassenden 
Form  aufgestellt  In  der  Voraussetzung,  dass  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichung  eindeutig  und  in  den  singa- 
lären  Punkten  nur  von  einer  endlichen  Ordnung  unendlich  ist, 
wird  bewiesen,  dass  es  stets  ein  particuläres  Integral  tfj(x)  giebt, 
welches  eine  doppeltperiodische  Function  der  zweiten  Art  (nach 
der   Hermite'schen   Bezeichnung)   ist      Wofern    alsdann    nicht 

1  ^fpdm 

— 57-r-  «  (p  der  Coefficient  von  y') 

xp \x)  ^  ^  ' 

eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art  (d.  h.  im  gewöhn- 
lichen Sinne)  ist,  giebt  es  stets  noch  ein  zweites  particoUres 
Integral,  das  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  ist 
Im  erwähnten  Ausnahmefalle  erhält  man  als  zweites  parti(mläres 
Integral 

^(x)|a;+y(a?)}, 
wo  tf(x)  eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art  ist 

Hr. 
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L  PiCARD.      Sur  une    classe   d'fSquations  diff^rentielles 
liodaires.    G.  R.  xc.  128-131. 

\.  Mittag  -  Lkpplbr.      Sur  les  ^uations  diffdrentielles 
lin&iires  k  coef&cients  doublement  p^riodiques. 

G.  B.  xc.  299-300. 

Herr  Picard  dehnt  das  Resultat,  welches  er  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  2^'  Ordnung  mit  doppelt-periodischen  Coef- 
cieoten  erhalten  hat  (C.  R.  IXC.  140-144,  siehe  F.  d.  M.  XI. 
879.  p.  241)  auf  lineare  Differentialgleichungen  beliebiger  Ord- 
nog  mit  doppelt-periodischen  CoefYicienten  aus.  Zunächst  wird 
«wiesen,  dass  eine  eindeutige  Function  f(x),  welche  die  Rela- 
tonen  erfttUt: 

/(x+2jiiJiO    =  A,f(x)  +  AJ(x+2K)+'"  +  A^f(x+2(m^l)K), 

(A  und  B  Constante,  m  eine  positive  ganze  Zahl) 

dseioe  Summe  von  m*  doppelt-periodischen  Functionen  der  zweiten 
bt  (nach  der  Hermite'schen  Bezeichnung)  dargestellt  werden 
uno.  Hat  nun  eine  lineare  Differentialgleichung  m^'  Ordnung 
nit  doppelt-periodischen  Coefficienten  ein  eindeutiges  Integral, 
so  genügt  es  offenbar  den  obigen  Relationen.  Folglich  wird  f{x) 
üe  Summe  von  m*  doppelt-periodischen  Functionen  der  zweiten 
Art  sein.  Von  diesen  verschwinden  jedoch  m*—m  Functionen 
ideDtisch.  Mithin  wird  f{x)  die  Summe  von  m  doppelt-periodischen 
Ponctionen  der  zweiten  Art  Als  Anwendung  hiervon  wird  die 
ßleiehung  dritter  Ordnung 

y"'  +  (h^6k'Bn'x)y'+h,  y  =  0, 

wo  k  der  Modul  von  sn«  und  h,  h^  Constante  sind^  betrachtet, 
Qnd  es  wird  gezeigt,  dass  ihre  drei  Integrale  die  Form 

*"      0(0.) 

ktben,  worin  l  und  w  passend  gewählte  Constante  sind. 

Herr  Mittag-Leffler  vervollständigt  den  Beweis  des  Picard'- 
•dien  Satzes.  Hr. 


FoRaehr.  d.  Mfttb.  Xn.  1.  17 
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G.  Mittag  -  Lefflbr,      Sur  les   ^quations   diff^rentielle^ 
Unfaires  du  second  ordre,    c.  r.  xcl  978-98a 

Sind  U  und  V  zwei  linear  unabhängige  Integrale  der  DiM 
rentialgleichung  4 

(1)        a"  +  P*'+0  =  O, 

ebenso  u  und  v  Integrale  von  .^ 

und  nimmt  man  an,  dass 

(2)     -r  =  <^'7->  ir  =  n^'y> 

wo  q>ix,^)  eine  rationale  Function  von  |  bedeutet,  deren 
ficienten  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  dann  sind  P  und 

rationale  Functionen  von 1 und ,   deren 

V  U  Ott 

cienten  eindeutige  Functionen  von  x  sind.     Sind  in  q>{x^^ 
Cgefficienten  doppelt-periodische  Functionen  von  x ,  desgldcl 
p  und  9,    dann   sind  auch  P  und  Q  doppelt-periodisehe 
tionen,   und   aus   den  Formeln  (2)  erhält  man  ein  System 
Integralen  der  Gleichung  ( I ),  die  im  Allgemeinen  nicht  eindei 
sind.     Setzt   man   qpC^,  $)  =  cci$i    so    erhält  man  das  Resalt 
welches  Herr   Hermite   in   einem   Briefe  an   Herrn  Briosehi 
Brioschi's  Ann.  veröffentlicht  hat  Hr. 


EsCARY.     Sur  quelques  remarques  relatives  k  T^quatioa 
de  Lamd.   c  B.  xoi.  40-43,  102-105. 

Lamö  hatte  bei  der  Aufstellung  der  nach  ihm  benannten 
Gleichung  9  die  in  der  letzten  Zeit  der  Gegenstand  vielfacher 
Untersuchungen  gewesen  ist,  die  Verallgemeinerung  der  Poorier*- 
sehen  Reihe  im  Auge,  indem  er  die  Sinus  und  Cosinus  der  Viel- 
fachen der  Variabein  durch  ganze  Polynome  mit  wachsende 
Graden  ersetzte,  nach  denen  eine  willkürliche  Function  entwicketi 
werden  sollte.  Die  verschiedenen  Darstellungen  dieser  PoIjnooJ 
bilden  den  Inhalt  voriiegender  Arbeit.  Bedeuten  Ai  Ä<  C<  (•  =  0,  1,  J| 
neun  Variable,  zwischen  welchen  die  sechs  Relationen  bestehen 
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Al^Cl  =^  A]  +  C]  =  AI--CI  ^  l, 

8d  könneii  die  drei  Differentialgleicbungen  von  Lam6  (Le^ons  sur 
les  fonetions  inverses  p.  47)  unter  der  Form  vereinigt  werden 

WC?tf''  +  Y(«'<?)Y+(«(«+l)Ä?-Oy  =  0    (i  =  0,l,2), 

worin   Ai  die   unabhängige  Variable   ist      Das    allgemeine  In- 
tegral ist 

m  welcher  Form  es  Herr  Liouville  zuerst  erhalten  hat,  ohne 
jedoch  die  Werthe  des  Polynoms  «'•"  Grades  y{^''>  für  t  =  0,  1,  2 

anzugeben.  Herr  Escary  stellt  jeden  dieser  Werthe  in  drei  v^r- 
sehiedenen  Ausdrflcken  dar,  nämlich  vermittelst  der  Ai,  Ei  oder  C,-. 
Indem  er  femer  aus  den  obigen  drei  Differentialgleichungen 
noch  sechs  andere  dadurch  herleitet,  dass  er  statt  Ai  der  Reibe 
oadi  Bi  und  d  zur  unabhängigen  Variablen  nimmt,  ergeben  sich 
noch  sechs  neue  Polynome,  deren  jedes  in  der  angegebenen  Weise 
in  drei  verschiedenen  Ausdrücken  dargestellt  wird.  Die  Ausdrücke 
lassen  unmittelbar  die  Natur  der  Wurzeln  dieser  Polynome  (gleich 
Null  gesetzt)  und,  was  für  die  Darstellung  einer  willkürlichen 
Fanetion  nach  diesen  Polynomen  besonders  wichtig  ist,  die 
Gr^izen  erkennen^  zwischen  welchen  alle  Wurzeln  eingeschlossen 
sind.  Hr. 

G.  Floqüet.     Sur  les  ^uations  difif^rentielles  lindaires 
k  coefficients  pöriodiques.    C.  R.  xoi.  880-882. 

In  einer  früheren  Note  hat  der  Verfasser  gezeigt,  dass  für 
die  linearen  Differentialgleichungen  mit  periodischen  Coefficienten 
dn  Fondamentalsystem  von  Integralen  existire,  welches  in  Gruppen 
▼on  folgender  Form  zerTällt 
(1)    Fi(x)==^{ipn(x)  +  x(piyXx)  +  ''^+af-'q)iiCa!)\    t=l,2...A, 

wo  die  ^  die  Periode  &>  besitzen.    Diese  Gruppe  von  l  Integralen 
lisst  sich  durch  folgende  einfachere  ersetzen 

17* 
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d'-'J!t  d^-'Fj  dFi 

dx^'i     •       dx*-'     '  "■     dx    '        ^' 

der  Differentiation  aowofal  «"  als  tpai!")  als  Constute 
.chten  sind.  Hat  die  Differential^leichang  doppelt-perio- 
oefficieaten  mit  den  Perioden  a  und  tu',  dann  babCT  dia 
n  Gruppen  (1)  noch  die  Eigenschaft,  dass 

id  die  c  Constante  bedeuten.  Hr. 


XDEN.      Sur    une  ^quation   diff^rentielle  lln^re 
econd  ordre,   c.  b.  xc.  208-209. 
,DBN.     Sur  quelques  ^uationg  di£FärentielleB  hoi- 
än  second  ordre.    0.  B.  xc.  S44-346. 

Oleicbang 

einen  speciellen  Fall  der  von  Herrn  Hennite  veral^e- 
:D  Lamö'scben  Gleichung  (Borchaidt  J.  IXC.  p.  13,  nebe 
bildet,  bat  zam  allgemeinen  Integral 

jr  =  acos^amir-|-&Bin|uanic, 
rch  eine  passende  WabI  der  Constanten 

werden  durch  Äendening  ron  w  in  x  +  iK'  und  ferner  f| 
iWei  ähnliche  Differentialgleichungen  hergestellt,  derot 
j  unter  verschiedenen  Formen  angegeben  irerdeo. 

Hr.       1 


EAS.  Sur  rapplicatioD  de  la  th&rie  des  sind 
ordres  sup^rieurs  ii  rintägradon  des  Äjuatioi^ 
pentielles  lin^aires.   o.  R  XG.  1643-1&4&.  i 
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fvoN  ViLLARCBAU.     Sur  l'iDt^ration  dea  ^q 
aires,  au  moyen  des  sinus  des  ordres  bu[ 

C.  B.  XGI.  13-14. 
£■  wird  die  Theorie  der  Sinns  hsberer  Ordi 
lie  man  das  Referat  F.  d.  H.  X.  I87H.  p.  301  ver| 
fCDdet  auf  die  Lösung  linearer  Differeotialgleicbu 
l'omi: 


-+«, 


ifa-<- 


i+...+^.^+„., 

*o  a„  d,,  ...  o,  CoDstanle  and  X  eine  explicite 
c  bedeuten.  In  der  ersten  Note  behandelt  Hen 
ipeciellen  Fall  »  =  2.    Die  Lösungen  erscheinen  i: 

O  1=1}  J 

o  =  r„  /?  =  r,     oder     a  =  r^,  ß  =  r^ 
and 

±f-  =  Y^+i^^Fis;),  ±c=i-ffl,-i/, 

Berr  fron  Tillarceaa  theilt  in  der  zweiten  Note 
du  Resultat  der  LCsnog  der  oben  angegebenen 
DUTerentialgldcbung  mit 


G.  Hdubbrt.     Sor  l'ÄjuatioD  byperg^om^tri( 

BnU.  8.  M.  F.  VIIL  112-120. 
Die  betrachtete  Differentialgleichnng  ist 

Damit  dieselbe  dnrch  ein  ganzes  Polynom  vom  Gi 
digt  werde,  ist  nothweodig  und  hinreichend,  dass  t 
der  „charakteristiBchen"  Gleichung 

r(r-l)  +  Ci+^+2)r-fF  =  0 
•et,  während  die  andere  Wurzel  nicht  gleichzeitig  gan 
ilt  ji  =  1  ist     Für  das  FolTnom  hat  Jacobi  einen 
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geben,  welchen  der  Verfasser  in  folgende  fElr  die  Anwendmig 
vortheilhaftere  Form  setzt: 

wo  K  durch  die  Relation  K'  :K  =  G:J  definirt  ist,  und  J,  G 
die  Coefficienten  resp.  von  y"  und  y'  in  (l)  bedeuten.  Dureh 
die  Einfflhrung  der  Substitution  y  =  uq>(x)^  worin  q>(x)  so  be- 
stimmt wird,  dass  die  Gleichung  in  u  wiederum  die  Form  (1) 
annimmt,  gelangt  man  zu  anderen  Ausdrflcken  der  Lösangen  ?od 
(1).    Die  Formen  von  q>y  die  diesem  Zwecke  entsprechen,  sind 

(aj-l)-i.(aj+l)-/',  («-1)-S  (a:+l^^ 

und  man  erhält  auf  diese  Weise  Lösungen  von  (1)  in  den  Fällen, 
dass  eine  Wurzel  r  der  charakteristischen  Gleichung  eine  nega- 
tive ganze  Zahl^  oder  dass  r-^X  eine  ganze  Zahl,  oder  endlich 
r-fju  eine  ganze  Zahl  ist.  Differentiirt  man  pMal  die  Gleichung  (1), 
so  erhält  man  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  deren 
charakteristische  Gleichung  die  Wurzeln  r—p  und  r'—p  hat» 
wenn  r  und  r'  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  (1) 
sind.  Darob  Anwendung  obiger  Substitutionen  auf  die  abgeleit^n 
Gleichungen  ergeben  sich  Ausdrücke  für  die  p^  Ableitungen 
einer  Lösung  von  (1),  wobei  ein  negatives  p  ein  Integral  aos- 
drUckt.  Den  Beschluss  bilden  Anwendungen  auf  die  Legendre*- 
schen  Polynome  und  auf  die  Ausdrücke 

sin  (fi  arc  cos  x%    cos(fi  arc  cos  a?), 

welche  bekanntlich  Lösungen  von  Differentialgleichungen  der 
Form  (1)  sind.  Hr. 


A.   Cayley.      On    the  Schwarzian   derivative    and    the 

polyhedral  functions.     Trans,  of  Cambr.  Xni.  5-68,    Proc  of 
Cambr.  III.  349-351. 

Der  Quotient  s  zweier  Lösungen  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 2**'  Ordnung 
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rird  dareh  eine  Differentialgleichung  3*"  Ordnung 

d's  /  dU  V ' 

dx'         3  I    dx'    \  l/,,_rfp  \ 

-di YX-dTl^-jV+^-d^-'^V 

das  \    dx    I 

lestimmt  Herr  Cayley  nennt  die  linke  Seite  dieser  Gleichung 
»ehwarz's  Differential,  Schwarzian  derivative,  und  bezeichnet  es 
Bit  {f,  x}.     Bezeichnet  man  eine  quadratische  Function 

(o,  6,  c,  ^(a-6-c),  i(-.a+6-c),  i(-a-6+c))(^,  y,  «)' 
nit 

K)  erscheint,  wenn  die  Gleichung  2^'''  Ordnung  die  der  hyper- 
j^metrischen  Reihe,  verallgemeinert  durch  eine  homographische 
rransformation  in  Bezug  auf  die  Variable  x^  ist,  die  resultirende 
[)ifferentialgleichung  3^'  Ordnung  in  der  Form 

(i,  x)  =  (a,  6,  c  .-.)( »  r-'^  )  • 

^    ^        ^      '        ^\  x—a       x—b        x—c  y 

b  Verbindung  mit  den  algebraisch  integrablen  Fällen  dieser 
Bleiehung  entspringen  daraus  gewisse  rationale  und  ganze  Func- 
tionen von  s,  die  aus  dem  Polygon,  der  Doppelpyramide  und 
da  fünf  regulären  Körpern  abgeleitet  sind,  und  die  Polyeder- 
fhoetionen  genannt  werden.  Das  Schwarz'sche  Differential  wurde 
«lerst  in  zwei  Abhandlungen  von  Schwarz  aus  den  Jahren  1869 
D»l  1873  bebandelt;  die  zweite  Abhandlung  enthalt  die  funda- 
mentale Theorie  dieses  Gegenstandes,  die  dann  in  mehreren 
weseoüichen  Punkten  von  Klein  und  Brioschi  vervollständigt  ist. 
Herr  Cayley  entwickelt  im  Vorliegenden  die  ganze  Theorie  und 
giebt  mehrere  neue  Entwickelungen  fdr  die  Polyederfunctionen. 

Glr.  (M.) 


E.  PiCARD.     Sur  certaines  ^quations  diff^rentielles  lin^- 
aires  du  second  ordre.    C.  R  xc.  1479-1482. 

Für  das  bekanntlich  von  Herrn  Fuchs  zuerst  gelöste  Problem 
£t  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  denen  eine  lineare  Differen- 
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tialgleichuDg  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 
aus  algebraische  Integrale  habe,  hat  Herr  Klein  in   den 
Ber.  1876  (s.  F.  d.  M.  Vm.  p.  189)   eine  ihm   eigeniht 
Methode  angegeben.    Die  derselben  zu  Orunde  liegenden 
trachtungen  benutzt  der  Verfasser  zur  Untersuchung  von 
Differentialgleichungen  mit  doppelt-periodischen  Cioefficienten 

welche  die  Bedingung  erfüllen  sollen,  dass  jedes  Integral  y  eii 
Gleichung  von  der  Form 

genügt,   wo   die  A  eindeutige  Functionen  von  x  sind.     Es 

hierfflr  zunächst  noth wendig  und  hinreichend,  dass  1)  ef^^ 
2)  der  Quotient  rj  zweier  linear  unabhängiger  particulärer 
gen  einer  algebraischen  Gleichung  mit  eindeutigen  Coeffidenl 
genügen.  Die  Anwendung  der  Methode  des  Herrn  Erlern 
Untersuchung  der  Form  der  Gleichung  ftir  tj  ergiebt,  dass  diese 
Gleichungen  sich  auf  ftinf  reduciren,  die  alle  einen  willkfirUcbeo 
Parameter  R  enthalten,  für  welchen  eine  passende  eindeutig^ 
Function  von  x  zu  nehmen  ist  Es  handelt  sich  nunmehr  darom, 
die  Natur  dieser  eindeutigen  Function  in  dem  Falle,  dass  p,  und  p, 
doppelt-periodisch  sind,  festzustellen.  Der  Verfasser  sieht  nm 
die  beiden  ersten  Klein'schen  Formen 

ff"  =  R(x)    und    ij'"-f-J7«(2  — 4Ä(a?))-t-l  =  0 

in  Betracht,  und  bei  der  letzteren  nur  den  Fall  n  =  1.  Hierbei 
ergiebt  sich,  dass  die  Function  R{x)  mit  Hülfe  der  elliptisebeii 
Transcendenten  ausgedrückt  werden  kann,  und  dies  findet,  wi< 
der  Verfasser  bemerkt,  in  allen  Fällen  statt.  Hr. 


R.  Hoppe.    Ueber  die  zweite  Speciallösung  einer  Unearei 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Gmnert  Arch.  LXIV 

379-886. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  die  allgemeine  Bedingun| 
untersucht,  unter  welcher  die  zweite  Speciallösung  einer  Diffe 
rentialgleichung  zweiter  Ordnung  aus  der  ersten  dureh  Differen 
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kiation  gewoDoen  werden  kann.    Die  Differentialgleichang  sei 

(1)     y"+(p+iq)!^+re^y  =  o, 

wo  p,  9,  r,  u  reelle  Functionen  von  x  sind,  und  wird  die  Frage 
gestellt,  unter  welchen  Bedingungen  z  =  gy'  die  coiyugirte 
Gleichung 

erftUlt,  wenn  y  eine  Lösung  der  Gleichung  (t)  ist.  Der  conjugirte 
Werth  ^^y',  von  q^  ist  dann  die  gesuchte  zweite  Lösung  von  (I). 
Die  Rechnung  ergiebt  eine  Belation  zwischen  p,  r,  u  und  ihren 
Ableitangen  bis  zur  2^  Ordnung;  nach  Erflillung  derselben  be- 
stimmt sich  der  Werth  von  9  eindeutig,  so  dass  zwei  der  Functionen 
p,  r,  t«  willkttrlich  bleiben.  Die  fragliche  Differentialgleichung 
wird  dann  ?nrklich  dargestellt,  indem  zwischen  p  und  r  die 
Beziehung 

p  =  ^nr  —;:—(«  willkürliche  Function) 

angraommen  wird,  durch  welche  die  vorerwähnte  Relation  inte- 
grabel  wird;  es  geht  dann  hervor 

r  =  -i__JiÜ_-      -  -  iL]/'!.  -  iL 

4    2C08II  +  C— n"'     '  ""        ti' r   w        2' 

wodurch  alle  Coef&cienten  durch  zwei  willkflrliche  Functionen  n 
imd  t«  dargestellt  sind.    Für  q  ergiebt  sich 

e  =  -^  c-^-t/-^7^===-    (A  willkttrliche  Constante) 

and  damit,  wie  erwähnt,  Q^y\  als  die  zweite  Lösung  von  (1). 
Zwei  Fälle  erheischen  eine  Modification:  1)  wenn  r  und  u,  also 
der  Coefficient  von  y,  constant  sind;  die  Differentialgleichung 
wird  dann 

mit  einer  willkttrlichen  Function,  und 

j  =  ile'^^; 

2)  wenn  q  einen  vorgeschriebenen  Werth,  z.  B.  den  Werth  0 
bat.    Nimmt  man  in  diesem  Falle  noch  u  constant  an,  so  wird 


Tl.  Absobuitt,    Oiffereotial-  nnd  InlegralraebDODg. 
utant,  aod  die  Differentialgleiobaug  lautet  dann 

len  willkDrlichen  Fanction  r.    Hier  wird 
A 

hoDde    Differentialgleichang   ntnfasst    den    Fall    der 


j,«+(|/^_^)y'-l-ry  = 


■i*  (iV'i  =  VS'*  B'^  ^^  '^'B  zweite  Ldaaog  onmittelbar 


ichluBs  werden  noch  einige  Specialf&lle  disoutirt. 
Hr. 


:.     Remarques  sur  les  äquations  difförentäelles 
18  du  aeuond  ordre.    Bnll.  S.  H.  F.  Till.  35-36. 

bnen  P,  Q,  R  gegebene,  z  und  u  willkfirliehe  Fnne- 
X,  und  setzt  man 

Ps''  +  Qz'+Ri  =  Z,  r^dx 

Pu"+  pa'-l-  Ru=V,    ^^  ' 

Ue  Ideotitst 

irch  Particularisirung  von  u  und  e  speciellere  FormelD 
werden.  Hr. 


lt.     Note  Über  lineare  DifTereDtialgleichnngen. 

roh.  LXT.  306-321. 

ir  homogene  lineare  DifferentialausdruGk  n*"  Ordnung 
äQ 
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Imearen  Differentialausdnick  (it—  1)^  Ordnung  bezeichnet  Setzt 
man  Jf  =  »':»,  so  erhält  man  P  =  d(Ä(?):»,  somit  ist  »  der 
mtegrirende  Factor  und  zQ  =  const  das  erste  Integral  von  P  =  0. 
Dies  vnrd  nicht  etwa,  wie  hier,  allgemein,  sondern  für  n  =  2  und 
n  =  3  durch  umständliche  Rechnungen  erwiesen  und  ffir  diese 
FSLlle  die  bekannte  Multiplicatorgleichung  ftlr  z  abgeleitet. 
IL    Angabe  eines  particnlären  Integrals  der  Gleichung 

x^y"*  =  icy'+fiy. 

ni.  Verification  der  von  Herrn  Schwarz  (Borchardt  J. 
LXXV.  326,  8.  F.  d.  M.  V.  1873.  p.  249)  gegebenen  vollständigen 
Lösung   der  Differentialgleichung 

Auf  einem  anderen  Wege  ist  ihre  Richtigkeit  bereits  von  Herrn 
Cayley  (Quart  J.  XVI.  p.  268,  s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  247)  nach- 
gewiesen  worden.  Hr. 

S.  Spitzer.      Construction  einiger  linearer  DiflFerential- 
gleichungen  höherer  Ordnung.  Grunert  Arch.  LXV.  321-328. 

Es  werden  einige  bestimmte  Integrale  aufgestellt  und  die 
linearen  Differentialgleichungen  construirt,  denen  sie  genügen. 

Hr. 


S.  Spitzer.      Integration    einiger    linearer   DiflFerential- 

gleichangen.    Borchardt  J.  LXXXVIII.  343-347. 

Für  die  Differentialgleichung  y"  =  x"*y  hat  in  dem  Falle,  dass 
ai>0  and  <— 4  ist,  Herr  Kummer  die  Lösung  ^lyi  +  ^tVs 
g^ben,  worin  y^  und  y,  in  Form  von  bestimmten  Integralen 
zwischen  den  Grenzen  -—1  und  -f-l  ausgedrückt  sind  (Grelle  J. 
XU)  Herr  Spitzer  theilt  jedes  dieser  Integrale  in  zwei;  deren 
Greioen  beziehungsweise  0,  +1  und  0,  -~1  sind,  und  multipli- 
cirt  jedes  der  vier  Theilintegrale  mit  einer  besonderen  Constante. 
Von  diesem  Ausdrucke  wird  dann  gezeigt,  dass  er  das  allge- 


VI.  Abgchnitt.    Dlffereatial-  and  IntegralrechDODg, 
[ntegral  der  DiöerentialgleioliDDg  4*"  Ordnung 


^i-""-^^)-^ 


eiterhin  wird  für  die  Fälle  m  =  — 1  nnd  m  =  — 3,  fB 
die  Knmmer'sche  Losung  nicht  g^lt,  die  allgenaeine  Lö 
)iger  Gleichung  durch  bestimmte  Integrale  angegeben  um 
iHCn  nach  demselben  Verfahren  das  allgemeine  Integn 
ewissen  Differentialgleichung  4*"  Ordnung  abgeleitet. 

Hr. 


rzER.     Integration  zweier  Differentiatgleichungen 

»t  Arcb.  LXIV.  393-398. 
i  erste  Gleichung  ist 

(o,a!+6,y+c,)"rfa!+(o,«+&,i/+c,)"dy  =  0. 
lie  Snbstitntioneii 

o,jc-|-fc,y+C[  =  ^,     a,x-{-b,y-i-c,  =  rj 
e  homogen  gemacht  und  dann  in  bekannter  W^se  an) 
ladratur  zurtIckgefUhrt    Die  zweite  Gleichung  laatrt 

*jr"'  =  A(_xy'—ftii), 
ne  positiTe  ganze  Zahl  bezeichnet    Durch  ju-maliges  Diffe 
1  findet  man 

a;y(/'+»)  +  ^yO'+')  =  AxyO'+i\ 

Gleichung  offenbar  eine  ganze  Functiou  /i>™  Gt«des  vt» 
eliehigen  Coefficienten  zum  Integrale  hat.  Dieses  repr& 
^  +  1  verschiedene  particnl&re  Integrale,  nnd  da  ontei 
Dur  (i  Integrale  sein  können,  die  der  ureprtlngliehen  Glei- 
aicht  angehören,  so  muas  diese  wenigstens  eine  gann 
n  zum  Integrale  bähen.  Die  CoefBcieDten  derselben  wer- 
rch  unmittetbarea  Einsetzen  in  die  zu  integrirende  Glei- 
lestimmt  Hr. 


;ele.     On  tbe  relations  of  certain  symbols. 

..  J.  XVII.  20-31,  208-2U. 
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bt  eine  lineare  Differentialgleichung  n"'  Ordnung 

«     ^+«.£^+-  +  -»  =  o 

legeben,  bo  nennt  der  Verfasaer 

Ge  gjrotbetische  UtBong  70n  (1),  und  es  handelt  sich 
toffindung  der  Beziehungen  zwischen  den  |  und  a.  Gi 
midehat  folgende  drei  S&tze  bewiesen: 

1.  |,J....|.  =  0.. 

2.  I,  genflgt  der  Differentialgleichung 

-^r^ +ffli  ^jiy +  — -fa— ly  =  0    („erste  coesura« 

3.  ^'|^*...^_i  ist  ein  Integral  von 

-^+a,y  =  0    („vorletzte  coeaura"  von  (1)). 

FBr  *  =  4  wird  zu  den  drei  vorstehenden  Relationen 
folgende  Gleichung,  der  |^^  genOgt,  hinzogefUgt: 

y"'+2<i,jr"+(a.  +  o!  +  a;)y'+(a,a,-a,+a;)y  = 

■0  dass  in  diesem  Falle  ebensoviele  Relationen  aufgest 
deo,  als  die  Anzahl  der  |  betrfigt  Die  angeführten  Sfi 
den  EU  einer  Methode  benutzt,  eine  Differentialgleichung 
Bsog  vermittels  einer  andern  Gleichung  3**^  Ordnung  mit  gi 
CoefEeienten  zu  erniedrigen.  Daa  unmittelbar  zu  ver 
Beeoltat  dieser  üntersachang  ist,  daes  die  Gleichuug 

(2)     xr  +  -5-x'*"-2"^»'+«y  =  0, 

vo  z  beliebige  Function  von  x,  m  constant  ist,  zu  ihre 
lategral  hat 

xi/"*—2mxy'*'\-2my^  =  oonst., 
ud  Knit  y"  ein  integiirender  Factor  von  (2)  ist. 


VI.  AbichDitL    DiCTerentinl-  and  lDt«Kr^recbniing. 

B.     On  a  binouiial  biordiiial  and  the  constants 

complete  solation.   Proo.  L.  h.  s.  XI.  123-131. 

lie  lineare  Differentialgleichang 

a''-f-6,a'+6,a  =  0    (f>,,b,  Panctionen  von  x)       i 

reo,  bildet  der  Verfasser  die  all^meioere  Form 

^-'/».^ 
'+fi,»'-f  6,»  =  c 1 —     (c  willkHrliohe  Conatante). 

Subetitution  a  =  }^2y  und  Differentiation  geht  dieselbe 
^n  Umformungen  Ober  in  die  Gleiehiing  3*"  Ordanng 
"+36,ff"-f  (ö;+26;+46,)i/'+2(6;+2fr,fr,)y  =  0. 
Toiletändigen  Ldsung  derselben  ergiebt  sich  die  dei 
(2),  ond  indem  man  0  =  0  setzt,  die  der  Gleichung  (I) 
er  Methode  wird  zunilchst  die  Gleiohang 

(1— j;')»"—  —x**'-\-mxs  =  0,  ' 

n  Boole  unter  der  Bedingung 


r,  fQr  die  Fälle 

=  (|'+4-)(|-'  +  f)  -  --k 

Der  erste  Fall  führt  ftlr  i  =  0  auf  die  von  H«ni 
aufgestellte  DifferentialgleichuDg  (Borchardt  J.  LXXV. 
d.  M.  V.  1873.  p.  249).  Die  Hülfsgleichnng  3""  OfdnuBg 
ittels  des  Boole'schen  Algorithmus  gelöst    Ffir  den  Fill 

werden  die  Resultate  des  Herrn  Harley  (Qaart  J.  V. 

Mem.  of  the  Manchester  Society  3.  Ser.  XI.  ]36f>)  u 
ommen.    Zum  Schiusa  wird  die  allgemeinere  Gleichoag 

a"-(n-l+-— ^  I— a'--^B  =0 
\         ^   1-x'/  X  x' 

and  ihre  Lösbarkeit  fttr  die  Fälle 
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II  =  (i-i)(3i+3i+2)— -j-, 

"  =  -J-l(3i+l  )■-»■! 
[i  und  k  ganze  Zahlen)  nachgewiesen. 


J.  CocKLE.    Sopplement  to  „Exercises.*'    uei 

15-18. 
Bemerkungen  za  Arbeiten  des  Verfassers,  die 
Binden  des  Messeoger  erschienen  sind.  Sie  beziehet 
lichlieh  auf  gewisse  lineare  DifTerentialgleichungen  i 


J.  GocKLE.     Supplementary  paper  on  primai 

Phil.  Hag.  1880. 


P.  Mansion.     Integration    d'une  ^quation   d 

d'Abel.     N.  C.  M.  VI.  457-458. 
Die  Gleichung 

Us«t  sich  leicht  integriren,  indem  man  setzt: 

Dy  +  y  =  3,     y  =  ue~',     a  =  ee~'*. 
Hu  findet 

u*—c  =  cV 
Ebenso  ISsst  sich  integriren 

7)'y+  (ft+Oöy  +ft/y+  As'  =  0, 
teon 

(ffl  +  i)k  =  21    oder    (m  +  1)1  =  2k. 


G.  Darbüux.     Sur  les  systfemes  fr>rm48  d'&ju; 
aires   ä    une  seule  variable  ind^pendante. 

5H-5S6,  696-598. 


272  ^^'  AbschDÜt    Differential-  und  lategralrechnoog. 

Es  sei  das  System  linearer  Differentialgleichungen  gegeben 

dxi 

(1)        -jP  =  a,ia?iH \-ainXn    (f=l,  2...«), 

wo  Oin^^.ann  beliebige  Functionen  von  t  bezeichnen.  Eb  hat  im 
Allgemeinen  n  lineare  Integrale  von  der  Form 

anaJi  +  a«a?2H |-«m^«  =-  Q     (*  =  h  2...»), 

aber  es  kann  auch  Integrale  von  höherem  als  dem  ersten  Grade 
haben,  und  wenn  die  GoefGcienten  oa  rationale  Functionen  von  i 
sind,  so  werden  die  vorerwähnten  linearen  Integrale  im  Allgemei- 
nen irrational  oder  transcendent  sein,  während  die  Integrale 
von  höherem  Grade  rational  sein  werden.  Für  diese  letstereo 
gilt  nun  folgender  Satz: 

„Wenn  die  homogene  Function  f(x^,..Xn)y  gleich  Const  gesetzt, 
ein  Integral  des  Systems  (I)  ist,  dann  ist  jede  Covariante  dieser 
Form,  multiplicirt  mit  einer  passenden  Potenz  einer  bekannten 

Function  von  t  (nämlich  der  Function  eJ^^'  -  *»m^  *^  ebenfalls  ein 
Integral  des  nämlichen  Systems.^  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass, 
wenn  f{x^...x^  nicht  homogen  ist,  jede  der  homogenen  Func- 
tionen, in  welche  es  zerlegt  werden  kann,  für  sich  einer  Con- 
stanten gleich  gesetzt,  ein  Integral  des  Systems  (1)  liefert,  so 
dass  es  genügt,  die  homogenen  Integrale  allein  zu  betrachten. 

Bringt  man  mit  dem  System  (1)  das  folgende  (das  redproke 
des  ersteren) 

(2)  -T-^  =  —autli  — 02.1*2...— an.fi«     («  =  I,...«) 

in  Verbindung,  so  wird  ebenso,  wie  in  der  p.  238  besprochenen 
Arbeit  des  Herrn  Laurent  gezeigt,  dass  vermöge  der  Beziehung 

Ug  0?,  -!-••• +  tt«a?H  =  const 

die  Integration  des  Systems  (1)  die  des  reciproken  nach  sich  zieht, 

und  dass  ferner  mittels  der  Function 

H  =  SOikXiXt 

das  System  der  2n  Gleichungen  (1)  und  (2)  auf  die  canonische 

Form 

,.  dxi^  _  dH_        duj   __       dH 

^"^^  di    ^  dui'       dt    "       dxi 
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gebracht  werden  kann.  Man  könnte  nun  hier  den  Poisson'Bcfaen 
Sals  anwenden,  der  aus  zwei  gegebenen  Integralen  ein  neues 
finden  lehrt  Diese  Anwendung  wird  jedoeh  unnöthig  durch 
einen  Satz,  der  eine  Ausdehnung  des  oben  angefahrten  Satzes 
iuf  das  System  (3)  bildet  und  folgendermassen  lautet: 
„Sind 


wo  die  f  homogen  in  Bezug  auf  die  x  und  auf  die  u  sind, 
Int^rale  des  Systems  (3),  so  ist  jede  invariante  Form  dieses 
Systems  von  Integralen,  multiplicirt  mit  einer  bekannten  Function 
TOB  t  (8.  oben),  wiederum  ein  Integral  des  Systems.'^        Hr. 


E»  PiCARD.     Sur  les  ^qnatioDs  Unfaires  simultan^es  et 
sur  une  classe  de  courbes  gauches.    c.  R  XO.  1065-1067, 

1118-1119. 

Es  sei  das  System  gegeben 

(1)    ^T-  =  -Äv  +  Bw,    -^  =  Au-Cw,    ^  =  -Bii  +  Cb. 
di  ai  dt 

Dieses  System  hat  die  Eigenschaft,  mit  seinem  reciproken  System 
(Tgl.  die  oben  besprochene  Arbeit  des  Herrn  Darboux)  zusammen- 
xaCallen.  Aj  B,  C  sind  doppelt-periodische  Functionen  mit  den 
Perioden  2K  und  2iK'j  und  es  wird  femer  angenommen,  dass 
die  Integrale  eindeutig  sind.  Alsdann  wird  bewiesen,  dass  es 
immer  ein  System  von  Integralen  giebt,  welches  aus  doppelt- 
periodisehen  Functionen  mit  den  Perioden  2K  und  2iK'  oder  4K 
und  4ilf'  besteht  Hiervon  wird  folgende  geometrische  Anwen- 
dung gemacht    Ein  besonderer  Fall  des  Systems  (1)  ist: 

Bezdchnen  R  und  r  die  Radien  der  ersten  und  zweiten  Erttm- 
unuig  einer  doppelt-gekrttmmten  Cunre,  so  genügen  obigem  System 
ils  Int^ralsystem,  die  neun  Cosinus  ti,  v^  u>^ ;  ti,  v,  tr, ;  u^ «,  tr,  der 

FoctMhr.  d.  SUth.  Xn.  1.  lg 
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Winkel,  welche  die  Tangente,  die  Hauptnormale  und  die  Ai 
der  Schmiegungsebene  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bilde 
Sind  nun  R  und  r  doppelt-periodische  Functionen  von  s,  so  Mi 
der  obige  Satz,  dass  es  für  diese  Curven  eine  Richtung  von  m 
eher  Beschaffenheit  giebt,  dass  die  Tangente,  die  Haaptnormt 
und  die  Axe  der  Schmiegungsebene  ftlr  alle  Punkte  der  Con 
die  von  einander  um  eine  Bogenlänge  gleich  der  Periode  tl 
stehen,  mit  jener  Richtung  gleiche  Winkel  bilden. 
Der  specielle  Fall 

1  2n    .  /*\       1  1 

wo  a  und  6  zwei  Constante,  n  eine  positive  ganze  Zahl  ni 
dn(x)  die  Function  ^am(a;)  bedeutet,  wird  alsdann  näher  b 
trachtet  und  das  System  von  doppelt-periodischen  Int^nüen  d 
Gleichungen  (2)  für  diesen  Fall  angegeben.  Für  n  =  i  ist  d 
Curve  dieselbe ,  welche  von  Herrn  Hermite  (C.  R.  XC.  p.  64 
als  besonderer  Fall  der  elastischen  Curve  behandelt  ist 

Hr. 


J.  N.  Hazzidakis.     lieber  eine  Eigenschaft  der  System 
von  linearen  homogenen  Differentialgleichungen. 

Borchardt  J.  XG.  80-82. 

Hat  das  System 

-^^'^/^'^y^  (e  =  i,2,...i.) 

das  System  von  n  Lösungen 

y\^  y\y  •••  y«   (»=  i,  2, ...n), 

deren  Determinante  |  ye  |  nicht  verschwindet,  und  aetst  man 

wo  Ol  =  2!A[^^  und  di^  =  0,  wenn  X^q^  aber  =  1,  wenn  i  = 
ifty  so  werden  die  n  Differentialgleiehungen 

-^  =  !iM^^*;i  (e  =  i,2,..-i.) 
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nreh  das  ro  dem  Systeme  der  ye  a^angirte  System 

%\  ...  ^\     (•  =  1,  2, ...  n), 

ro  »;  =  -3-^  ist,  befriedigt  (Vgl.  die  Arbeit  von  Herrn  Laurent 
of  p.  238.)  Hr. 


Uankbnhagbn.  lieber  die  Transformation  zweier  Systeme 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen.    Pr.  Maiohin. 

Für  die  Hamilton'scben  Gleichungen 

f^)  -dr=d^'  "5r-~ö^  (Ä-l,...ii) 
Mt  Jaeobi  in  seiner  Nova  methodus  (Grelle  J.  LX.  §  57)  das 
Problem  in  der  allgemeinsten  Weise  gelöst,  ein  solches  System 
kureh  Einftlhrung  neuer  Variabein  in  ein  System  derselben  Art 
>  verwandeln.  Dem  System  (1)  ist  bekanntlich  äquivalent  die 
uurtielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(2)        -Qf  +Bitq^  ...  qnj  p,  ...  pO  =  0     (p*  =  -^), 

US  deren  volktändiger  Lösung  sich  die  Integration  von  (1)  er- 

Siebt  Die  allgemeinste  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 

nng  ist  jedoch  nicht  (2),  sondern 

8w 
(3)         -^  +  F(u>tq, ...  qn,  p, ...  p.)  =  0, 

od  dieser  Äquivalent  ist  dfts  System 

^t_  _  Jf_       dpt    _        BF  dF 

dt     ~   dpk  '       dt    ~        dqk       ^*  dw  ' 
^^^         {   dw        ^      dF        - 

fttr  dieses  System  (4)  ist  die  Jacobi'sche  Transformation  noch 
nieht  aosgeffthrt  worden.  Die  Ausfüllung  dieser  Ltlcke  ist  der 
Zwe^  vorliegender  Arbeit  Hr. 


E.  HxissBL.    Eine  merkwürdige  Eigenschaft  des  Integrals 

der  Gleichung  -^  =  y^y*— cos2a?.    Gninert  Arch.  LXV.  111. 


dx 

18* 


L 
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r  Verfiuser  Iheilt  vorläufig  ohne  Beweis  den  merkwOrd^t 
t,  dasB  die  Werthe  des  Integrals  y  der  citirten  Oleicbnp 
Werthe 

aach  immer  die  in  y  eintretende  Conatante  sei,  dort 
isohe  Beziehnagen  mit  einander  verbunden  sind,  und  nri 

in 

y  =  f(«,a)    und    ^=f{^,o) 
wird, 


=^^^^)+/i+^-(^ 


Note  snr  aoe  classe  d'^qaations  diffärentielles. 

8.  M.  P.  Vlir.  !?0-8l. 
i  Differentialgleichung 

)'+<-£;i)'+..+.(^)V«(-|:yw+/-=< 

B, ...  P  Constante  eind,  hat  zam  Integral 

=  i.Bm{ax+C)    (mit  der  willkUrliclien  Constante  C), 

Inrch  die  Gleicbnng 

ai-._^on".-0+..-)-ta'_jf„«-(.JV  =  0 
it  ist,  and 

X  = -^ 

^«n— "+...  + jf«« 

^n  Integral  sind  demnach  2in  Lösungen  der  vorgeleitta 
itialgleicbung  enthalten.  Hr. 
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J.  N.  Hazzidakis.       Ueber    eine    Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.   Borohardt  J.  xc.  74-79. 

Sind  II,  ü,  w  darch  ein  System  von  drei  linearen  homogenen 
Differentialgleichangen  definirt,  und  setzt  man  y  =  o :  ti,  so  findet 
man,  dass  y  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der 

genttgt,  deren  Coefficienten  Functionen  von  x  sind.  Es  werden 
nim  umgekehrt  die  Bedingungen  gesucht,  welche  die  Coefficienten 
vorstehender  Gleichung  erfüllen  mOssen,  damit  ihr  allgemeines 
Integral  sich  als  Quotient  von  der  Form  t>:u  darstellen  lasse, 
wo  tt  und  V  einem  System  von  drei  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichungen genügen.  Die  fraglichen  Bedingungen  werden 
in  vorliegender  Arbeit  yoUständig  aufgestellt  und  fElr  den  Fall 
ihrer  Erfüllung  auch  die  Werthe  der  Coefficienten  des  linearen 
Systems,  durch  welches  u  und  v  definirt  sind,  angegeben.     Hr. 


W.  H.  L.  Russell.     On  the  integration  of  differential 

equations.    Messenger  (2)  X.  38-44. 

Der  Verfasser  bestimmt  die  Bedingungen,  die  erfüllt  werden 
mtlssen,  damit  gewisse  lineare  und  nicht-lineare  Differentialglei- 
chungen Integrale  zulassen  von  der  Form 

1)    y  =  A^  +  A^x+A^x*-] h^»«"; 

2)   y  =  |-, 

WO  P  und  Q  rationale  und  ganze  Functionen  von  x  sind ; 

3)     y^.pj'^^. 

Glr.  (0.) 


W.  J.  C.  Sharp.     Solution  of  two  questions  (5762  and 

6077).    Edae.  Times  XXXIIL  34-36,  92. 

Die  erste  von  Herrn  Prof.  Sylvester  gegebene  Aufgabe  lautet; 


278  ^I*  AbachDitt    DiffereDtial-  nnd  Integralreohnoog. 

„Ist  f{x^  y)  eine  GrOsse  yon  n  Dimensionen  in  Bezog  auf  x,  jT} 
zu  zeigen,  dass 


(-')(-^)*-f0 


gleich  dem  Produet  ans  einer  negativen  Zahl  und  y*.B^  ist,  wo 
H  die  Hesse'sche  Determinante  von  f  ist^  Die  andere,  von  Herrn 
Sharp  gestellte  Aufgabe  fordert  den  Nachweis  folgenden  Satzes: 
9,Hat  irgend  eine  Gleichung  drei  gleiche  Wurzeln,  so  hat  die 
Hesse'sche  Determinante  diese  Wurzel  als  Doppelwurzel;  und  all- 
gemein, wenn  die  Gleichung  eine  p- fache  Wurzel  hat,  so  ist 
diese  Wurzel  eine  2(p—l)- fache  Wurzel  der  Hesse'schen  Deter- 
minante.^ Fttr  die  zweite  Aufgabe  werden  zwei  verschiedene 
Lösungen  gegeben.  M. 


Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

A.  Voss.     Geometrische  Interpretation  der  Differential- 
gleichung Pdx+Qdy+Rdz  =  0.  Olebsoh  Ann.  XVI.  556-560. 

Durch  die  in  Rede  stehende  Gleichung  wird  jedem  Punkte 
^(^«y«^)  die  durch  denselben  gehende  Ebene 

(X^x)P+(Y-y)Q+(Z^z)R  =  0 

zugeordnet  und  dadurch  ein  Nullsystem  bestimmt  Schreitet 
man  von  M  aus  in  der  Ebene  nach  einer  Richtung  d,  fort,  so 
dreht  sich  die  zugehörige  benachbarte  Ebene  um  eine  projecti- 
yisch  entsprechende  Richtung  d,,  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

(1)    d,a?:d,y:d,a  =  Qd.R—Rd.Q  :  Rd,P—Pd,R:  Pd,Q-Qd,P. 

Die  Aufsuchung  der  Doppelelemente,  die  durch  die  Oleichungen 

dy'X  =  fi6x,     d,y  =  ^dy,     d^z  =  fida 

bestimmt  sind,  ftihrt  auf  die  quadratische  Gleichung  ftir  fi: 

^•-^G  — ir  =  o. 
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Unter  den  Betrachtongeo,  die  daran  geknflpft  werden,  heben  wir 
berror,  dass  die  projectiyisohe  Beziehung  (1)  nnr  dann  inyolato* 
rifldi  ist)  wenn  6  =  0  ist,  dann  ordnen  sieh  die  dem  Punkte  M 
benachbarten  Ebenen  genau  so,  wie  die  einem  Fläehenpunkte 
benachbarten  Tangentialebenen,  sie  bilden  also  ein  Flächen- 
element Ist  nun  G  =  0  identisch  erfüllt,  so  gruppiren  sich  die 
Flichenelemente  zu  Flächen  eines  Flächensystems,  dem  Integrale 
der  erwähnten  Differentialgleichung;  und  in  der  Tbat  ist 

«=KS-f)+<'(S-f)+''(f-^)=o 

die  Bedingungsgleichung  fbr  die  Integrabilität  derselben.  Ist 
ds^en  G  =  0  nicht  identisch  erftlllt,  so  erscheint  die  Fläche 
G  =  0  mit  einer  Schaar  yon  Curven  überdeckt,  längs  deren  sich 
FUehenelemente  aneinander  schliessen.  Wenn  insbesondere  diese 
mit  ff  =  0  nicht  blos  in  einzelnen  Punkten,  sondern  in  einem 
ganzen  Theile  von  6  =  0  eine  Berührung  eingehen,  so  bildet 
dieser  Theil  ein  singuläres  Integral  der  Differentialgleichung.  Ein 
Bdspid  ftlr  diese  Annahme  ist 

WO  li,  xfß^  q>^y  tp^,  9,  beliebige  Functioüen  von  a;,  y,  z  sind. 

Hr. 


Ä.  Mater.      Zur    PfafTschen    Lösung   des    Pfaffschen 

Problems.    Clebsch  Ann.  XVII.  523-530. 

Die  Au%abe:  o?,,  a?,, ...  a?«  als  unabhängige  Functionen  von 
m  neuen  Variabein  t,  a, , . . .  o«  so  zu  bestimmen ,  dass  identisch 
wird 

worin  iV  eine  Function  von  t,  a,, ...  oui  die  Coefficienten  il,,...ilm 
dagegen  blosse  Functionen  von  a^y  ..*  Om  sind,  wird  gewöhnlich 
ausschliesslich  auf  das  sogenannte  erste  Pfaff'sche  System  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zurttckgef&hrt,  in  der  Art, 
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dass  man  aDoimmt,  die  Aufgabe  sei  lösbar,  so  oft  diesem  Systeme 
genügt  werden  kann.  Die  vorliegende  Note  zeigt,  dass  diese 
Zurttckftlhmng  nnr  so  lange  zulässig  ist,  als  die  aus  den  Ele- 
menten 

^    dXj         dXk 

gebildete  schiefe  Determinante  nicht  verschwindet.  Sobald  aber 
diese  Determinante  Null  ist,  so  muss  man  dem  ersten  PfafTschen 
Systeme  noch  eine  weitere  Bedingungsgleichung  hinzufbgen.  Da- 
gegen ergiebt  sich,  dass  in  der  That,  wie  es  zur  Anwendbarkeit 
der  Pfaff'schen  Methode  auf  die  Integration  der  gegebenen 
Gleichung 

2:  Xndx^  =  0 

erforderlich  ist^  die  obige  Aufgabe  dann  und  nur  dann  stets  lös- 
bar ist,  wenn  m  eine  grade  Zahl.  Mr. 


W.  Zajaczkowski.     üeber  eine  gewisse  Eigenschaft  der 

Pfaff sehen   Function.    Krak.  Ber.  I88O.  (Polnisch). 

Versteht  man  unter  (t,  j),  wo  ijj  =  1,2,  ...2fi,  solche 
Grössen,  dass  (t,  j)  =  —  (/,  t) ,  (t,  t)  =  0,  und  definirt  man  deo 
Ausdruck  P  =  (1,  2, ...  2n)  durch  folgende  Gleichung: 

P=  (1,  2,  ...2fi)  = 
(l,2)(3,4,...2fi)+(l,3)(4,5,...2ii,2)+...+  (l,2fi)(2,3,...2ii-l), 

oder  ktlrzer 

P  =  (1,  2, ...  2fi)  =  'jfci, «)(«+ 1, ...  2n,  2, ...  1-1), 

SO  heisst  P  PfafTsche  Function  der  Indices  1,  2, ...  2ft. 

Bedeutet  femer  Pij  den  Coefficienten  von  (f,j)  in  der  Ent- 
Wickelung  von  P,  P,j,i,,  den  Coefficienten  von  (i,  j,  *,  0  in  der- 
selben Entwickelung  u.  s.  w.,  so  besteht  folgender  Satz: 

Pl,2  P3,4^„?iii  +  Pl,3P4,...2m.2  +  Pl,4 P5,...?m,?,3  +*"+  Pl,?m...  P?,3,..?jn~l 

=  PPl,2,«.2mi 
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oder  kOner: 

']E'"p,.,Pi+,,..i„,,,_(_,  =  P/*,,»,„,„. 

Dicseo  Satz  hat  zoersl  Herr  Tatiner  im  VIII.  Bd.  d< 
of  mathematjcs"  bewieaen;  der  Verfasser  giebt  bi 
«nfachen  und  eleganten  Beweis  desselben. 


W.  Zajaczkowski.     A  theorem  relating  to 

HMMOgar  (2)  X.  36-37. 

Beweis  des  Satzes,  den  Herr  Tanner  in  sein 
theorem  relating  to  PfafBans"  (Messenger  (2)  VII 
wiesen  hat     (Siehe  das  obige  Referat). 


H.  W.  L.  Tanner.     Note  on  a  geoeralizatii 
problem.    Froo.  L.  H.  s.  xi.  I8I-139. 

Das  Pfaffsche  Problem  besteht  bekanntlich 
fommtion  eines  Ansdrackes 

y,(fa,  +  y,djr,H hy-*^ 

m  einen  andern  Aosdmck  von  ähnlieber  Form 

P,  du,  -| -{-VrdUf, 

*o  die  y,  «,  «  Functionen  der  x  sind,  nnd  in  dt 
itt  kleinst-möglicben  Werthes  von  r,  wenn  die  y 
Die  rorliegende  Arbeit  beschäftigt  sieh  nan  mit  dem 
Problem,  das  System  von  m  AnsdrUcken 
y,,dx,  +  —  +  yi,(te, 
in  ein  System  ähnlicher  Form 

»j,d«,-] }-t>irdUT 

II  transfonniren.  Die  Mfiglicbkeit  dieser  Transfo 
den,  wie  sich  leicht  ergiebt,  das  Bestehen  der  Gl 
lun  ans  dem  System 
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»11 

Si> 

■■  ».. 

a», 

a«, 

äu, 

ß«, 

a.. 

s«. 

Ö«, 


wenn  man  alle  daria  befindlicben  Detenninaaten  mit  r-{-l 
len  gleich  Nnll  setzt.  Mit  diesem  Gleichangsaystem  (AI 
der  Herr  VerfaSBer  ein  zweites  (B)  in  Verbindong,  weldiei 
u  Schema 

y.,     y..  -   yi- 


(i,j  = 


;eht.  Dasselbe  besteht  ans  m  Reihen  der  y  ood  k  Rdbeih 
,   7on  denen  immer  die  obere  Reihe  die  operativen  Sjm- 


J.l 

»■■ 

■  S- 

d 

d 

d 

ix, 

dt. 

■  JS 

»n 

)a    ■ 

■  »« 

d 

i 

d 

Ts; 

dx. 

■  dm. 

*i 

Vit   ■ 

■  Sf 

ingssystem  (B)  wird  nun  erhalten,  wenn  man  alle  Deter- 
3n  mit  m-^2k  Columnen,  die  man  aus  dem  Schema  bilden 
gleich  Nnll  setzt  Man  erkennt  leicht,  dass  das  System  (B) 
>lge  von  (A)  ist  Das  Bestehen  des  Systems  (B)  ist  dem- 
lie  nothwendige  Bedingang  fllr  die  Möglichkeit  der  frig- 
Transformation.  Der  Verfasser  behauptet  nnn  auch  die 
ruDg  dieses  Satzes,  dass  nämlich  (A)  eine  Folge  von  (B) 
B  Bestehen  von  (B)  also  zur  Existenz  der  TranaformatioD 
lie,  bekennt  jedoch,  bierfHr  noch  keinen  genflgenden  Be- 
efanden  zu  haben.  Die  Arbeit  enthlllt  ausserdem  eise 
'on  Bemerkungen  Dber  die  Eigenschaften  der  Gleich Dngen(B), 
b  der  Wiedergabe  an  dieser  Stelle  entziehen.         Hr. 
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N.  ScHAPOscHNiKOFP.     Ueber  die   Integration   der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  1^'  Ordnung. 

Mosk.  Math.  SammL  X.  (Rofsisch.} 

Diese  Arbeit  enthält  die  Darstellung  der  meisten  bekannten 
Integ^rationsmethoden  der  partiellen  Differentialgleichangen  l^Ord- 
nang  bis  auf  die  neuesten  Untersuchungen  von  Lie  und  Mayer. 

P. 


Ch.  Merat.     Demonstration  gdndrale  de  l'existence  des 
integrales  des  ^quations  aux  d^rivees  partielles. 

LioaviUe  J.  (3)  VI.  235-266. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande.  T. 


E.  Beltrami.  Relazione  sulla  memoria  di  6.  B.  Favero 
^De  aequationum  differentialium  partialium  natura  dis- 
quisitiones  quaedam  analyticae.^   Aoc.  R  d.  L.  (3)  iv.  195. 

Da  nach  dem  vorliegenden  sehr  kurzen  Bericht  die  Arbeit 
Bodi  in  extenso  erscheinen  wird,  muss  das  Referat  bis  zu  diesem 
Ergeheinen  verschoben  werden.  0. 


Pfl.  Gilbert.     Sur  les  integrales  des  ^quations  lin^aires 
aux  d4riv4es  partielles  du  premier  ordre.  Add.  Sog.  scient 

Brnx.  IV.  B.  273-276. 

P.  Hansion.     Rapport  sur  ce  memoire.    Ann.  Soc  scient. 

da  Brux.  IV.  A.  58-59. 

Die  meisten  Arbeiten  über  Integralrechnung  enthalten  den 
folgenden  Satz:  y^Wenn  F(x,y^:i)  =  0  eine  Lösung  von 

dx  dy 

ist,  so  kann  man  F  in  die  Form  ^(ti,  o)  =  0  bringen,  wo  u^a^ 
^  =  ß  die  Integrale  des  Hülfssystems 

dx:X  =  dy:Y=^dz:Z 
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sind.^  Man  gründet  den  Beweis  aaf  die  Bemei^ang,  dass  dk 
Fnnctionaldeterminante 

gleich  Nail  ist,  nnd  folglich  F  eine  Function  von  ti,  v  Mm. 
Herr  Gilbert  zeigt  an  einem  sehr  einfachen  Beispiel,  dass  diesi 
Bemerkung  ungenau  ist.  Damit  sie  richtig,  muss  D  identisd 
Null  sein.  Im  Gegentheil,  D  ist  im  Allgemeinen  Null,  w^ 
der  Relation  F  =  0.  Herr  Mansion  bemerkt  dazu,  dass  sidi  di^ 
Gleichung  F  =^  0  trotzdem  durch  die  Gauchy*sche  Methode  in 
die  Form 

^(^1 »)/"("»  »)  =  0 
bringen  lässt  Herr  A.  Mayer  hat  ausserdem  Herrn  Maiinoii 
in  einer  brieflichen  Mittheilung  darauf  aufmerksam  gemacht,  daM 
die  von  Jacobi  in  seiner  Dölucidation  (Grelle  J.  XXIII.),  wo  lUc 
Fälle  auf  den  zurückgeführt  sind,  dass  Z  =  0,  nicht  in  die  Kritik 
des  Herrn  Gilbert  fällt.  Mn.  (0.) 


H.  W.  L.  Tannkr.  Notes  on  a  geueral  method  of  solving 
partial  differential  equations  of  the  first  order  with 
several  dependent  variables.    Proc.  L.  M.  S.  XI.  72-83. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande.  T. 


J.  CoLLBT.     Sur  l'int^gration  des  Equations  aux  d^riv^ 
partielles  du  premier  ordre.  0.  R.  xoi.  974-978. 

Sind  Pii  •••  p»  in  dem  Ausdruck 

d  =  dz — Pldx^  — ... — Pndx^ 

durch  n  Gleichungen  f,  =  0, ...  f»  =0  definirt,  die  ausser  des 
unabhängigen  Variabein  x^j  ...Xn  auch  die  abhängige  Veränder- 
liche 9  enthalten,  so  ist  d  zwar  kein  exactes  Diflerential,  wenn 
auch  die  in(it'l)  Bedingungen 

(^'•«-i[f(t+''.^)-t-(^+p.f-)]  =  » 
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erfUlt  sind ;  dagegen  sind  diese  Bedingungen,  wie  gezeigt  wird^ 
Qothwendig  nnd  hinreichend  daiHr,  dass  die  Gleichung  d  =^  0 
ßinen  Multiplicatör  besitze.  In  Folge  dessen  lässt  sich  die  sonst 
Döthige  Transformation,  welche  die  abhängige  Veränderliche 
selbst  fortschafft,  ersparen.  Als  Beispiel  dient  die  Aufgabe,  die 
Sleiehung 

a-£)'+(|)']»-f-=" 

IQ  integrireo.  .  T. 


J.  COCKLB.       Solution    Of    a  question   (6 1 53).      Edao.  Times 
XXXIIL  19-20. 

Die  Werthe  t  =  y  +  »  =  0  und  w  =  x  +  v  =  0  befriedigen 
beide  die  Oleichung 

(1)      (^+y)(i+p+9)+*P  =  0, 

wo  die  Bezeichnungen  nach  Boole,  Differential  Equations,  1865, 
gewählt  sind.  Es  wird  ohne  Zuhfllfenahme  des  allgemeinen 
primitiven  Integrals  von  (1)  die  verschiedene  Natur  der  beiden 
Losungen  und  mit  Hfllfe  des  allgemeinen  Integrals  die  verschie- 
dene  Entstehung  beider  Lösungen  gezeigt.  Ferner  wird  be- 
wiesen, dass,  wenn  man  ti  =  a  und  0  =  6  als  unabhängige 
particnläre  Integrale  von  (1)  nimmt,  die  Jacobi*sche  Determinante 
▼OD  «,  Oy  tp  nicht  identisch  verschwindet.  M. 


F.  SiACCi.     Un  teorema  di  meccanica  analitica. 

AtU  di  Torioo  XV.  809. 

Mittheilung  des  Satzes:  „Kennt  man  das  Integral  F  =  h  des 
caoonischen  Systems 

dq,    _    dB        dp^  _  _dH 
IT  "'d^'      dt    "■         dqi      ^»-'»•••'»A 

ond  enthält  F  von  den  2it  Variabein  9^, ...  q^  p,, ...  p«  nur  n  solche, 
welche  verschiedene  Indices  haben,  so  lässt  sich  das  vorliegende 
Syitem  auf  ein  anderes  canonisches  System  von  2n— 2  Gleichun- 
gen und  eine  Quadratur  reduciren.'^  T. 


L 
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Krankenhaqen.      Zur  Theorie  der   partiellen    lineares 
DifferentialgleichungeD.    Gott.  Nachr.  1880.  197-203. 

Herr  Schering  hat  in  seiner  Abhandlang  „Hamilton-Jacobi* 
sehe  Theorie  etc."  (Gott  Abhandl.  XVIIL  cf.  F.  d.  M.  V.  187i 
p.  444)  'diejenigen  Substitutionen  behandelt,  bei  deren  Einftllinin« 
an  Stelle  der  ursprünglichen  Variabein  die  Hamilton'sche  Form 
der  dynamischen  Differentialgleichungen 

dqt    _    dH         dpk    __         dH  , 
dt     '^    dpk'       dt     ^        dqt  ' 
&  =  1, ...  n,  if  =  ir((g,  ...  g,  p,  ...  p«) 

sich  nicht  ändert;  auch  hat  er  gezeigt,  dass  das  Besteben  d 
verallgemeinerten  Jacobi^schen  Gleichungen  zwischen  Sobstita 
tionen  und  Variabein  nothwendig  und  hinreichend  ist,  damit  b^ 
Einführung  der  ersteren  das  Gleichungssystem  in  ein  and^ 
von  derselben  Gestalt  transformirt  wird.  Der  Herr  Verfassei 
theilt  die  entsprechenden  Resultate  mit,  welche  er  f&r  das  allg& 
meinere  System: 

i?L  -  ^      ^__^_     dF_       dw^_^    _fF 
dt    ^  dpk'      dt    ^       dq,     ^'  dio'     dt    ^  f^^  dpi,       ' 
wo  &  =  1, ...  n;  F  =  F('tt??,  ...  ?»•  Pi  •••  p«)  ist,  erhalten  bat 

T. 


F.  SiACCi.     Sopra  nna  proposizione  di  Jacobi.    Acc.  r.  d.  iJ 

(3)  IV.  236-240. 

Die  ohne  weitere  Ausführung  gegebene  Bemerkung  Jaoobfc 
in  der  ersten  der  nachgelassenen  Abhandlungen,  welche  de^ 
„Dynamik^  beigefügt  sind,  (cf.  p.  453)  dass  die  Theoreme  X-Xll 
derselben  alle  möglichen  Systeme  von  Elementen  umfassen,  deren 
Differentialquotienten  die  canonische  Form  haben,  und  welch^ 
aus  einem  derselben  abgeleitet  werden  kOnnen,  ist  von  Bfathien 
in  seiner  ^Dynamique  analytique*'  sogar  für  unrichtig  erkllri 
worden.    Herr  Siacci  beweist  zunächst  folgenden  Hilfssatz: 

„Wenn  zwischen  den  Variabein  o^^ . . .  x«  y ,  . . .  y»  n  derartige 
Beziehungen  bestehen;  dass 
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H  n 

JS  iyrdXr    =  £  dffrdXr 

ttt,    80    kann    diesen    Beziehungen   stets    die   Form    gegeben 
werden: 

wo  %tpi^  ...tpk  willkflrliche  Functionen  der  x  und  il, ...  ilik  Func- 
tionen der  X  und  y  sind^  die  aus  den  Oleicbungen 

tiß^=0...tpk  =  0    (k<:n) 

n  bestimmen  sind.^ 

Ans  diesem  Satze  ergiebt  sieb  sofort  in  sebr  einfacber  Weise 
nieht  nur  ein  Beweis  ftlr  die  erwähnten  Theoreme  X— XU,  son- 
dern auch  die  Richtigkeit  der  oben  angefahrten  Bemerkung 
Jteobi's;  allerdings  muss  in*dem  Theorem  XII,  falls  es  alle  mög- 
Gebeo  Transformationen  der  in  demselben  bezeichneten  Art  nm- 
(Men  soll,  den  daselbst  auftretenden  Ausdrücken 

^^^d^  +  '-'  +  ^'^'-d^ 

Boeh  die  DeriTirte  einer  willkürlichen  Function  der  a  nach  ce,-  hin- 
mg^tigt  werden. 

Ans  derselben  Quelle  ergiebt  sich  dem  Herrn  Verfasser  ein 
Sati,  der  das  Jacobi'sehe  „Fundamentaltbeorem''  (1.  c.  p.  397) 
derselben  Abhandlung  in  der  Weise  verallgemeinert,  dass  es  um- 
kehrbar ?nrd;  zu  diesem  Zwecke  hat  man  a.  a.  0.  den  Grössen 

^n»d|»»l  Ausdrücke  yon  der  Form 

^  dem  ganzen  System  noch  die  Bedingungen  i^,  =  0 ...  tpk  =  0 
Uomzufllgen.  T. 


A.  WiNCKLBR.      üeber  den   letzten    Multiplicator  eines 
Systems  von  Differentialgleichungen   erster  Ordnung. 

Wien.  Bar.  LXXXII.  628-652. 
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Wie  in  einem  früheren  Aufsatze  (Wien.  Ber.  1879,  cf.  F.  d. 
M.  XI.  1879.  244  ff.)  fttr  eine  Differentialgleichung  höherer  Ord- 
nung, verfolgt  der  Herr  Verfasser  in  der  gegenwärtigen  Arbeit 
den  Zweck,  ftlr  ein  System  von  n  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen zwischen  it-f-l  Variabein  die  Theorie  des  Jacobfochen 
Multiplicators  ebenfalls  zu  vereinfachen,  was  in  ganz  analoger 
Weise  geschehen   kann.    So  ergiebt  sich   eine  Form  ftar   den 
letzten  Multiplicator,  vermittelst  deren  der  Verfasser  im  Stande 
ist,  denselben  f)lr  viele  Systeme  von  Differentialgleichungeo  an- 
zugeben,  die  in  ihrer  Art  sehr  allgemein  sind  und  namentlich  die 
bis  jetzt  allein  in  Betracht  gezogenen  linearen  Gleichungen  an 
Allgemeinheit  weit  übertreffen.     Ausserdem  wird  bemerkt  und 
näher  ausgeführt ,   dass  ein  Weg  zur  Auffindung  von  besonde- 
ren Fällen,  auf  welche  die  Jacobi*sche  Theorie  anwendbar  ist, 
auch  in  der  umgekehrten  Methode  des  Multiplicators  sich  dar- 
bietet   Da  sich  der  Multiplicator  für  jedes  gegebene  System  von 
Differentialgleichungen  ebensowenig,   als  umgekehrt  das   einem 
gegebenen  Multiplicator  entsprechende  System  in  unbeschränkter 
Allgemeinheit  bestimmen  lässt,  so  ist  die  Anwendung  der  Multi- 
plicatortheorie,  wie  bemerkt  wird,  allerdings  durch  die  Kenntnis 
besonderer  Fälle  oder  durch  die  Art,  wie  man  zu  solchen  ge- 
langt, bedingt ;  die  vom  Verfasser  angegebenen  Fälle,  in  welchen 
diese  Anwendung  möglich  ist,  gehen  aber  über  den  fast  überall 
sonst  nur  hervoi^ehobenen  Fall,  wo  der  Ausdruck 

_«te  y(_öX_      j9X^  dXn\ 

(das  gegebene  System  in  der  Form 

dx  :  rfxj :  ••• :  rfa?„  =  X :  X, :  •  •• :  X« 

vorausgesetzt),  identisch  verschwindet  oder  eine  blosse  Function 
von  X  ist,  hinaus. 

Schliesslich  wird  noch  der  Uebergang  zu  einer  Differential- 
gleichung n^'  Ordnung  gemacht.  T. 
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L.  V.  TüBQüAN.  Integration  d'un  nombre  quelconque 
d'^qnations  simultan^es  entre  un  mßme  nombre  de 
fonctions  de  deux  variables  ind^pendantes  et  leurs 
d^riv^es  partielles  du  premier  ordre.    C.  R.  XCL  43-45. 

Es  wird  der  Gang  angegeben,  den  der  Verfasser  in  dem 
ersten  Theile  einer  Abhandlung  einschlägt,  um  das  simultane  System 
zweier  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
zwei  Functionen  zweier  unabhängiger  Variabein  zu  integriren. 

T. 


L.  V.  TüRQUAN.      Integration    d'un   Systeme  particulier 
de  deux  ^quations  simultanöes  aux  ddriv^es  partielles 

du  premier  ordre.     Ann.  Soc.  scient.  Bnix.  rV.  B.  303-316. 

P.  Mansion.     Rapport  sur  ce  memoire.    Add.  Soc.  scient. 

Brox  IV.  A.  65-75. 

Die  Arbeit  des  Herrn  Turquan  enthält  eine  Integrations- 
methode  f&r  zwei  Gleichungen  mit  partiellen  Derivirten  erster 
Ordnung  zwischen  zwei  abhängigen  Variablen  Hj  ti,  zwei  unab- 
hängigen Variabein  a:,  y  und  den  drei  Derivirten  -^r- ,  -tt-  ,   -tt-  • 

öx      oy      ay 

Der  Bericht  enthält  ein  R^sum^  über  eine  Methode,  die  all- 
gemeiner als  die  des  Herrn  Turquan  ist,  für  den  Fall,  dass  in  die 

Gleichungen  die   vier   Derivirten    ^  >  "j"  >  "^  >  "3-    eintreten, 

dann  einen  Versuch  des  Berichterstatters,  diese  Methode  mit  Hülfe 
Ganchy'scher  Ideen  auseinanderzusetzen.  Nach  dem  Druck  hat 
der  Berichterstatter  Fehler  in  seiner  Arbeit  gefunden,  die  die 
Tragweite  der  Resultate  beeinträchtigen.  Auch  findet  sich  wahr- 
scheinlich ein  Fehler  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Turquan. 

Mn.  (0.) 
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Ph.  Gilbert.  Sur  une  propri^t^  de  la  fonction  de  Poissc^ 
et  sur  rint^gration  des  6quations  aux  d^riv^es  partiell^ 
du  premier  ordre,    c.  R.  xoi.  541-544,  613-616. 

Bestehen  zwischen  den  2n  Variabein  a?.,...a?,,  p,,.-«/'«  ^ 
m  Gleichungen 

-f*!    =  0,  .  .  .  ,      Fm  =  Oy 

die  nach  den  Grössen  pj, . .  .p,„  aufgelöst, 

geben;   wird  ferner  die  Determinante 

öp,         dpm 

durch  ^  bezeichnet,  und  ist  endlich  z/S  diejenige  Unterdeterm 
nante^  die  man  erhält,  wenn  man  in  J  die  r'^  und  die  ^*  Colonii 
und  die  •**  und  die  fc'*  Reihe  unterdrückt,  so  lautet  die  vom  Ve 
fasser  abgeleitete  Eigenschaft: 

Hieran    anknüpfend    wird    auf    einige   Schwierigkeiten  i 
der  Jacobi'schen   Integrationstheorie    der   partiellen   Differenti 
gleicfaungen  erster  Ordnung  aufmerksam  gemacht,  die  man 
seitigen  kann,  wenn  man  diese  Identität  zu  Grunde  legt 

T. 


A.  V.  Bäcklund.    Zur  Theorie  der  partiellen  Differential 
gleichungen  erster  Ordnung.    Clebech  Ann.  XVIL  285-329. 

Sind  ;(,  a^j^x,,  rr,  die  Coordinaten  eines  Funktet  in  einem  Rauioj 
von  vier  Dimensionen,  und  ist  die  Tangentenebene  in  dieses 
Punkte  an  einer  zweifachen  Punktmannigfaltigkeit  Jf,  diesel 
Raumes  dargestellt  durch 

C-Ä  =  P,(?|-a:,)+p,(§,-a;,)+p,(53-a;,), 

so  genügen  die  dreifach  unendlich  vielen  durch  die  Gleichungen 

(1)        z  =  f(x^T,X^iv),    X,  =  g)(x^x,lfir) 
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mit  den  variablen  Parametern  l,  /u,  y  dargestellten  Jf,  einer  par- 
tiellen Differentialgleiehung  1^  Ordnung: 

(2)        F(zx,x,x,p,p,p,)  =  0, 
die  man  ans  den  Gleichungen  (1)  und 

_    df  dg>  _    df  dg> 

^'  "  "ö^  "^'  "ö^'     P'  ~  ö^      ^'  ö^ 

dareh  Elimination  von  l,fi,v  erhält.  Eine  Bedingung,  damit  um- 
gekehrt die  (nicht  lineare)  Differentialgleichung  (2)  eine  voll- 
ständige Ldsung  besitze,  die  aus  zwei  Gleichungen,  wie  (1)  be- 
steht, kann  man  in  der  Form  angeben,  dass  die  Gleichung  (2), 
falb  z^x^jX^.x^  als  beliebige  Constanten,  dagegen  p^yp^^p^  als 
Coordinaten  der  Punkte  eines  gewöhnlichen  Raumes  interpretirt 
werden,  eine  Linienfläche  in  diesem  Räume  darstellen  muss. 
Die  Bemerkung  überhaupt,  dass  eine  partielle  Differentialglei- 
ehung erster  Ordnung  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  unabhän- 
gigen Veränderlichen  x, , . . .  rr»  und  einer  unbekannten  Function  9 
unter  Umständen  eine  vollständige  Lösung  besitzen  kann,  die 
durch  mehrere  Gleichungen  zwischen  z,x^y...Xn  und  n  willkür- 
liehen Constanten  definirt  ist,  rührt  von  Lie  her  (Gott.  Nachr. 
1872.  No.25,  cf.  F.  d.  M.  IV.  1872.  p.  164),  der  auch  einen  Weg 
zur  Ermittelung  einer  solchen  Lösung  derartiger  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen (1.  c.)  angegeben  hat.  Diese  Art  von  Diffe- 
rentialgleichungen wird  in  gegenwärtiger  Abhandlung  einer 
eingebenden  Behandlung  unterworfen  unter  Beschränkung  auf 
eine  ausführliche  Darstellung  fUr  die  Fälle  von  drei  und  vier 
Variabein,  namentlich  aber  für  den  Anfangs  näher  angegebenen 
FalL  Es  gestatten  aber,  wie  nur  angeführt  wird,  die  auf  die 
Charakterisirung  dieser  Art  von  Differentialgleichungen  hinaus- 
lanfenden  Betrachtungen  unmittelbar  die  Ausdehnung  auf  den 
Fall  einer  beliebigen  Anzahl  von  unabhängigen  Veränderlichen. 

T. 


A.  V.  Bäcklünd.    Zur  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen  zweiter  Ordnung,  ciebech  Ann.  XV.  39-86. 1879. 

In  einer  früheren  Abhandlung  (Clebsch  Ann.  XIII.  69-108, 

19* 
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cf.  P.  d.  M.  IX.  1877.  275 f.)  hat  der  Verfasser  Systeme  zwei^ 
partieller  Diflferentialgleichungen  2^'  Ordnung  mit  zwei  onabbl^ 
gigen  Variabeln,  von  denen  jedes  eine  unendlichfach  unendlieK 
Seh  aar  von  Integralflächen  besitzt,  untersucht.  Das  allgemein^ 
System  zweier  partieller  Differentialgleichungen  2*"  Ordnung  m 
zwei  unabhängigen  Variabein  und  mit  gemeinsamen  Integrd 
flächen,  deren  Elemente  (zxypqrsi)  alle  gemeinsamen  Elemeni 
{%xypqrst)  der  Gleichungen  umfassen,  hat  nur  oo^  Integral 
flächen.  Es  sind  dies  zwei  verschiedene  Arten  von  Paaren  vo 
Gleichungen  2^'  Ordnung,  die  Integralflächen  zu  einer  „gr5a0 
möglichen^  Zahl  (d.  h.  die  Elemente  der  Integrale  um&KC 
sämmtliche  Elemente  des  Gleichungspaares)  gemein  haben.  It 
man  zu  diesen  allgemeineren  Gleichungspaaren  auch  darch  ein^ 
Satz  in  der  schon  citirten  Abhandlung  kommt,  so  wird  zanächj 
dieser  ausführlich  erörtert.  Dann  folgt  eine  Untersuchung  dd 
jenigen  Vereinfachung  des  Integrationsproblems  einer  Gleichon 
^t«r  Ordnung,  welche  sich  (analog  den  Untersuchungen  Lie's  fli 
Gleichungen  1^  Ordnung)  darbietet,  wenn  die  Gleichung  eine  \\ 
finitesimale  Berührungstransformation  in  sich  selbst  gestattet,  an 
diese  Transformation  von  vornherein  bekannt  ist  Gestattet  d^ 
Gleichung  zwei  bekannte  permutable  Transformationen  dies^ 
Art,  so  findet  das  Problem  ihrer  Lösung  seine  Erledigoi^ 
durch  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  2^'  Ordnung  mi 
ebenfalls  nur  zwei  unabhängigen  Variabein  (cf.  Glebsch  Ann.  ß 
318-320). 

Der  ttbrige  Theil  der  Arbeit  behandelt  dann  den  Fall  dreie 
unabhängiger  Variabein  und  zwar  solche  Gleichnngspaare,  di 
Integral  itf,  zu  einer  grösstmöglichen  Zahl  gemein  haben 
und  schliesslich  wird  auf  die  Erweiterung  der  Resultate  f&r  de 
Fall  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger  Variabein  eingegangeil 

T. 


S.  LiE.     Theorie  der  Transformationsgruppen  I. 

Clebsch  ADD.  XVL  441-529. 

Dieser  erste  Theil  enthält  eine  ausführliche  Darlegung  der 
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aiigen-  UntersuchuogeD  des  Herrn  Verfassers,  deren  Resultate 
JT  bereits  im  Jahre  1874  in  den  Gott.  Nachr.  (No.  22)  resumirt 
kat,  und  über  die  in  diesem  Jahrbuch  VI.  93  if.  berichtet  Wor- 
ten ist 

VgL  auch  Arch.  f.  Math,  og  Nat.  I.  19-58,  152-202;  III. 
B-165,  375-460  und  IV.  232-261  und  F.  d.  M.  VIII.  1876.  212, 
L  1878.  258  und  260,  XI.  1879.  258.  T. 


5.  LiE.      Eesumd   einer   Integrationstheorie.    Christ.  Verh. 

1880.  1-4. 

Es  existirt  ein  allgemeiner  Zusammenhang  zwischen  der 
[otegrationstheorie  der  partiellen  Diflferentialgleichung  1^^  Ord- 
iQDg  mit  einer  unbekannten  Function  und  der  Theorie  der  simul- 
aoen  partiellen  Differentialgleichungen,  die  Darboux  betrachtet 
^t,  welche  ein  gemeinsames  Integral  mit  einer  oder  mehreren 
tnllkflrlichen  Functionen  besitzen. 

Beispiel  L    Vorgelegt  seien  zwei  Gleichungen  2'*^'  Ordnung 

F{xyzpqrst)  =-0,     Ö>  =  0, 

üe  ein  gemeinsames  Integral   mit  einer  willkürlichen  Function 
besitzen.     Wir  setzen 

du  ^     du  ^     du  ^     du 
du  ^    du  .    du  .du     ^ 


dy        ^  dz  dp  dq 

eliminiren  r,  «,  (  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  zusammen 
mit  f  =r  0,  0  =  0  und  bilden  so  die  partielle  Differentialglei- 
chung l**'  Ordnung 

du    dU    du    du    du 
dx     dy     dz      dp     dq 

Die  Integration  des  simultanen  Systems  F  =  0,  ö)  =  0  reducirt 
aidi  auf  diejenige  von  ii  =  0.  Der  Umstand,  dass  ß  =  0  Cha- 
rakteristiken besitzt,  zeigt,  dass  das  simultane  System  ebenfalls 
solche  besitzt,  was  bekanntlich  mit  Levy's  Untersuchungen  über- 
dostimmt 


^/  du  du  du   du  du  \     ^ 


294  ^I-  Abscboitt.    Differential-  und  iDtegralrechnang. 

Beispiel  2.    Gegeben  seien  drei  Gleichungen 

f,  =0,   A  =  0,   f.  =  0 

zwischen 

aJ,  y,  s,  »,,  P,  P„  ?,  9, 

und  die  Existenz  eines  gemeinsamen  Integrals  mit  einer  willkfir^ 
liehen  Function  vorausgesetzt..    Wir  setzen 

du  ,du    ,du 

du  ,  du    ,  du        - 

und  bilden  durch  Elimination   von  p<  P,»  ?>  9i    die   Gleidiung 
l**'  Ordnung 

„/  du    du    dU    du  \       ^ 

deren  Integration  mit  derjenigen  des  simultanen  Systems  äqui- 
valent  ist. 

In  entsprechender  Weise  reducirt  sich  die  Integration  eines 
simultanen  Systems  von  hinlänglich  vielen  partiellen  Differential- 
gleichungen beliebiger  Ordnung  auf  die  Integration  eines  Systems 
von  Gleichungen  P*^  Ordnung  mit  einer  unbekannten  Func- 
tion. Dieser  merkwürdige  Zusammenhang  tritt  am  schärfsten 
hervor,  wenn  man  die  vom  Verfasser  herrührende  Verallgemeine- 
rung des  Begriffs  der  vollständigen  Lösung  von  Gleichangen 
!*•'  Ordnung  zu  Grunde  legt.  L. 


W.  Ermakoff.    Diiferentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 
Bedingungen  der  Integrabilität  in  endlicher  Form. 

Kiew.  Nachr.  1880.  (RaBsisch.) 

W.  Ermakoff.      Partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  mit  drei  Variabein.    Kiew.  Nachr.  I88O.  (Raaeisch.) 

Beide  Aufsätze  sind  den  Universitätsvorlesungen  des  Ver- 
fassers entnommen.  Im  ersten  werden  einige  specielle  Formen 
der  linearen  Differentialgleichungen  betrachtet,  welche  unter  ge- 
wissen Voraussetzungen  sich  in  endlicher  Form  integriren  lassen. 
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Die  zweite  Arbeit  enthält  einige  Aufgaben  fUr  die  Bestim- 
mung der  willktlrlichen  Functionen  in  den  allgemeinen  Integralen 
partieller  Differentialgleichungen  unter  der  Bedingung,  dass  die 
dnrch  das  Integral  repräsentirte  Fläche  durch  gegebene  Curven 
gebe.  P. 


Worms  de  Romilly.  Note  sur  certaines  ^quations  diflFd- 
rentielles  obtenues  par  l'^limination  de  deux  fonctions 
arbitraires.   Ball.  8.  M.  P.  viii.  64-73. 

Damit  man  für  eine  Function  s  zweier  willkürlicher  Func- 
tionen jFj  und  F,  von  q>^  und  9>,,  die  wiederum  von  x  und  y 
abhängen  (wobei  man,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  F^ 
and  F^  nur  von  q)^  resp.  q>^  abhängen  zu  lassen  braucht),  eine 
Ton  den  willkürlichen  Functionen  F^  und  F^  freie  partielle  Diffe- 
rentialgleichung (2^  Ordnung)  aufstellen  kann,  muss  diese  Func- 
tion 2  so  beschaffen  sein,  dass  man  im  Stande  ist,  zwei  Func- 
tionen, die  eine  von  F,,  die  andere  von  F,  allein  abhängig, 
anzugeben,  deren  Summe  sich  als  Function  von  z  allein  dar- 
stellen lässt  Ausserdem  wird  gezeigt,  wie  man  in  diesem  Falle 
Ton  der  Differentialgleichung  zum  Integral  zurückkehren  kann. 

T. 


F.  G.  Teixeira.      Sur    Tint^gration    des   dquations    aux 
d^riv^es  partielles  unfaires  du  deuxifeme  ordre. 

Teixeira  J.  II.  (Portugiesisch.) 

Der  Verfasser  will  in  dieser  Arbeit  eine  Methode  zur  Ihte- 
gnUion  der  Gleichung 

(1)        Ar+Bs+Q+D  ^  0 
geben,  wenn  sie   ein  intermediäres  Integral  mit   einer   willkür- 
lieben Function  von  x  und  y  hat,  und  zugleich  die  Bedingungen 
hr  die  Existenz  eines  solchen  Integrales  aufstellen.     Dies  Inte- 
gral sei 

(2)         II  =  9>(a:,  y)  =  /"(a:,  y,  a,  p,  q). 
Eliminirt  man  drei  der  sechs  Grössen  js,  p,  9,  r,  s^  t  aus  den  Glei< 
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cbungen  (1)  und  (2)  und  denen,  die  sich  durch  Derivation  von 
(2)  nach  x  und  y  ergeben,  so  verschwinden  die  andern  drei, 
wenn  gewisse  drei  Gleichungen  erfüllt  werden,  die  in  der  Arbeit 
aufgestellt  werden.    Die  erste  von  ihnen  giebt 

^'    =  fl  -1^ ,    Cii'-Bii+A  =  0. 


dp    "        dq   ' 

Die  beiden  anderen  geben  die  Bedingungen  für  die  Existenz  des 
intermediären  Integrals.  Die  vorstehende  Gleichung  bestimmt 
die  Function  f  von  (2),  während  die  Gleichung,  die  sich  aus  der 
Elimination  von  js,  p,  g,  r,  s,  t  ergiebt  und  die  von  der  Form 


K*.».-!-.-!!-)"« 


dx   '     dy 

ist,  die  linke  Seite  von  (2)  bestimmt.  Es  werden  dann  noch  die 
Fälle  untersucht,  in  denen  an  Stelle  zweier  Bedingungsgleichungen 
nur  eine  zu  betrachten  ist.  Tx.  (0.) 


P.  Appell.  Sur  las  sdries  hyperg^oinetriques  de  deux 
variables  et  sur  des  ^quations  diff^rentielles  lineaires 
aux  d^riv^es  partielles,    c  B.  xc.  2%-299,  731-735. 

P.  Appell.     Sur  la  serie  Fj,{aa' ßß* yxy).    c.  B.  xo.  977-980. 

Es  werden  vier  Reihen  F^,F^,F^,F^  aufgestellt,  welche  eine 
Verallgemeinerung  der  hypergeometrischen  Reihen  auf  zwei 
Variable  darstellen,  und  von  denen  eine  jede  zwei  simultanen 
linearen  partiellen  DiflFerentialgleichungen  2^^  Ordnung  genügt 
Die  Form  dieser  Gleichungen  ist 

(1)        r  =  a,s+a,p+a,q+a,z,     t  =  b^s+b,p+b,q+b^9, 

wo  die  a  und  b  gewisse  Functionen  von  x  und  y  und  p,  7,  r,  s,  t 
die  Derivirten  erster  und  zweiter  Ordnung  von  s  sind.  Das 
System  (1)  bildet  nun  für  sich  den  Gegenstand  einer  allgemeinen 
Untersuchung.  In  der  Voraussetzung,  dass  l—afi^^  nicht  identisch 
Null  ist  und  die  Integrabilitätsbedingung  erfttllt  ist^  im  Uebrigen 
aber  die  a  und  b  beliebige  Functionen  von  x^y,  sind,  wird  f&r 
die  Lösungen  von  (1)  eine  Reihe  von  Sätzen  entwickelt,  die  den 
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Sätzen  des  Herrn  Fuchs  über  gewöbnlicbe  Differentialgleichungen 
ioalog  sind.  Als  singuläres  Werthepaar  (^,  rj)  erscheint  hier  ein 
solches,  für  welches  l—afi^  versch\vindet,  oder  die  Coefficienten 
0, 6  nicht  in  convergente  Reihen  von  der  Form 

m=»  n—n 

2     A,„,,ix-^(ii-Tjy 

entwickelbar  sind.  Vier  Integrale  js,,  s^,  «,,  5^  von  (1),  für  welche 
die  Determinante 

voü  Null  verschieden  ist,  bilden  ein  Fundamentalsystem,  und  jede 
beliebige  Lösnng  ist  eine  lineare  Function  mit  constanten  Goeffi- 
denten  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems.  D  genügt  einer 
Relation  von  der  Form 

dlogD  =  Adx+Bdyy 
wo  A  und  B  in  einfacher  Weise  aus  den  Coefficienten  a,  6  zu- 
sanunengesetzt  sind.  Für  die  besonderen  Differentialgleichungen, 
denen  die  F  genügen,  werden  die  Fundamentalsysteme  aufge- 
stellt Die  F  lassen  sich  ferner  durch  bestimmte  Doppelintegrale 
ausdrücken,  ähnlich  den  bestimmten  einfachen  Integralen,  durch 
welche  die  hypergeometrischen  Reihen  dargestellt  werden.  (Vgl. 
die  Arbeit  des  Herrn  Picard,  „Sur  une  extension  etc."  auf 
p.  328.).  Daran  schliesst  sich  die  Behandlung  mehrerer  Fragen 
analog  denen,  die  in  der  Theorie  der  hypergeometrischen  Reihen 
aoitreten,  deren  wichtigste  Eigenschaften  auch  für  die  verall- 
gemänerten  Functionen  Geltung  haben.  Hr. 


P.  Appell.    Sur  quelques  formules  relatives  aux  fonctions 
hyperg^oniötriques  de  deux  variables,    c.  R.  XCL  364-36G. 

Während  die  früher  (C.  R.  XC.  296,  731,  977,  siehe  das  vor- 
»tehende  Referat)  gegebenen  Formeln  die  hypergeometrischen 
fnnctionen  zweier  Variabein  nur  für  diejenigen  Werthe  von  x 
and  y  definiren,  für  welche  die  Reihe  convergirt,  werden  hier, 
ihnlieh  wie  für  die  Gauss'sche  Reihe,  mit  Hülfe  von  Differential- 
gleichungen Formeln  abgeleitet,  welche  diese  Functionen  für  alle 
Werthe  der  Variabein  definiren.  M. 
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WoLSTENHOLME.  A  form  o£  the  equations  determinin^ 
the  foci  and  directrices  of  a  conic  whose  equation  ii 
Cartesian  coordinates  is  given.   Proc.  L.  m.  s.  xx  102-104. 

Ist  tt  =  0  die  auf  ein  Goordinatensystem  mit  dem  Axen 
Winkel  co  bezogene  rationale  Gleichung  eines  Kegelschnittes,  M 
dient  zur  Bestimmung  ihrer  (reellen,  wie  imaginären)  Brenopunkt« 
das  System  einfacher  Gleichungen: 

die  dem  Brennpunkte  x,  y  entsprechende   DirectX    hat    dam 
die  Gleichung: 


T. 


S.  Earnshaw.      On   the   integral   of  Laplace's    equatioi 
in  finite  terms.    Rep.  Brit.  Ass.  I880. 

Die  Gleichung,  um  die  es  sich  handelt,  heisst: 

ö'ti         ö'fi         d^u 


Herr  Earnshaw  stellt  folgende  Sätze  auf: 

1)  Wenn  von  0,  dem  Coordinatenanfangspnnkt,  zwei  Liniei 
OÄ  und  OB  unter  rechten  Winkeln  zu  einander  gezogen  werden 
und  wenn  die  Projectionen  von  OP  (die  Goordinaten  von  P  »oi 
Xj  y,  i)  auf  OA  und  OB  mit  $  und  rj  bezeichnet  werden,  so  is 
das  allgemeine  Glied  der  Laplace*schen  Gleichung: 

u  =  &'^{Aco9arj  +  BsmaT]). 

2)  Wenn  OC  rechtwinklig  zu  OÄ  und  OB  gezogen  wird,  uni 
5  die  Länge  der  Projection  von  OP  auf  OC  ist,  so  gilt,  welchei 
auch  die  Lage  von  OA,  OB,  OC  ist,  stets  die  ^  Differential 
gleichung 


dr    ^  dr,'     •     ör 
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3)   Tranaformirt  man  die  Laplace'ache  Gleichun, 
SobstitutioD 

X  =  rcos^cosf),     IT  ^  rcoadsin^),    %  =  rai 
10  üt  anter  diesen  Vorau&aetzDngen  die  transforiiiirti 

and  diese  hat  daa  allgemeine  Integral 

wo  i  =  i^^,  F  und  /"  willkOrliehe  Functionen  sind 

Cf 


Capltel  7. 

Variationsrechnung. 

P.  DU  Bois-Retmond.     Erläuterungen  zu  den 
grönden  der  Variationsrechuung.  ckbecb  ädd. 

564-576.  1819, 

In  dieaea  beiden  Abhandlungen  veraucht  der  Ve 
Kritik  der  unter  dem  Namen  Variatiooareebnung  bet 
thode  vom  Standpunkte  der  strengen  Functiooent 
nnd  die  dnrcb  dieae  Kritik  ala  oothwendig  sich  erwt 
roehende  Begrttndung  der  ScblUsae,  welche  die  & 
wendet 

Um  mit  der  Angabe  der  Probleme,  welche  die 
techonng  im  gSnatigaten  Falle  lösen  kann,  zu  begiu 
(II-  Abb.  Art.  3)  zn  betonen,  daas  sie  zunächst  ni 
(MaÜDia  Tel  Minima)  ioter  propinquas  (functlonea) 
inler  omnea  liefert.  Es  verlangt  eine  besondere  Vi 
veleber  Art  im  angegebenen  Sinne  daa  Extremum  a 
fliod  nicht  aowohl  Fälle  gemeint,  wie  daa  mehrfact 
kDneater  Linien  auf  Oberflächen,  z.  B.  daa  mtndeaten 
auf  geBchloaacnen  Oberflächen,  als  vielmehr  die  Fälle 
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die  Functionsclasse   eines   Extremum    inter    omnes    oder    eines 
Extremum  Extremorum  nicht  fähig  ist,    wie  die  Function  e**-' 
zwar  ein  Maximum  und  ein  Minimum,  aber  keinen  grössten  und 
(im  Endlichen)  keinen  kleinsten  Werth  besitzt.   Daher  fragt  sich, 
wie  allgemein  die  Lösungen  der  Variationsprobleme  sind.     Dies 
musste  besprochen  werden,  weil  die  Variationsprobleme  im  All- 
gemeinen auf  Extrema  inter  omnes  gerichtet  sind.   Der  Verfasser 
knüpft  seine  Untersuchung  an  das  Problem  der  kürzesten  Linie 
zwischen  zwei  Punkten,   das  er  unter  so   allgemeinen  Voraus- 
setzungen zu  lösen  trachtet,  als  es  die  Methode  nur  immer  zulässt 
Zuerst   musste  festgestellt  werden,  was  unter  Länge  einer 
Linie  zu  verstehen  sei,  und  welche  Functionen  als  analytische 
Vertreterinnen  von  solchen  Linien  oder  genauer  geometrischen 
Oertern  anzusehen  seien,  die  mit  dem  Begriff  Länge  in  Beziehung 
gesetzt  werden  können.    Diese  Untersuchung  des  Rectifications- 
begriffs   findet   sich  Abh.  L  Art.  2  und  3.     Nunmehr   wird    die 
eigentliche  Methode  der  Variationsrechnung  verfolgt.    Voran  ist 
die  Erklärung  der  Variation  selbst  zu  schicken.    Sie  ist   eine 
Function,  deren  Allgemeinheit  der  zu  variirenden  Functionsclasse 
entsprechen  muss  (Abh.  L  Art.  1  und  Abh.  IL  Art.  3).     Sodann 
sind   die  Operationen   der  Lagrange'schen   Methode  Schritt   für 
Schritt  auf  ihre  Zulässigkeit  zu  prüfen.   Es  zeigt  sich,  dass  jeder 
Schritt  eine  Beschränkung  der  Functionsclasse  verlangt,  in  der 
das  Minimum   zu  suchen  ist.    Doch  gelingt  es,  durch  Betrach- 
tungen, die  auch  auf  andere  Variationsprobleme  anwendbar  sind, 
diese  Beschränkungen  zu  beseitigen,  bis  man  zu  den  durch  die 
partielle  Integration  auferlegten  Beschränkungen  gelangt  (I.  Abh. 
Art.  7).     Von  hier  ab   kann    die  Allgemeinheit  nicht  mehr  ge- 
wahrt  werden,    sondern   die   Methode   beschränkt   die   Voraus- 
setzungen des  Problems   sehr   bedeutend,   wenn   auch  fllr   das 
Problem  der  kürzesten  Linie  die  Beschränkungen  durch  ein  der 
Methode  jedoch  nicht  angehöriges  Verfahren  sich  aufheben  lassen 
(I.  Abh.  Art.  14  etc.).     Falls  aber  ein  Integral 


/ 


zu  variiren  ist,  so  zeigt  sich,  dass  die  Extremalfunction  y  und 
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die  FuDctionen  der  Classe,  aus  der  sie  ausgesuclit  werden  soll, 
samint  ihren  2fi  ersten  Differential quotienten  stetig  sein  müssen. 

Das  Problem  der  kürzesten  Linie  wird  in  den  letzten  Ar- 
tikeln der  I.  Abhandlung  zu  Ende  geführt,  bei  welcher  Gelegen- 
heit neue  Beweise  für  die  isoperimetrische  Regel  mitgetheilt 
werden. 

Vorher  jedoch  lag  dem  Verfasser  die  Aufgabe  vor,  den 
wichtigsten,  weil  zu  den  Differentialgleichungen   des   Problems 

{bhrenden  Schluss  der  Methode  zu  untersuchen,  der  aus    /  dy  Udx 

folgert  (7  =  0.  Diese  Untersuchung  ergiebt  neue  Sätze  der  Func- 
tionentheorie.    Es  sind  diese: 

„Wenn  das  Integral  /   dxX(x)f(x)  Null  ist   für   eine  nicht 

a 

durchaus  beliebige,  sondern  dahin  beschränkte  Function  l{x\ 
iaxB  ihr  Differentialquotient  stetig  sei,  so  folgt  hieraus  in  Betreff 
der  Function  f(^x)  nur,  dass  ihr  Integral 


/' 


Null  ist     Denn  umgekehrt  wird  gezeigt,   dass     /  dxX{ic)f(x) 

a 

/'ß 
f(x)  dx 

Nun  ist« 

Wird  also  aus 

•6 


/ 


dxX{x)f{x)  =  0 


geschlossen  f{x)  =  0,  so  liegt  hierin  eine  Beschränkung,  welche 
der  Methode  zu  Liebe  eingeführt  wird. 

Das  Ziel  der  II.  Abhandlung  ist,  an  die  Stelle  der  partiellen 
Integration  der  Lagrange'schen  Methode  eine  für  die  Wahrung 
der  allgemeinen  Voraussetzungen  minder  vorgreifliche  Transfor- 
mation zu  setzen.  Schon  in  der  I.  Abhandlung  wurde  (Art.  14) 
die  Frage  erörtert,  weshalb  der  Differentialquotient  der  Variation 
nicht  die  Rolle  einer  vollkommen  willkürlichen  Variation  spielen 
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e.    Weoii  die  Variation  an  den  Grenzen  verecbwindet,  itt  er 
i  der  BedingQDg 

ddy 


r- 


-Ax  =  a 


rworfen.  Diea  fUbrt  darauf,  die  Beschränkungen  der  Diff^ 
alquotienten  der  Variation  durch  deren  Werthe  an  deo 
izen  als  isoperimetrieche  BeschränkuDgen  einzufahren.    Dies 

Jglieht,  die  Variation  ü  j  Vdx  statt  in  die  Form  /  ägl-dz 
iese:  I  Sy^^^Wdx  zu  bringen,  eben  unter  EiafÜbrung  jener 
srimetrischen  Beschi^nkuDgen  der  Variation  5y^'^.  Es  setzt 
i  neue  Transformatioa  indessen  den  in  der  I.  Abb.  Art.  17 
in  der  II.  Abb.  Art.  9  gegebenen  Beweis  ftr  die  isoperime- 
lie  Regel  voraus,  der  vor  den  Uebrigen  den  Vorzug  bil. 
.  er  keine  Beschränkungen  den  Variationen  und  ihren  CoefG- 
ten  unter  den  Integralen  vorschreibt. 
Auf  diese  Weise  gelang  es  dem  Verfasser,  die  BesehriD- 
;en,  welche  die  Lagrange'scbe  Methode  der  Fanctioo  y  auf- 
ißt, somit  auch  die  der  Funetionenclasse,  in  der  das  Ertremtun 
luchen  ist,  fast  auf  das  notbwendige  Mass  zorückzofthren, 
m  nicht  yC"),  sondern  nur  y(">  stetig  zu  sein  braucht  Die 
lussetzungen  des  Problems  wflrden  im  Allgemeinen  nur  die 
^rirbarkeit  von  y^'f  verlangen.  B.  R. 


Siebenter  Abschnitt. 

Fimctionentheorie, 

Capitel  L 
Allgemeines. 

B.  LiPSCHiTZ.  Principes  d'un  calcul  alg^brique  qui 
coDtient  comme  espfeces  particuliferes  le  calcul  des 
quantit^s  imaginaires.   c.  R.  XCI.  619-621,  660-664. 

Grassmann  bat  gezeigt,  wie  man  durch  Einf&hrung  der  nr- 
iprOnglicben  Einheiten  und  der  zwischen  ihnen  geltenden  Multi- 
[»licationsgesetze  Transformattonsaufgaben  an  Gleichungen  in  be- 
sonders einfacher  Weise  lösen  kann.  Die  Ä^usrechnung  des  sym- 
bolischen Resultats  unter  Anwendung  jener  Multiplicationsgesetze 
bestätigt  dann  die  Richtigkeit  der  Rechnung.  Herr  Lipschitz 
ichlägt  den  entgegengesetzten  Weg  ein,  indem  er  in  eine  Trans- 
rormationsaufgabe  solche  Einheiten  einführt,  ohne  über  ihre  Eigen- 
Bchaften  and  Multiplicationsgesetze  Voraussetzungen  zu  machen. 
Doreh  Lösung  der  Aufgabe  auf  gewöhnlichem  analytischen  Wege 
ergeben  sich  dann  als  Resultate  jene  Beziehungen  zwischen  den 
Bnbeiten,  welche  beim  ersten  Verfahren  schon  vorausgesetzt 
wurden.  Herr  Lipschitz  macht  dabei  einen  Umweg,  indem  er 
nerrt  gewisse  Symbole  i  einführt,  welche  theils  Einheitsproducte 
tbeils  Summen  yon  solchen  sind.  So  ist  in  Grassmann'scher  Be- 
xüehimngsweise 

« 

•um  =  (e.  e.)  (e.  ««)  +  («, «,)  («« «,)  +  («i  «4)  («t  «s):    »1 .  =  («.  «,)• 
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Später  stellt  Herr  Lipschitz  diese  Symbole  i  als  Producte  von 
neuen  Symbolen  h  dar,  welche  jedoch  mit  den  Grassmann'scbea 
Einheiten  e  identisch  sind.  Diesen  Zusammenhang  hat  Herr 
Lipschitz  übersehen.  Dass  seine  „Primitivzeichen^  nur  in  bioSreo 
Verbindungen  erscheinen,  liegt  in  der  Natur  der  den  Ausgangs- 
punkt bildenden  speciellen  algebraischen  Aufgabe,  welche  diese 
Zeichen  gar  nicht  anders  als  in  solchen  Verbindungen  liefern 
kann.  Die  Identität  der  Grössen  k  und  e  wird  weiter  durch  ihren 
Zusammenhang  mit  den  Quaternionen  erwiesen.  Die  Grassmann- 
schen  allgemeinen  Gleichungen 

(a)  CrCs  =  —e.Cr;    c,e,  =  c,c,  =  •••  =  e^e^ 

bedürfen  der  Ergänzung  durch  die  Systeme 

(b)  e^  Cj  =  ^3^   ^t^j  =^17   ^3^1  ^^  ^j  5 

(c)  e]  =  -\, 

um  zu  den  Quaternionen  zu  führen.  Mit  den  Gleichungen  (a) 
und  (c)  decken  sich  nun  offenbar  die  Gleichungen  des  Herrn 
Lipschitz : 

(d)  hah  =  —kbK    und    kaka  =  —  1. 

Die  Gleichungen  (b)  sind,  wenn  es  sich  um  Rechnungsregeln  für 
Symbole  mit  beliebig  vielen  Indices  iabc*  handelt,  allerding» 
entbehrlich,  aber  beim  Uebergang  zu  den  auf  drei  Indices  sich 
beschränkenden  Quaternionen^  bilden  sie  die  noth wendige  Eli^n-j 
zung  der  Gleichungen  (d).  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  in  den 
ersten  Gleichungssystemen  der  Abhandlung  jedes  r^  Glied  der 
,.ten  Gleichung  einer  Ergänzung  durch  den  Factor  Irr  bedarf. 

Schg. 

DupoRT.      Sur    un   mode    particulier    de   reprösentation 
des  imaginaires.    add.  de  rfic.  N.  (2)  ix.  301-362. 

Die  eigentbümliche  Darstellungsweise  des  imaginären  Punktes 
durch  eine  Gerade  ist  folgende:  Durch  den  imaginären  Punkt 
werden  die  beiden  Geraden  gelegt,  deren  Winkelcoefficienten 
gleich  4-}/^  und  —  V-^  sind;  die  reellen  Punkte  dieser  Ge- 
raden seien  A  und  A^]  im  Punkte  A  wird  eine  Senkrechte  errichtet, 
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velehe  die  Ebene  s  ==  —  1  im  Punkte  B  trifft;  alsdann  wird  die 
jerade  Bff  als  Repräsentant  des  imag^n&ren  Punktes  angesehen. 
[)er  Herr  Verfasser  beschäftigt  sich  nun  im  ersten  Tbeile  seiner 
Irbeit  mit  der  Darstellung  der  geraden  Linie  und  der  verschiede- 
len  geometrischen  Elemente,  wie  dem  Abstand  zweier  Punkte,  dem 
innkel  zwischen  zwei  Geraden,  u.  ä.;  hierauf  wendet  er  diese 
Slemeote  auf  die  Darstellung  einer  Curve  an.  Der  zweite  Theil 
mthilt  das  Studium  der  Darstellung  der  Kegelschnitte  und  einiger 
uideren  Gurren.  M. 


?.  Gasorati.  n  calcolo  delle  difierenze  fiDite  inter- 
pretato  cd  accresciuto  di  nuovi  teoremi  a  sussidio 
principalmente  delle  odierne  ricerche  basate  suUa 
variabilitä  complessa.   Brioschi  Ann.  (2)  X.  1043. 

Die  Stelle  der  endlichen  Differenzen  nehmen  hier  die  In- 
^mente  ein,  welche  die  Functionen  einer  complexen  Variabein 
loch  je  einem  Umlauf  des  durch  sie  dargestellten  Punktes  x  um 
Hoen  festen  Punkt  x^  innerhalb  eines  festen  concentrischen  Kreis- 
riogs  (Corona),  also  fQr  endliche  Grenzen  des  Moduls,  gewinnen. 
Bei  dieser  Betrachtung  gehen  die  bekannten  Sätze  über  endliche 
Differenzen  in  Sätze  über  die  stetige  Variation  von  Functionen 
ron  Complexen  über.  Es  werden  zuerst  die  Elemente  der  end- 
lieben Differentiation  und  Integration  entwickelt,  wo  die  mono- 
tropen  Functionen  die  Stelle  der  Gonstanten  einnehmen.  So  stellt 
nch  z.  B.  das  yoUständige  Integral  einer  Differenzengleichung 
^  Ordnung  mit  constanten  Goefficienten  als  die  Summe  der 
mit  willktLrlichen  monotropen  Functionen  multiplicirten ,  die 
Gleichung  speciell  erfUlenden  n  Exponentialgrössen  (im  symboli- 
sehen  Sinne)  dar.  Das  Kriterium  der  Existenz  einer  linearen 
Belaüon  zwischen  n  Functionen,  welches  bekannter  Weise  darin 
besteht,  dass  die  Determinante  der  Functionen  und  ihrer  Diffe- 
renien  bis  zur  (»— 1)*«°  Ordnung  identisch  =  0  ist,  verwandelt 
&cb  hier  in  das  analoge,  wo  nur  die  Differenzen  durch  die  ver- 
inderten  Werthe  vertreten  werden.  Anwendung  wird  gemacht 
auf  die  algebraischen  Gleichungen  mit  monotropen  Goefficienten, 

i«Tt«br.  d.  Math.   XU.  l.  20 
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auf  die  durch  lineare  Diffierentialgleichungeu  uiit  niouotropen 
Coefficienten  bestiminteD  Functionen,  desgleichen  f&r  polytrope 
CoefBcienten,  auf  periodische  Functionen,  auf  lineare  Differential- 
gleichungen mit  periodischen  Goefficienten  und  auf  simultane 
Periodicität  bezQglich  auf  mehrere  unabhängige  Variabeln. 

H. 


J.  Thomas.    Elementare  Theorie  der  analytischen  Func- 
tionen einer  complexen  Veränderlichen.   Halle.  Nebert 

Die   Functionentheorie    wird  in   den   meisten   Fällen   nach 
Cauchy  mit  HUlfe  einiger  wenigen,   sehr  allgemein  gehaltenen 
Definitionen  aufgebaut  auf  der  Darstellung  der  Function  durch 
ein   über  die  Begren^ug  des  Functionsbereiches  ausgedehntes 
Integral.    Hieraus  entnimmt  man  die  Eigenschaften  und  analy- 
tischen Darstellungen   der  Function.      Die   weitere  Conseqnenz 
dieser  Behandlung  bildet  das  von  Riemann  aufgestellte  Dirichlet'- 
sehe  Princip,  welches  allgemein  die  nothwendigen  und  hinreichen- 
den Elemente   zur  Bestimmung   einer   Function   angiebt     Herr 
Weierstrass  ist  wohl  der  Erste,  welcher  dieser  Behandlung  schon 
seit  längerer  Zeit  in  seinen  Abhandlungen  (zuerst  „lieber  die 
Theorie  der  analytischen  FacultÄten."  Grelle  J.  LI.  p.  1).  und  Vor- 
lesungen die  consequente  Durchfllhrung  einer  elementaren  Theorie 
der  Functionen  gegenübergestellt  hat,  die  yon  dem  „Functions- 
element^    d.  h.    der   fQr    ein   bestimmtes  Bereich    aufgestellten 
Potenzreibe  ausgehend,  das  Gebiet  der  Function  analytisch  er- 
weitert und   so  zu  den  Eigenschaften  und  yerschiedenen  Aus- 
drücken der   Function   gelangt.     Da   indess  keine    zusammen- 
hängende Darstellung  dieser  Theorie  existirt,  so  wird  man  es  dem 
Verfasser  nur  Dank  wissen,  dass  er  auf  eigene  Hand  eine  der- 
artige  Bearbeitung  der  Elemente  der  Functionentheorie   unter- 
nommen  hat.     Dieselbe  beginnt  mit  der  Entwickelung  des  Be- 
griffj9  der  Zahl  und  der  Darstellung  der  Rechnungsoperationen  mit 
reellen  und  complexen  Zahlen.    Hieran  schliesst  sich  die  Unter- 
suchung unendlicher  Zahlenfolgen,  aus  welcher  die  Theorie  der 
Convergenz  von  Reihen  und  Producten  folgt.    Alsdann  wird  der 
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Begriff  der  allgemeinen  Function  als  einer  Zuordnung  und  die 
Bedingungen  der  Stetigkeit  f&r  reelle  und  complexe  Veränder- 
liehe entwickelt.  Es  folgt  die  Betrachtung  der  ganzen  Function, 
der  binomische  Lehrsatz  fttr  ganze  Potenzen  und  eine  Unter- 
suchung über  die  Potenzreihen  und  den  Charakter  der  durch  sie 
dargestellten  Functionen.  Diesem  ersten  allgemeineren  Theil  folgt 
eioe  eingebende  Behandlung  der  einzelnen  elementaren  Functionen, 
deren  Functionselement  ans  einer  Functionalgleichung  entnommen, 
und  deren  Verlauf  durch  die  Riemann'sche  Fläche  veranschaulicht 
wii^d.  Zur  Behandlung  kommen  die  Exponentialfunction  und  die 
trigonometrischen  Reihen,  der  Logarithmus  und  die  logarithmische 
Reihe,  die  allgemeine  Potenz  und  das  allgemeine  Binomialtheorem. 
Die  Darstellung  des  letzteren  gestaltet  sich  in  dieser  Zusammen- 
stellung besonders  einfach  gegentlber  dec  ursprünglichen,  auch 
?oii  Herrn  Lipschitz  in  seinem  ^Lehrbuch  der  Analysis^  repro- 
doeirten  Behandlung  von  Abel.  Alsdann  folgen  die  rationalen 
Fonetioneny  die  Partialbrtlche ,  die  Facultät  und  die  Darstellung 
ganzer  transcendenter  Functionen  mit  unendlich  vielen  Nullstellen 
(das  letztere  nach  Weierstrass),  endlich  die  algebraischen  Func- 
tionen und  die  Umkehrung  der  Reihen.  Hieran  schliessen  sich 
sehärfere  Convergenzkriterien  und  einige  allgemeine,  functionen- 
theoretische  Sätze,  und  als  letzter  Abschnitt  eine  kurze  Theorie 
der  Thetafunctionen  und  der  elliptischen  Functionen. 

H.  St. 


8.  PiNCHERLE.     Saggio   dl   una  introduzioDe  alla  teoria 
delle  fuQzioni  analitiche  secondo  i  principii  del  Prof. 

C.  Weierstrass.    Battaglinl  G.  XVIII.  178-254,  317-357. 

Die  Principien,  auf  denen  Herr  Weierstrass  in  seinen  Vor- 
lesungen die  Theorie  der  analytischen  Functionen  aufbaut,  sind 
in  Dentscbland  durch  verschiedene  Arbeiten  seiner  Schüler  be- 
kannt geworden ;  die  vorliegende  Abhandlung  soll  ihnen  auch  in 
hauen  Verbreitung  verschaffen.  Derselben  wurden  eine  Vorlesung 
des  Wintersemesters  1877-78,  die  der  Herr  Verfasser  in  Berlin 
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gehört,  und  mehrere  Hefte,  die  TOn  Anderen  nach  früheren  Vor- 
lesungen ausgearbeitet  waren,  zu  Grunde  gelegt  Es  wird  der 
Leser  soweit  in  die  neuen  Begriffe  eingeftibrt,  dass  er  die  wich- 
tige Abhandlung  von  Weierstrass:  ^Zur  Theorie  der  eindeutigen 
analytischen  Functionen^,  Berl.  Abh.  1876,  11-60,  zu  studiren  im 
Stande  ist.  Der  erste  Abschnitt:  ^Die  Grundbegriffe  der  Arith- 
metik^, beginnt  mit  den  Zahlen,  die  nur  aus  einer  fundamentalen 
Einheit  gebildet  werden,  führt  dann  in  die  Grundbegriffe  der 
complexen  Zahlen  ein,  die  aus  zwei  fundamentalen  Einheiten  zu- 
sammengesetzt sind,  und  schliesst  mit  den  unendlichen  Summen 
und  Producten.  Im  zweiten  Abschnitt  werden  einige  Theoreme 
über  Grössen  im  Allgemeinen,  über  einfach  und  mehrfach  un- 
endliche Mannigfaltigkeiten  gegeben.  Der  dritte  bringt  d^i  Be- 
griff der  Function  und  deren  Ableitun^^  S&tze  über  obere  und 
untere  Grenzen  einer  Function  und  einige  historische  Notizen 
über  das  Wort  Function.  Abschnitt  IV.:  „Die  rationalen  Func- 
tionen und  die  Potenzreihen^  beginnt  mit  dem  Begriff  einer  ra- 
tionalen Function;  darauf  folgen  die  Summen  von  rationalen 
Functionen,  dann  die  Ableitungen  yon  Potenzreihen;  der  all- 
gemeine Begriff  einer  analytischen  Function  macht  den  Schluss 
der  Abhandlung.  M. 


S.  PiNCHERLK.      Ricerclie  sopra   una   classe   importaute 
di  fuDzioni  monodrome.    Battaglini  G.  XVIII.  92-136. 

Das  Problem,  welches  in  dem  ersten  Abschnitte  der  vor- 
liegenden Abhandlung  untersucht  wird,  ist  folgendes:  „Exiatiren 
eindeutige  analytische  Functionen  9(0;),  die  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  haben  für  alle  Werthe  der  Verftnderlichen, 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  singuldrer  Stellen,  und 
welche  der  Gleichung 

genügen,  wo  w  eine  Gonstante  ist?^  Es  ergiebt  sich  für  derartige 
Functionen,  dass  sie  zu  singulären  Werthen  nur  die  Punkte 
X  =  0  und  X  =  00  haben  können,  dass  ferner  ihr  Multiplicator 
Cd  nicht  von  der  Form  c'"'''  sein  kann,   wo  r  eine  reelle  in- 
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»mmensurable  Grösse  ist,  dass  diese  Functionen  unendlich  viele 
foUipIieatoreQ  haben,  die  alle  ganze  positive  oder  negative  Po- 
eozen  eines  einzigen  Multiplicators  sind,  dessen  Modul  >1  ist. 
üaeh  der  Anzahl  der  Nullwerthe  und  Unendlichs  innerhalb  eines 
Sleoientarbereiches,  der  um  x  =  0  mit  ^,  wo  cci  =  qe^  (^  >  1), 
geschlagen  ist,  wird  die  Ordnung  unserer  Function  bestimmt 
ITon  derselben  Natur,  wie  die  Function  q>{x)  ist  die  Function 

Es  lassen  sich  nun  alle  Functionen  q>{x)  von  irgend  einer  Ord- 
aang  p  rational  durch  eine  Function  von  der  Ordnung  2  und 
1er  entsprechenden  Function  q^^Qc)  ausdrücken.  Jede  Function 
f{x)  von  der  zweiten  Ordnung  genügt  einer  Differentialgleichung 
ron  der  Form 

vo  R(tp)  eine  ganze  rationale  Function  dritten  oder  vierten  Grades 
von  X  bedeutet  Wir  sehen,  dass  der  Herr  Verfasser  auf  diese 
Weise  xu  einer  neuen  Einftlhrung  in  die  Theorie  der  elliptischen 
Fun^onen  gelangt  Die  Bedeutung  der  hier  betrachteten  Classe 
von  eindeutigen  Functionen,  zu  denen  die  elliptischen  gehören, 
wird  nun  durch  die  Theoreme  des  zweiten  Abschnittes  der  vor- 
liegenden Arbeit  gezeigt.  Ist  y  =  f{x)  eine  eindeutige  Function, 
imd  legt  man  den  Variabein  x  drei  Werthe  a?j,  a?„  x^  bei,  welche 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

erfüllt  werden,  und  genügen  die  entsprechenden  Werthe  yp^t^y, 
der  Function  einer  algebraischen  Gleichung  n'^  Grades  in  Bezug 

•«f  y.»  y.»  ff. 

''(ffp  »27  ff.)    =    0, 

so  bdsst  diese  Gleichung  die  ^charakteristische^  Gleichung  der 
Fonetion  y  =  f(x)  in  Bezug  auf  die  Gleichung  (1).  (Vergl.  die 
frühere  Arbeit  des  Herrn  Verfassers:  Sülle  funzioni  monodrome 
ifenti  an*equazione  caratteristica,  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  XII. 
906-542;  F.  d.  M.  XI.  1879.  271.)   Es  ergiebt  sich  das  Resultat, 
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dass  alle  eiodeutigeii  FuDctionen,  welche  eine  charakteristisebe 
Gleichung  haben,  sich  durch  eine  lineare  Transformation  zorick- 
ftthren  lassen  auf  rationale  Functionen  R(x),  auf  Functionen  q>Qa\ 
auf  rationale  Functionen  einer  Exponentialfunction  R(&^)  oder 
auf  elliptische  Functionen  9>(e^),  und  dass  die  aUgemeinsten 
Formen  solcher  Functionen  die  folgenden  sind: 

wo  R  das  Symbol  einer  rationalen  Function  und  q>  das  der  oben 
definirten  elliptischen  Function  bedeutet.  M. 


C.  Weierstrass.  Zur  Functionenlehre.  Beri.  Monatsber.  188a 

719-743. 

Die  hier  mitgetheilten  Untersuchungen  betreffen  einige  bis- 
her nicht  beachtete,  aber  für  die  Functionenlehre  wichtige 
Eigenthümlichkeiten  solcher  unendlicher  Reihen,  deren  Glieder 
rationale  Functionen  einer  Veränderlichen  sind.    Was  den  Con- 

vergenzbereich  einer  solchen  Reihe  2fv(p)  betrifft,  so  wird  zu- 

nächst  gezeigt,  dass  die  Gesammtheit  der  Stellen  a,  in  deren 
Nähe  die  Reihe  gleicbmässig  convergirt,  aus  mehreren  von  einander 
getrennten  Stücken  A^^  ^1«,  •••  bestehen  kann,  deren  Begrenzangen 
theil weise  oder  ganz  zusammenfallen,  und  dass  jedes  derartige 
zusammenhängende  Stück  ^1^,  A^y ...  der  a;-£bene  dadurch  ent- 
standen gedacht  werden  kann,  dass  man  von  einer  Stelle  a>  in 
deren  Nähe  die  Reihe  für  alle  x  mit  der  Bedingung  \x — a]^( 
gleicbmässig  convergirt,  ausgehend,  in  ihrer  Umgebung  eine  be- 
liebige zweite,  in  deren  Umgebung  wieder  eine  dritte  etc.  will- 

OD 

kürlich  wählt    Setzt  man  dann  Toraus,  dass  die  Reihe  J£fy{x) 

in  der  Nähe  jeder  im  Innern  ihres  Gonvergenzbereiches  liegen- 
den Stelle  gleicbmässig  convergirt,  so  stellt  die  Reihe  in  jedem 
der  oben  definirten  Stücke  A^^ ...  im  Allgemeinen  einen  eindeu- 
tigen Zweig  einer  monogenen  analytischen  Function  von  »  und 
in    besonderen    Fällen    eine    solche    Function    vollständig   dar. 
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£^aii  kntipft  der  Herr  Verfasser  eine  iür  die  FunctioDen* 
ehre  insofern  wichtige  Frage,  als  ihre  Beantwortung  beweist, 
bas  der  Begriff  einer  monogenen  Function  einer  complexen  Ver* 
liderlichen  mit  dem  Begriff  einer  durch  arithmetische  Grdssen- 
)perationen  ausdruckbaren  Abhängigkeit  sich  nicht  vollständig 
ieekt,  wie  Riemann  (Diss.  §  19,  Schluss)  behauptet  hatte.  Es 
3rgiebt  sich  nämlich  das  Resultat:  ^Wenn  der  Gonvergenzbereich 
einer  Reihe,  deren  Glieder  rationale  Functionen  einer  Veränder- 
üehen  x  sind,  in  der  Art  in  mehrere  Stücke  zerlegt  werden  kann, 
das«  in  der  Nähe  jeder  im  Innern  eines  solchen  Stückes  ge* 
legeoen  Stelle  die  Reibe  gleichmässig  convergirt,  so  stellt  die- 
selbe in  jedem  einzelnen  Stücke  einen  einwerthigen  Zweig  einer 
monogenen  Function  von  x  dar,  in  verschiedenen  Stücken  aber 
nicht  nothwendig  Zweige  einer  und  derselben  Function.^  Am 
Sdilosse  giebt  der  Herr  Verfasser  ein  Beispiel  fQr  monogene 
Fnoctionen  einer  Veränderlichen,  welche  die  Eigenthümlichkeit 
besitzen,  dass  in  der  Ebene  der  Veränderlichen  diejenigen 
Stellen,  für  welche  die  Function  nicht  definirbar  ist,  nicht  bloss 
einzelne  Punkte  sind,  sondern  auch  Linien  und  Flächen  bilden. 

M. 


C.  Wkisrstrass.     lieber  einen   fmictionentheoretischen 
Satz  des  Herrn  G.  Mittag- Leff  1er.    Beri.  Mooatsber.  1880. 

707-711. 

Für  die  Resultate,  die  Herr  Weierstrass  in  seiner  Abhand- 
lang: Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen,  Berl. 
Abb.  1876  (F.  d.  M.  X.  1878.  282)  veröflfentlicht  hat,  ist  der  fol- 
gende von  Herrn  Mittag-Leffler  (Svensk.  Akad.  Ofv.  1877)  ent- 
widtelte  Satz  bedeutungsvoll:  „Es  seien  gegeben  1)  eine  un- 
eodliche  Reihe  bestimmter  Grössen:  a,,  a„  a„  ...,  unter  denen 
keine  zwei  gleiche  sich  finden,  und  die  der  Bedingung 
UmOr  =  oo  genügen;  und  2)  eine  unendliche  Reihe  rationaler 


r=» 


Functionen  einer  Veränderlichen  (x):f^(x),  f^(x)y  f,(*)»  •••»  ^^° 
denen  f,{x)  nur  an  der  Stelle  (x  =  ay)  unendlich  gross  wird, 
ofid  f&r  ;r  =  oo  verschwindet    Dann  lässt  sich  stets  eine  ein- 
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deutige  analytiscbe  *  Function  F(x)  mit  der  einen  wesenflidKi 
singulären  Stelle  oo  bilden,  welche  nur  an  den  Stellen  a^^a^yO^,^ 
unendlich  gross  wird,  und  zwar  so,  dass  für  jeden  bestimmtes 
Werth  von  v  die  Differenz  F(x) — f»  (x)  an  der  Stelle  (x  =  c,) 

's 

einen  endlichen  Werth  hat,  und  daher  innerhalb  einer  gewi^ea 
Umgebung  dieser  Stelle  f(a?)  in  der  Form  fy(x)  +  ^(x—ar)  da^ 
gestellt  werden  kann.^  Nachdem  Herr  Weierstrass  einen  erhebe 
lieh  einfacheren  Beweis  fElr  diesen  Satz  gegeben  hat,  gewinnt  er 
aus  ihm  folgendes  Resultat:  „Es  lässt  sich  also  jede  eindeotigft 
analytische  Function  F{x),  für  die  im  Endlichen  keine  wesei^ 
lieh  singulare  Stelle  existirt,  als  eine  Summe  ?on  rationales 
Functionen    der  Veränderlichen  Xj     =  £Fr{x)  dergestalt  an*- 

drücken,  dass  jede  dieser  Functionen  im  Endlichen  nur  du 
oc-Stelle  hat.^  Eine  solche  Darstellung  war  bisher  nur  f&r  die 
rationalen  und  für  einzelne  transcendente  Functionen  einer  V6^ 
änderlichen  bekannt.  Ferner  ergeben  sich  aus  den  angef&hrta 
Sätzen  wesentliche  Resultate  fllr  den  Ausdruck,  den  eine  eifr 
deutige  analytische  Function  einer  Veränderlichen  x  mit  n  wesent- 
lich singulären  Stellen  (c^,...Cn)  annimmt.     Der  in  §  5  der  ge- 

nannten  Abhandlung  gegebene  Ausdruck  \SJi(x,c),  der  nur  ftii 

den  Fall  bewiesen  worden  war,  wo  die  Function  F(x)  aQtte^ 
wesentlich  singulare  Stellen  entweder  gar  nicht  oder  nur  in 
endlicher  Anzahl  besitzt,  wird  nun  als  für  jede  solche  Fanctio| 
gültig  erwiesen.  IL 


G.  Mittag-Leffler.     Funktions  teoretiska  studier.    Ein 
ny  serieutwikliug  for  funktioner  af  rational  karakter. 

Act.  Soc.  Feon.  XI. 

Ein  Referat  dieser  Arbeit  in  französischer  Sprache  beinde^ 
sich  im  Darboux  Bull.  (2)  III.  275  in  „Lettre  ä  M.  Hermite  d^ 
M.  Mittag-Leffler'*  (s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  264).  M,  L. 
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C.  Weikrstrass.      Untersuchungen   über    die    2r-fach 
periodischen  Functionen  mit  r  Veränderlichen. 

Borchardt  J.  IXG.  1-8. 

Herr  Weierstrass  hat  bereits  im  Jahre  1869  (Berl.  Monatsber. 
8.  F.  d.  M.  IL  1870.  p.  207)  eine  Reihe  ?oa  Sätzen  veröffent- 
licbt,  welche  die  Liouyille'sche  Theorie  der  eindeutigen  doppelt- 
periodischen Functionen  einer  Veränderlichen  auf  die  eindeutigen 
2y^fach  periodischen  Functionen  von  r  Veränderlichen  ausdehnen. 
Diese  Sätze  werden  hier  nochmals  in  schärferer  Fassung  zu- 
sammengestellt und  sollen  in  weiteren  Mittbeilungen  bewiesen 
werden.  Nachdem  die  von  Herrn  Weierstrass  schon  früher  fest- 
gestellten Begriffe  einer  regulären,  einer  ausserwesentlich  und 
eioer  wesentlich  singulären  Stelle  einer  Function  fllr  das  Gebiet 
TOD  mehreren  Veränderlichen  erweitert  sind,  wobei  eine  Unter- 
scheidung von  zwei  verschiedenen  Arten  von  ausserwesentlich 
MDgulären  Stellen  auftritt,  werden  die  Fundamentalsätze  der 
Theorie  der  vielfach  periodischen  Functionen  folgendermassen 
ausgesprochen : 

1)  E^  werden  2r-fach  periodische  Functionen  von  r  Ver- 
äDderlichen  u^^  ti,,  ...  Ur  betrachtet,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  dieselben  eindeutige  Functionen  und  im  Endlichen  an  keiner 
Stelle  wesentlich  singulär  sind.  Zu  einer  Glasse  gehörig  heissen 
alle  derartige  Functionen,  welche  dieselben  Periodensysteme 
besitzen.  Fttr  jede  Glasse  theilen  sich  die  Werthsjsteme  der 
«i  in  Gruppen,  derart  dass  zwei  Stellen  u'i  und  ti-'  zu  derselben 
oder  zu  verschiedenen  Gruppen  gehören,  je  nachdem  die  Diffe- 
remien  tij'— ti!  ein  Periodensystem  der  Functionen  der  Glasse  bilden 
oder  nicht. 

2)  Zu  jeder  beliebigen  2r-fach  periodischen  Function  f,(w,) 
der  obigen  Art  lassen  sich  in  mannigfacher  Weise  r—  1  andere 
Fooetionen  f,,  .,.  fr  bestimmen,  derart,  dass  die  Functionen 
fti  ftj  •  •  •  fr  alle  dieselben  Periodensysteme  besitzen  und  von 
einander  unabhängig  sind  (d.  h.  dass  ihre  Functionaldeterminante 
meht  ttif  beliebige  Werthsysteme  der  ti,-  verschwindet);  ein  solches 
f*Qnetionensystem  ist  z.  B. 
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3)  Ist  fxi  (%,'•' fr  irgend  ein  System  von  r  za  dendb« 
Classe  gehörigen,  unabhängigen  2r-fach  periodischen  FonetioDei, 
und  setzt  man 

f,(tl,  ...  Ur)  =  «p  .  .  .   fr(tt,  ...  Ur)  =  «r, 

80  entsprechen  jedem  Werthsystem  der  Grössen  s^^...Sr  im  Alt 
gemeinen  (d.  h.  abgesehen  von  gewissen,  partieulären  Werft- 
Systemen  «,,...  «r»  die  nur  eine  (2r— 2)- fache  Mannigfaltigkek 
bilden)  unendlich  viele  Stellen  (tij,...Ur))  die  weder  zu  den 
gulären  Stellen  der  Functionen  fi,...fr  gehören,  noch  zu  deneiit, 
fllr  welche  die  Functionaldeterminante  verschwindet  Dagegd 
ist  die  Zahl  der  zu  einem  Werthsystem  («p . . .  O  gehörigoi 
Gruppen  endlich  und  hat  für  jedes  Werthsjrstem  der  s  de» 
selben  Werth  m.  Diese  Zahl  m  heisst  der  Grad  des  Fuuctioneit 
Systems  f^,*-*  fr» 

*  4)  Ist  f{u^ , .  4 .  Ur)  irgend  eine  2r-fach  periodische  Fonctioa 
unter  deren  Periodensystemen  sich  auch  alle  Periodensyste 
der  Functionen  f^^..-  fr  finden,  so  besteht  zwischen  fnndf^^.. 
eine  irreductibele  Gleichung,  deren  Grad  in  Beziehung  auf  ^ 
gleich  m  oder  ein  Theiler  von  m  ist. 

5)  Unter  den  2r-fach  periodischen  Functionen  der  Classe,  fl 
welcher  f^...  fr  gehören,  giebt  es  unzählige,  die  mit  f^^..4r  ^^ 
eine  irreductibele  Gleichung  iit^°  Grades  zusammenhängen;  ist  fr^ 
irgend  eine  derselben,  so  lässt  sich  jede  Function  f(u^^  ••*  tir)  voi 
der  in  No.  4  angegebenen  Beschaffenheit  rational  durch  £ 
r-fl  Functionen  A,,  A»  *••  fr+i  ausdrdcken. 

6)  Zu  der  Classe  der  Functionen  ^,,...fr+i  gehören  aod 
alle  Ableitungen  derselben.  Setzt  man  also  f  =  A(fiT--*/r+i)«  • 
hat  man  auch 

wo  A ,  Aj , . . .  Ar  rationale  Functionen  der  fi  bedeuten.  Durc 
Elimination  der  ^p  ...  fr4i  erhält  man  eine  algebraische  Gleichud 
zwischen  f  und  seinen  r  Ableitungen  und  zugleich  jede  d^ 
Functionen  fp  ...  fr+i  als  rationale  Function  derselben  Grössen^ 

H.  St 
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L  Scherimg.     Das  Anachlieaaen  einer  Function  an  alge- 
braische Functionen  in  unendlich  vielen  Stellen. 

66U.  Abh.  XXVIL 

Herr  Weierstrass  bat  in  seiner  Abhandlung  „Zur  Tbeorie 
[er  eindeutigen  analytischen  Functionen^  (Berl.  Abh.  1876.  1 1-60) 
lie  Aufgabe  gelöst,  alle  eindeutigen  Functionen  einer  Veränder- 
iehen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  wesentlich  singulären 
kellen  analytisch  darzustellen.  Die  Grundlage  der  Lösung  bildet 
in  Satz,  der  angiebt,  wie  man  eine  für  alle  complexen  Werthe 
ler  Veränderlichen  x  eindeutige  analytische  Function  bilden 
cano,  welebe  in  einer  unbegrenzten  Anzahl  von  Stellen  a^  a„  a„ ... 
nit  annehmendem  Modul,  die  der  Bedingung  Lima^  =  oo  ge- 


yss» 


lügen,  unendlich  gross  von  beliebig  gegebenem  endlichem  Grade 
[also  ausserwesentlich  singulär)  und  nur  fllr  «  =  oc  unendlich 
^ss  von  unbegrenztem  Grade  (also  wesentlich  singulär)  ist 
Diesen  Satz  hat  Herr  Mittag-Leffler(Ofversigt  af  Kongl.  Vetenskaps- 
ikademiens  Förhandlingar,  1877)  benutzt,  um  eine  solche  Func- 
tion F(x)  noch  weiter  dahin  zu  bestimmen,  dass  sie  in  der  Um- 
^bung  jeder  der  gegebenen  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
Oy  sieb  von  einer  daselbst  beliebig  gegebenen  rationalen  Function 
f,{x)j  die  nur  an  der  Stelle  x  =  Oy  unendlich  gross  wird  (und 
filr  x  =  oo  verschwindet),  nur  um  eine  Function  unterscheidet, 
die  innerhalb  einer  gewissen  Umgebung  der  Stelle  x  =  o,.  end- 
lich bleibt,  also  durch  eine  Potenzreihe  ^(x—ay)  mit  ganzen 
positiven  Potenzen  dargestellt  werden  kann.  Der  Verfasser,  dem 
Herr  Mittag-Leffler  seine  Untersuchungen  mitgetheilt  hatte,  giebt 
ZQ  der  hiermit  gelösten  Aufgabe  noch  neue  andere  Lösungen  und 
fllr  die  Mittag- Leffler'schen  Lösungen  neue  Beweise.  Die  com> 
plicirte  Form  der  aufgestellten  Ausdrficke  erlaubt  indess  keinen 
Aoottg  des  Inhalts.  H.  St. 


W.  Dyck.      Ueber   Aufstellung  und   Untersuchung  von 
Gruppe    und    Irrationalität    regulärer    Riemann'scber 

Flächen.    Clebach  Ann.  XVII.  473-510. 
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Die  Riemann'sche  Fläche  tritt  unter  zwei  verschiedenen 
Gesichtspunkten  in  functionentheoretischen  Betrachtungen  auf. 
Sie  dient  entweder  zur  anschauungsmässigen  Deutung  gewisser 
Untersuchungen,  die  sich  auf  die  Functionen  einer  complexen 
Veränderlichen  beziehen,  und  erscheint  dann  von  vom  herein 
definirt  durch  eine  Gleichung  f(f},  »)  =  0  [in  der  tj  die  ab- 
hängige, 2  die  unabhängige  Variable  bedeuten  möge]  oder  sie 
ist  durch  geometrische  Annahmen  fertig  gegeben  und  bildet 
nun  umgekehrt  den  Ausgangspunkt  functionentheoretischer  Frage- 
stellungen. 

Die  letztere  Beziehung  ist  es,  nach  welcher  die  Riemann'sche 
Flache  in  den  Arbeiten  von  F.  Klein  vorzugsweise  eingeführt 
ist  (man  sehe  die  Arbeiten  von  Klein  in  Glebsch  Ann.  IX.  bis  XV. 
und  namentlich  eine  binnen  Kurzem  erscheinende  Schrift  „lieber 
Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und  ihrer  lote- 
grale.^  Leipzig,  Teubner  1882),  und  in  welcher  sie  auch  der 
hier  zu  besprechenden  Abhandlung  zu  Grunde  liegt 

Die  Riemann'sche  Fläche  ist  zunächst  in  der  Form  der  „frei 
im  Räume  gelegenen  Riemann*schen  Fläche*^  (vergl.  Ann.  XIV. 
134)  verwendet,  d.  h.  sie  erscheint  als  Gebietseintheilung  einer 
geschlossenen  Fläche  vom  Geschlechte  p.  Die  einzelnen  Gebiete 
entsprechen  den  Blättern  einer  über  der  2  Ebene  ausgebreiteten 
Riemann'schen  Fläche  in  der  gewöhnlichen  Vorstellungsweise. 
Dabei  ist  in  dieser  letzteren  der  besseren  Uebersicht  wegen  noch 
eine  Trennung  in  Halbblätter  vorgenommen  durch  einen  Abson- 
derungsschnitt, der  in  der  2-Ebene  durch  alle  Verzweigungsstellen 
gelegt  ist  und  der  jedes  der  darüber  ausgebreiteten  Blätter  in 
einen  „schraffirten^  und  einen  ,,nichtschrafGrten^  Tbeil  spaltet. 
Diese  Spaltung  überträgt  sich  auf  die  frei  im  Räume  gelegene 
Fläche  der  Art,  dass  diese  jetzt  in  abwechselnd  schraffirte  und 
nichtschraffirte  Polygone  getheilt  erscheint  Den  Verzweigungs- 
punkten der  über  der  js-Ebene  ausgebreiteten  Fläche  entsprechen 
die  Eckpunkte  der  Gebietseintheilung,  in  welchen  die  einzelnen 
Polygone  nach  Art  und  Multiplicität  der  betreffenden  Verzweigung 
zusammenstossen. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  specielle   von  Klein  (Qebsoh 
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Aon.  XIV.  460  ff.)  eiDgefflbrte  Classe  der  regulären  Biciuano*- 
seben  FULchen,  welche  den  GaloiB'schen  Resolventen  f(fi, «)  =  0 
(mit  einem  Parameter)  entsprechen.  Dem  Umstände  gemäss,  dass 
jede  Worzel  fji  einer  solchen  Resolvente  sich  rational  durch  jede 
andere  i^  und  (dazu  auch)  den  Parameter  a  darstellt,  ist  die  zuge- 
hörige Riemann'sche  Fläche  dadurch  characterisirt,  dass  jedes  der 
JV  Blätter  dieser  Fläche  (N  der  Grad  der  Gleichung  in  tj)  genau  so 
rerzweigt  ist,  wie  jedes  andere  Blatt,  mit  anderen  Worten,  dass 
die  zugehörige  G^bietseintheilung  der  frei  im  Räume  gelegenen 
Fläche  ftlr  jedes  schraffirte  (nichtschraffirte)  Polygon  dieselbe  ist, 
wie  Ar  jedes  andere  schraffirte  (nichtschrafürte)  Polygon. 

Die  Gruppe  der  N  Transformationen,  durch  welche  eine 
Galois'scbe  Resolvente  in  sich  übergeht  (indem  wir  eine  Wurzel 
1],  der  Gleicbang  jeder  anderen  Wurzel  tjk  zuweisen)  spricht  sich 
geometrisch  in  einer  Gruppe  von  Transformationen  der  Fläche 
in  sich  aus,  verml^ge  deren  ein  schraffirtes  Polygon  in  jedes  an- 
dere schraffirte  Polygon  der  Gebietseintheilung  ttbergefahrt  wird. 
Ist  nun  eine  reguläre  Riemann'sche  Fläche  in  geometrischer  De  • 
finition  durch  Angabe  der  Verzweigung  und  Art  der  Zusammen- 
schliessung  der  einzelnen  Blätter  vollständig  gegeben  [die  Gon- 
i^etioD  regulärer  Riemann'scher  Flächen  aus  den  Daten  der 
BUtterzahl  und  Verzweigung  hat  der  Verfasser  im  ersten  Theile 
seiner  Inaugnral -Dissertation  („lieber  regulär  verzweigte  Rie- 
minn'sche  Flächen  etc.^  München  1879)  behandelt,  für  welche 
die  vorliegende  Arbeit  eine  Weiterfühmng  bildet],  so  fragt  es 
sidi:  Wie  lässt  sich  aus  der  geometrischen  Definition  der  Fläche 
heraus  die  Gruppe  G  ihrer  Transformationen  in  sich  und  weiter  die 
Irrationalität  /,  welche  der  Fläche  zukommt,  erkennen?  Es  ist  also 
die  Zerlegung  der  Gruppe  G  in  eine  Reihenfolge  von  Unter- 
Smppen  6,,  G^...Gnn  deren  jede  mit  den  Substitutionen  der  un- 
mittelbar vorhergehenden  Untergruppe  vertauschbar  ist,  aus  der 
geometrischen  Definition  der  Gruppe  zu  erschliessen ,  und  weiter 
die  Reihe  von  9,einfachen^  Gruppen  H^^  H,,..Hnj  durch  deren 
sneeessive  Adjunction  grade  die  Zerlegung  der  Gruppe  G  er- 
reicht wird.  Diese  Zerlegung  wird  geometrisch  durch  eine  Reihen- 
folge von  Deformationen  der  ursprünglichen  Fläche  geleistet,  in 
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welcher  jeweils  die  Gruppen  6,  und  F,-  wieder  in  Grestatt  regi* 
lärer  Biemann'scher  Flächen  erscheinen,  und  in  welcher  andi  &m 
gegenseitige  Stellung  dieser  Gruppen,  wie  man  sie  nach  all- 
gemeinen gruppentheoretischen  Gesichtspunkten  nnterscheidfl^ 
sich  ausspricht.  Setzt  man  nun  die  ^^einfachen'^  IrrationaBtitei^ 
welche  den  Flächen  Hi  entsprechen,  als  bekannt  Toraus  (oai 
diese  sind  für  die  behandelten  Beispiele  blosse  Warzelimtiona- 
liläten),  so  liegt  in  der  geometrischen  Deformation  der  Flicbo 
der  bestimmt  vorgezeichnete  Weg,  wie  wir  jene  einfachen  Im^ 
tionalitäten  zur  Irrationalität  der  Gesammtfläche  zu  yerbiiidfli 
haben  9  so  dass  unter  dieser  Voraussetzung  eine  GleicbaDg 
f{r]^  2)  =  0,  welche  jener  Fläche  zukommt,  in  fertiger  Form  sieb 
aufstellen  lässt. 

Eine  96 -blättrige  Fläche  vom  Geschlechte  3  dient  als  Bei- 
spiel der  allgemeinen  Fomiulirungen.  Daran  schliesst  sidi  ^ 
Behandlung  der  regulären  Flächen  vom  Geschlechte  1,  weMu 
sich  durch  das  Transformationsproblem  der  elliptischen  Fondionei 
erledigt.  Die  Aufzählung  der  hierher  gehörigen  Flächen  ist  je 
doch  unvollständig.  Die  geometrische  Definition  der 
Biemann'schen  Flächen  (wie  sie  in  dieser  Arbeit  p.  477-478, 
auch  in  der  schon  erwähnten  Inauguraldissertation  Theil  I.  p.  1 
zu  Grunde  gelegt  ist),  geht  von  der  beschränkenden  Voiaat 
Setzung  aus,  dass  die  Flächen  regulär- symmetrische  sind,  d. 
dass  die  oben  angeführte  Polygoneintheilung  für  die  sei 
und  ftlr  die  nicht  schraffirten  Polygone  eine  (im  Sinne 
analysis  situs)  symmetrische  ist  Dies  ist  indess,  wenn  man  toi 
der  Definition  der  regulären  Riemann'schen  Fläche  als  Gjdoisl 
scher  Resolvente  f  (17,  ;&)  =  0  ausgeht,  durchaus  nicht  nothwendiJ 
Der  Verfasser  hat  diese  Beschränkung  in  ihrer  gruppep 
theoretischen  Bedeutung  in  einer  demnächst  erschdneodei 
Arbeit  (Gruppentheoretische  Studien.  Glebsch  Ann.  XX.)  au« 
fttbriich  erörtert.  Die  algebraische  Bedeutung  ist  von  Hern 
Klein  in  der  schon  erwähnten  Schrift  („lieber  Riemann's  Theori 
etc.^'  §  21)  durch  die  Bemerkung  gekennzeichnet,  dass  sich  llbei 
haupt  alle  Flächen,  welche  Symmetrie  besitzen,  als  Gleicfaitng« 
f(fj^  *)  =  0  mit  reellen  Coefficienten  darstellen  lassen.     Wahrem 
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diese  beschränkte  Auffassung  der  regulären  Riemann'scbeD  Flächen 
auf  die  allgemeinen  ErörteruDgen  ohne  Einfluss  geblieben  ist 
(weil  hier  keinerlei  Gebrauch  von  Eigenschaften  der  Symmetrie 
gemacht  ist),  erscheinen  in  der  Tabelle  der  Flächen  p  =  1  nur 
die  regulär-symmetrischen  Flächen;  auf  reguläre  Flächeu  p  =  1, 
die  nicht  symmetrisch  sind,  ist  der  Verfasser  in  der  erwähnten 
Arbeit  in  Clebsch  Ann.  XX.  eingegangen.  Dk. 


W.  Dtck.  Notiz  über  eine  reguläre  Riemann'sche  Fläche 
vom  Geschlechte  drei  und  die  zugehörige  „Normal- 
curve*  vierter  Ordnung.   Clebsch  Ann.  xvil  510-517. 

Das  Princip,  dessen  sich  Herr  Klein  bei  Anfstellung  der 
Irrationalität  einer  168-blättrigen  regulären  Riemann'schen  Fläche 
?om  Gescblechte  3  (^lieber  die  Transformation  7^'  Ordnung  der 
elliptischen  Fnnctionen.^  Clebsch  Ann.  XIV.)  bedient  hat,  wird 
im  Torstehenden  Aufsatz  auf  den  Fall  der  96-blättrigen  Fläche  an- 
gewendet, welche  in  der  soeben  besprochenen  Arbeit  von  anderen 
Gesiehtspunkten  und  mit  anderen  Httlfsmitteln  betrachtet  worden 
ist    Es  spielt  dabei  die  Cunre 

V  +  fi*  +  v'=^0, 

welche  durch  96  Collineationen  in  sich  übergeht,  die  Rolle  der 
.^Normalourve  niedrigster  Ordnung''/  auf  welche  sich  die  gesuchte 
Gleichung  96^*°  Grades  eindeutig  beziehen  lässt. 

Dk. 

L  KöNiGSBBRGBR.  ücber  die  Erweiterung  des  AbeF- 
schen  Theorems  auf  Integrale  beliebiger  Differential- 
gleichungen.   Gott.  Nachr.  1880.  288-293. 

Es  wird  aus  einer  grosseren  Arbeit,  die  der  Ha'r  Verfasser 
demnächst  zu  veröffentlichen  beabsichtigt,  eine  Reihe  von  Sätzen 
zaaammengestellt,  welche  die  Grundlage  bilden  für  die  Unter- 
soehnng  der  algebraischen  Relationen,  die  zwischen  den  Werthen 
eioes  particulären  Integrals  einer  Differentialgleichung  für  alge- 
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braisch  mit  einander  verbundene  Werthe  der  Variablen  aUl^ 
finden.  Als  Ausgangspunkt  dient  der  folgende  Satz:  „Ist  ik 
Differentialgleichung 

worin  y  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  irreductibd, 

sowohl  dem  Grade  nach,  als  Gleichung  in  -rr—  aufgefasst,  ib 

auch  der  Ordnung  nach,  und  hat  dieselbe  mit  einer  Differentiil- 
gleichung 

irgend  ein  Integral  gemein,  so  muss  sie  alle  Integrale  mit  dfl^ 
selben  gemein  haben.^  Aus  den  allgemeinen  Theoremen,  die  wä 
Hülfe  dieses  Satzes  gewonnen  werden,  heben  wir  das  folgende 
hervor:  y,Besteht  zwischen  den  Werthen,  welche  x+X  partieoUüre 
Integrale  »,,  js,,  ...  t^^i  einer  irreductiblen  Differenttalgleiehoogl 

f(^»y»  Ä»-*'-^-^)  =  0    (y  algebraische  Function  von  x) 

beziehungsweise  für  die  Werthepaare  ^,y„.*-^«y«  ^^^  ^^  ^^ 
braisch  davon  abhängigen  ^«+iyjr4i,  ••.o^.+ayjr-i-z  annehmen,  eiaa 
algebraische  Beziehung,  so  wird  diese  erhalten  bleiben,  wen 
man  statt  s, ,...2«  beliebige  andere  particuläre  Integrale,  ftr 
Sj,4.i  ...  Sxi-2  Aber  bestimmte,  andere  particuläre  Integrale  sob- 
stituirt  Nimmt  man  für  die  x-^-X  Integrale  stets  dasselbe  Inte- 
gral, so  gelangt  man  zur  Ausdehnung  des  Aberschen  Theorems. 

Hr. 


L.  Konigsbergkr.    Allgemeine  Bemerkungen  zum  Aber- 
schen Theorem.    Borohardt  J.  XO.  109-163. 

Der  Verfasser  knttpft  an  eine  frühere  Arbeit  an:  «Uebe^ 
algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  verschiedener  Diffe- 
rentialgleichungen'', Borchardt  J.  LXXXIV.  284-294  (s.  F.  d.  11 
X.  1878.  243)  und  legt  die  Untersuchungen  dar,  welche  dei 
Ausgangspunkt  fbr   die  Aufstellung  der  allgemeinen  Form   de^ 
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TinDsfonnationsproblenis  der  Integrale  beliebiger  Differential- 
gleiebongen  bilden.  Der  (Jesicbtspunkt,  von  dem  ans  das  Abersehe 
Theorem  eine  Verallgemeinerung  der  algebraischen  Beziehungen 
zolässt,  ist  folgender:  Ist  y  eine  irreductible  algebraische  Function 
TOD  X,  so  kann  das  Integral 

f(x,  y)dx 


ß 


als  Integral  der  Differentialgleichung 

ia%e£Eisst  werden,  und  der  Abersche  Satz  würde  dann  eine  alge- 
braische Beziehung  ein  und  desselben  Integrales  dieser  Differenz 
tialgleichang  fOr  verschiedene  algebraisch  mit  einander  verbundene 
Argumente  und  eines  Integrales  der  Differentialgleichungen 

-^  =  f^(a,  a\  a'\...)j     -^  =  i^,  (a,  a%  af\  ... ), 

0^  =  Vt(ö)ö'>  «">•••).••• 

liefern,  worin  die  ^-Functionen  der  Integrabilitätsbedingung  ge- 
nftgende  rationale  Functionen  der  Parameter  o,  a\  a", ...  bedeuten, 
Qod  diese  wiederum  algebraisch  mit  den  ersteren  Argumenten 
TerknUpft  sind.  Nachdem  der  Begriff  der  Irreductibilität  einer 
Differentialgleichung  m^  Ordnung  von  der  Form 

^/  d%        dH  d'^%\ 

festgestellt  worden  ist,  leitet  der  Herr  Verfasser  zwei  allgemeine 
Sätze  her,  welche  das  in  der  oben  eitirten  Arbeit  gegebene 
Theorem  (s.  F.  d.  M.  X.  1878.  243)  als  einen  ganz  speciellen 
Fall  enthalten,  und  ans  denen  die  Natur  der  algebraischen  Be- 
nehangen  erhellt,  welche  zwischen  den  Integralen  verschiedener 
Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  stattfinden.  Alsdann 
wird  gezeigt,  wie  diese  allgemeinen  Sätze  f&r  die  Untersuchung 
der  Irreductibilität  von  Differentialgleichungen  verwerthet  werden 
kQnDen.  Hierauf  werden  sie  benutzt,  um  die  Form  der  alge- 
braischen Beziehungen  zwischen  Integralen  verschiedener  Diffe- 
rentialgleichungen und  diejenigen  Theoreme  für  die  Integrale  be- 

F«itMlir.  d.  Math.  XII.  1.  21 
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liebiger  DiffereotialgleiehuDgeD  zu  ermitteln,  welche  dem  Abeß 
sehen  Satze  ftlr  die  Integrale  algebraischer  Differentiale  anil 
sind.  M. 


i 


L.  Königsberger.  Erweiterung  des  Aberschen  Satzei 
von  der  Form  der  algebraisch-logarithmisch  ausdruck- 
baren  Integrale  algebraischer  Functionen,    ciebaeh 

XVII.  561-564. 

Im   Anschluss  an  die  in  Gott.  Nachr.  1880  (s.  p.  2.S7)  vc 
öffentlichten  Untersuchungen  über    die   lineare   nicht  hom 
Differentialgleichung 

(f"*Ä  d"*"*«  dz 

in  welcher  Y^,  Y,, ...  Y^y  y^  algebraische  Functionen  von  x  si 
werden  folgende  beiden  Sätze  gewonnen:   „Wenn  eine  lin 
Differentialgleichung  (1)  ein  algebraisches  Integral  besitxt   a 
dieses  nicht  schon  selbst  so  beschaffen  ist,  dass  es  rational  i 
X,  Yj,  Y,,  ...  Ym  und  y^  ausdrUckbar  ist,  so  besitzt  die  Differential 
gleichung  jedenfalls  noch  ein  anderes  algebraisches  particul 
Integral   von    dieser  Beschaffenheit;"    und   j^Wenn   eine   line 
Differentialgleichung  (1)    ein   logarithmisches   Integral    von   d 
Form  illogo  hat,  worin  A  eine  Constante  und  v  eine  algebraisc 
Function  bedeutet,  so  besitzt  dieselbe  auch  ein  Integral  von  deii 

Form  -T-  log  F,  worin  k  eine  positive  ganze  Zahl  und  V  rational 

in  X,  Y,,  Y„  ...  Yn  und  y,  ausdrückbar  ist.*  M. 


B.  C  RowB.     Memoir   on  Abel  s   tueorem.  Proc.  of  ijoncki 

XXX.  515-519. 

Ein  Bericht  über  die  in  den  Trans,  später  erscheinende  Ab^ 
handlang.  Dieselbe  enthält  eine  Vereinfachung  der  Metiioded 
und  Resultate  der  berühmten  Abhandlung  AbePs:  ^Snr  une  pnJ 
pri^ä  gönörale  d*une  dasse  tr^s  ötendue  de  fonctions  transeeo^ 
dantes,''  welche  der  französischen  Akademie  in  Jahre  18%  Ober] 
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reicht^  aber  erst  in  den  Mömoires  des  Savants  ^trangers  für  das 
Jahr  1841  veröffentlicht  wurde.  Cly.  (M.) 


F.  LiKOBiiANN.      Untersuchungen    über    den    Riemann- 

Roch'achen   Satz.    Leipsig.    Tenbner.  1879. 

Es  wird  mit  Hdlfe  der  AbeFschen  Integrale  der  Riemann- 
Rodi'sche  Satz,  der  die  Anzahl  der  Constanten  einer  algebraischen 
Fonetion  von  gegebener  Verzweigung  liefert,  auch  auf  die  Fälle 
erweitert,  in  denen  die  Function  besonderen  Bedingungen  genügt 
oder,  algebraisch  ausgedrückt,  auf  den  Schnitt  von  nicht  adjungirten 
Curven  mit  der  Grundcurve. 

Bald  darauf  hat  Herr  Nöther  denselben  Gegenstand  rein 
algebraisch  behandelt  („Ueber  die  Schnittpunktsysteme  einer 
algebraischen  Curve  mit  nicht-adjungirten  Curven^,  Clebsch  Ann. 
XV.  cf.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  488)  und  dort  die  Lindemann'schen 
Ergebnisse  nicht  unwesentlich  modificirt,  so  dass  hier  die  alge- 
braische Methode  den  Vorzug  zu  verdienen  scheint. 

My. 

M,  Nöther.  Ueber  die  invariante  Darstellung  alge- 
braischer Functionen.  Erl.  Ber.  1880,  Clebsch  Ano.  XVII. 
263-284. 

Die  Grundidee  der  bekannten  Arbeit  der  Herren  Brill  und 
Nöther  (Clebsch  Ann.  VII.  cf.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  231),  der 
Theorie  der  Aberschen  Functionen  eine  rein  algebraische  Grund- 
lage zu  geben,  wird  hier  wesentlich  weitergef&hrt,  indem  es 
Herrn  Nöther  gelingt,  alle  algebraischen  Functionen  %  derselben 
Claase,  die  aus  einer  beliebig  ausgewählten 

f  (*,  »)  =  0 

doreh  rationale,  eindeutig  umkehrbare  Substitutionen  ableitbar 
sifid,  in  invarianter  Form,  d.  h.  als  rationale  homogene  Func- 
tionen 0^  Dimension  der  linear  von  einander  unabhängigen  g> 
darrostellen  und  damit  die  Classe  dieser  Functionen  von  der 
spcciellen  Form  f(*, »)  =  0  unabhängig  zu  machen. 

21* 
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Die  erste  Frage,  die  sieh  darbietet,  ist  die  uaeb  der  EKmenrici. 
von  Zähler  and  Nenner  der  gesnehten  Darstellung  in  den  f. 
Diese  fordert  wieder  als  Voruntersuchung  die  BestiDomang  der 
Anzahl  der  „linear  von  einander  unabhängigen  quadratisdieo, 
cubischen, . . .  Relationen  zwischen  den  g>*^.  Es  zeigt  sich,  daA 
diese  Anzahl  für  alle  Fälle  (excl.  den  byperelliptiscben)  eonstant 
ist  und  nur  von  p  abhängt. 

Zuerst  (§  1)  wird  nachgewiesen,  dass  der  bekannte  Satz  jum 
der  Invarianteneigenschaft  einer  rationalen  Function  der  Qaotientai 
der  g>  in  der  Weise  umkehrbar  ist,  dass  auch  jede  rationale 
Function  a  von  s,  js  sich  als  rationale  homogene  Funetioa 
0^*^  Dimension  der  q>  darstellen  lässt  (excl.  den  hyperelliptisebfa 
Fall). 

Im  §  2  wird  als  Muster  aller  weiteren  Fälle  die  Zahl  der 
quadratischen  Relationen  zwischen  den  q>  untersucht  [Diese 
Frage  wird  schon,  aber  unvollständig  behandelt  von  Herrn  Weber 
„lieber  gewisse  in  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  aaf^ 
tretende  Ausnahmefälle^  GlebschAnn.  XIII.  (s.  F.  d.  M.  X.  ]878d 
p.  328)  und  von  Herrn  Krause  „Note  Ober  aussergewöhnliebd 
Specialgruppen  auf  algebraischen  Curven^,  Clebsch  Ann.  XVI.,  (& 
Abschn.  IX.  Gap.  2.  B)].  Der  Gang  ist  folgender.  Eine  homo- 
gene ganze  Fnnction  ju^'  Dimension  der  tp  sei  eine  CZ>^.  Dart^ 
(p— 2)  beliebige  Punkte  a^...ap^'i  auf  f  geht  eine  ,9**-Cnnren^ 
schaar 

Dann  sind  in  der  Form 

(2)      9.  <^. + g>,  o\ 

im  allgemeinsten  Falle  2p  — 1  homogene  Constante  enthalten. 

Eine  weitere  lineare  Relation  zwischen  den  Gliedern  dieseJ 
Form  kann  nicht  stattfinden,  da  nach  dem  Riemann-Roeh'scheii 
Satze  durch  den  beweglichen  Restschnitt  von  p  Punkten  voc 
9^1+^9^)  mit  f  nur  eine  g^Gurve  geht. 

„Ist  g>^  eine  weitere  9>-Gurve,  die  aber  durch  keinen  dei 
Punkte  a  geht,  so  sind  im  allgemeinsten  Falle  in  der  Porni 

(3)        9>.a).  +  9>.Ö>;+<P,Ö>V 
(2p— l)+(p— 2)  =  3p— 3  homogene  Constante  enthalten    (audi 
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Ir  f  =  0).  Da  andrerseits  eine  rationale  Function  a,  die  in  den 
(ip— 2)  einfachen  Punkten  von  f^  in  denen  ein  Function  ¥, 
erscbwindet,  unendlich  wird,  3p —  3  Gonstante  enthält,  so  ist 
lese  allgemeinste  rationale  Function  (exd.  den  hTperelliptischen 

Ul)  in  der  Form  — ?-  darstellbar.'' 

Ebenso  ist  fl&r  eine  <Z>^  zu  verfahren:   Man  setze  nur  für 

(2p-2)  die  Zahl  ju(2p-2)  und  flir  -^  die  neue  Form  .-^. 

daraus  folgt  aber  das  gesuchte  Resultat: 

„Die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Relationen 
'^Ordnung  zwischen  den  q>  beträgt 

Iffl  hyperelliptischen  Fall  tritt  eine  Erhöhung  um  ju(p — 1)— p  ein.) 
AU  Anwendung  wird  eine  grosse  Zahl  von  Sätzen  aufge- 
teilt ttber  Curven,  die  die  Grundcurve  überall  einfach  berühren 
iiie  eotspreobenden  Sätze  über  höhere  Berührungen  ergeben 
ieh  ohne  Hübe  daraus). 

Als  Fundamentalbegriff  tritt  dabei,  wie  bei  Hesse  und  Clebsch, 
1er  eines  Systems  solcher  Curven  X^,  X^, ...  auf,  der  durch  den 
iitz  definirt  ist,  dass  „zwei  solche  Curven  X^,  X,  demselben 
Ijstem  angehören,  wenn  eine  Curve  <P^+y  existirt,  deren  Schnitt* 

nokte  mit  f  nur  aus  den  Berührungspunkten  beider  Curven  be- 
tehen.« 

Man  gelangt  dabei  zu  viel  allgemeiner  gültigen  Sätzen,  als 
^  Betrachtung  bloss  adjungirter  Curven  möglich  ist.  So  ergiebt 
ieh  z.  B.  der  wichtige  Satz:  „Es  giebt  keine  weiteren  Systeme, 
ib  die  aus  den  X,  und  X,  zu  bildenden,^  d.  h.  genauer:  „Alle 
ferttbruDgscurven  X2^+i  gehören  mit  Curven  X„  alle  X^^  mit  X, 
tt  Systemen  zusammen.*^ 

Wegen  der  weiteren  Sätze  mag  auf  die  Abhandlung  selbst 
verwiesen  werden.  My. 
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G.  Hkttnkr.  üeber  diejenigeu  algebraischen  Gleicbuiigeu 
zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  welche  eiuti 
Schaar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Transforma- 
tionen in  sich  selbst  zulassen.    Gott.  Nachr.  I88O.  386-398. 

Das  von  Herrn  Schwarz  in  Borchardt  J.  LXXXVIL  139; 
8.  F.  d.  M.  XL  1879.  262,  für  diese  Gleichungen  unter  Betrach- 
tung der  Riemann'schen  Fläche  hergeleitete  Theorem,  welches 
hier  in  folgender  Form  ausgesprochen  wird:  „Wenn  eine  irre- 
ductible  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen  die  Eigenschaft  hat,  durch  eine  Schaar  rationaler  ein- 
deutig umkehrbarer  Transformationen  in  sich  selbst  überzugehen, 
so  ist  der  Rang  der  algebraischen  Gleichung  gleich  Null  oder 
Eins",  wird  von  Herrn  Hettner  rein  algebraisch  mit  Hülfe  von 
Sätzen  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  bewiesen. 


A.  Wassilieff.   Ueber  rationale  den  doppelt-periodischen 

analoge   Functionen.     Kasan.  I88O.  (Rassisch.). 

Der  Gegenstand  dieser  Arbeit  ist  die  Darstellung  der  Unter- 
suchungen von  Gordan,  Klein,  Schwarz  etc.  über  die  endlichen 
Gruppen  linearer  Transformationen,  im  Zusammenhang  mit  den 
Untersuchungen  über  algebraisch  integrirbare  Differentialgleichun- 
gen zweiter  Ordnung.  P. 

E.  PiCARD.      Sur  une  propri^t^  des  fonctions  uniformes 
d'une  variable,  li^es  par  une  relation  alg^brique. 

C.  R  XC.  724-726,  Darboui  Bull.  (2)  IV.  416-432. 

E.  PiCARD.      Sur  une  propri^t^  des  fonctions  uniformes 
d'une   variable  et  sur  une  classe  d'dquations  diffi^ren- 

tielles.    C.  R  XCI.  1058-1061. 

In  einer  früheren  Note  (C.  R.  XCI.  214,  siehe  Abscbn.  IX. 
Gap.  2.  B.)  wurden  die  Untersuchungen  zweier  eindeutigen  Functionen 
einer  Variabein  z   raitgetheilt,    die   durch   eine   hyperelliptische 
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Ileiefaung  verbunden  waren.  Jetzt  betrachtet  der  Herr  Yerfaseer 
;uiz  allgemein  zwei  eindeutige  Functionen  u  und  t?,  die  durch 
lie  irrednctible  algebraische  Gleichung  fi^°  Grades  F(u^  f )  ==:  0 
rerbonden  sind.  Ist  diese  algebraische  Function  gleich  0,  so 
üben  u  und  v  die  Form 

II  =  9  [«(»)],    f>  =  g),  [ä(ä)], 
vo  ip  und  9,  rationale  Functionen   und  R(%)   eine   eindeutige 
TuDction  bezeichnen ;  ist  die  Function  aber  gleich  1 ,  so  erhält  man 

f  0  F  und  F^  doppelt-periodische  Functionen  mit  denselben  Perioden 
»od  und  GX^)  eine  ganze  Function  ist. 

In  der  zweiten  Note  werden  die  in  der  ersteren  mitgetheilten 
^altate  auf  die  Differentialgleichungen  von  der  Form 

iDgewendet,  wo  F  ein  Polynom  ist.  M. 


E.  PicARD.     Memoire  sur  las  fonctlons  enti^res.     Ann.  d. 

rfic  N.  (2)  IX.  147-166. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchungen  über  die  ganzen  Func- 
tionen sind  bereits  früher  in  den  G.  R.  LXXXVIII.  und  LXXXIX. 
(8.  F.  d.  M.  XL  1879.  267  und  268)  mitgetheilt  worden.  Unter 
^Dzen  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen  js  versteht 
der  Herr  Verfasser,  mit  Herrn  Weierstrass,  die  eindeutigen  und 
in  der  ganzen  £bene  continuirlichen  Functionen,  die  sich  also 
in  eine  stets  convergente,  nach  wachsenden  Potenzen  der 
Veränderlichen  fortschreitende  Reihe  entwickeln  lassen.  In  dem 
ersten  Capitel  wird  gezeigt,  dass  es  nicht  mehr  als  einen  end^ 
Men  Wertb  geben  kann,  den  eine  ganze  Function  für  einen 
endliehen  Wertb  der  Veränderlichen  annehmen  kann.  Der  bei 
dem  Beweise  befolgte  Gang  führt  zur  Lösung  des  Problems, 
einen  allgemeinen  Ausdruck  für  eine  Function  von  z  zu  finden, 
die  in  der  ganzen  Ebene  oder  auf  einer  Kugel  nur  drei  singulare 
Punkte  hat  Am  Schluss  des  ersten  Capitels  wird  das  obige 
Theorem    angewendet,    um    zu    zeigen,    dass    jede    Gleichung 


^ 
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P(<5)  =  0,  WO  P(j5)  ein  Polynom  ist,  eine  Wurzel  bat  Im  zweiM| 
Capitel  wird  das  allgemeine  Theorem  bewiesen^  dass  ^  nicUj 
mehr  als  einen  endlichen  Wertb  a  geben  kann,  fDr  welchen  dii|J 
Gleichung  6r(is)  =  a,  wo  Gf(s)  eine  ganze  Function  bedeutet,  eMi 
endliche  Zahl  von  Wurzeln  hat,  wenigstens  wenn  G(x)  kdii^ 
Polynom  ist.  Der  Schluss  betrifft  die  Form  einer  analytisehot 
eindeutigen  Function  in  der  Umgebung  eines  wesentlich  singoli« 
ren  Punktes.  IL      1 


I 

■ 

E.  PiCARD.     Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  ya- 
riables  ind^pendantes.   C.  B.  xci.  1119-1121. 

In  dieser  Note  werden  ohne  Beweis  einige  Resultate  nritg» 
theilt,  welche  Herr  Picard  bei  der  Untersuchung  einer  nicht  ei»' 
deutigen  Function  F(xj  y)  gefunden  hat,  die  so  beschaffen  ist,, 
dass  zwischen  irgend  vier  Verzweigungen  derselben  eine  linetfl, 
homogene  Relation  mit  constanten  GoefGcienten  besteht  Ditj 
Rechnungen  werden  einer  späteren  Mittheilung  vorbehalten. 

M. 


E.  Picard.  Sur  une  extension  aux  fonctions  de  deui 
variables  du  probl^me  de  Rienaann  relatif  aux  fono« 
tions  hyperg^omdtriques.    0.  EL  XOI.  1267-1269. 

Eine  Function  F(xy)  wird  durch  folgende  Bedingungen  de- 
finirt:  1)  Zwischen  vier  Zweigen  der  Function  besteht  eine 
lineare  homogene  Function  mit  constanten  Coefficienten.  2)  Für 
alle  Werthe  a  von  x  und  ß  von  y,  die  nicht  mit  einem  der 
Werthe  0,  1,  00  zusammenfallen  und  von  einander  verschiedeo 
sind,  ist  sie  holomorph.  3)  In  der  Umgebung  von  x  =  0,  y  =  ;9 
haben  drei  Zweige  der  Function  die  Formen 

(die  P  holomorph  für  »  =  0,  y  =  a), 
ebenso  sind 

O.C^y),    (?,(«y),    (aJ-l)^+^-*(?,(a?y) 
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nd 

(wo  x*  =  -i-) 

irei  Zweige  der  Function  in  der  Umgebung  o;  =  1,  y  =  ß,  resp. 
r  =  oc ,  y  =  /} .  Analoge  Bestimmungen  werden  fllr  die  Umge- 
bung Ton  j?  =  a,  y  =  0,  1,  oo  festgesetzt  und  die  verschiedenen 
Exponenten  mit  den  n&mlicben  aber  accentuirten  Buchstaben  be- 
tdchnet  4)  Ftlr  o;  =  y  =  a,  yerschieden  von  0,  1,  oo,  sind  drei 
Sweige  der  Function  von  der  Form 

Betreffs  der  Exponenten  wird  vorausgesetzt,  dass  X  +  b^j  X  +  b^^ 
1+6,  und  fr,  +fr,+  fr,  von  ganzen  Zahlen  verschieden  sind,  ferner 
D088  offenbar  il+6,  =  X'+b'^  sein. 

Denkt  man  sich  y  constant,  dann  ist  F  eine  Function  von  x 
■it  den  singnlären  Punkten  0,  1 ,  y,  oo.  Diese  gentigt  einer 
finearen  Differentialgleichung  3^'  Ordnung  in  x,  welche  nach  den 
Untersuchungen  des  Herrn  Pochhammer  (Borchardt  J.  LXXI. 
$16  ff.,  8.  F.  d.  M.  II.  1870.  265,  siehe  auch  Fuchs,  ibid.  LXXII. 
255.,  8.  F.  d.  M.  II.  266)  durch  die  obigen  Festsetzungen  voU- 
itindig  bestimmt  ist  Eine  ähnliche  Differentialgleichung  erhält 
man,  indem  man  x  als  constant  betrachtet,  mit  der  unabhängigen 
Tarisblen  y.    Nimmt  man  noch  an,  dass 

b\  =  6.,    6;  =  6,;    t;  =  Ä,    Ä'  =  6„ 

dion  haben  beide  Gleichungen  drei  gemeinschaftliche  linear  un- 
ibbilDgige  Integrale.    Ihre  Form  ist 


/ 


»0  g  und  h  zwei  der  vier  Grössen  0,  1,  y,  o;  bedeuten.  Die 
bier  definirte  Function  F(xy)  fällt  zusammen  mit  der  von  Herrn 
Appell  in  seinen  Untersuchungen  über  die  hypergeometrischen 
Beihcn  zweier  Variablen  (C.  R.  XC.  296,  vgl.  das  bez.  Referat 
ifl  diesem  Bande  p.  296)  betrachteten  Function  F^(aßß'yxy), 
wenn  man  setzt 
6,  =  l+/j+/r-y,    fr,  =  y-«,    b,  =  l-/r,    X  =  1-/J. 
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Schliesslich  werden  die  Resultate  auf  eine  Fudcüod  F(xjf) 
den  fi  siogulären  Punkten  a,  ...  On-ioo  ausgedehnt         Hr. 


N.  Hkrz.     Zur  Darstellung  der  eindeutigen  analytisch! 
Functionen.    Schiömiich  z.  xxv.  125-128. 

Berichtigung  einiger  Fehler  in  der  Abhandlung:   ^Die  Du«^ 

■ 

Stellung  der  eindeutigen  analytischen  Functionen  durch  une»ls 

_  ■ 

liehe  Producte  und  Partialbruchreihen  von  C.  Frenzel  in  Berlii 
(Schiömiich  Z.  XXIV.  316,  s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  264). 
Fehler  betreffen  die  Ableitung  der  von  Herrn  Weierstrass  ani 
gebenen  Formel 


E.    McClintock.      Note   on   a  theorem  for   expanding 
functions  of  functions.    Am.  J.  ill.  173.  I 

Der  Verfasser  erkennt  an,  dass  das  in  Vol.  II.  348-353  Toii 
ihm  entwickelte  Theorem  (vgl  F.  d.  M.  XI.  1879.  20o)  bereiti 
20  Jahre  früher  von  S.  Roberts  im  Quart  J.  IV.  195  publicirt  ist 

H. 

O.    Stolz.       Bemerkung    über    einen    Satz    des    Herrn 

E.    Picard.    Innsbruck.  Ber.  XL  27-31. 

Der  im  XI.  Bd.  des  Jahrbuches  p.  'J86  mitgetheilte  Satz  des 
Herrn  Picard  wird  nach  den  Principien  der  Function entheorie 
des  Herrn  Weierstrass  bewiesen.  St 


H.  Leaute.  Ddveloppement  d'une  fonction  k  une  seub 
variable,  dans  un  intervalle  donn^,  suivant  leg  valeur 
moyennes  de  cette  fonction  et  de  ses  d6riv6e3  dauJ 
cet  intervalle.   C.  R.  xc.  1404-1406. 
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Das  hier  behandelte  Problem  lautet:  „Dasjenige  Polynom  Pn 
n*^  Grades  in  x  2a  finden,  das  die  Eigenschaft  hat,  dass  sein 
Mittelwerth  und  die  Mittelwerthe  seiner  n  Ableitungen  in  dem 
Intervalle  —  A  bis  +&  gleich  n-|-l  gegebenen  Grössen  Y^,  K„...y„ 
werden.^  Hier  ist  unter  dem  Mittelwerth  der  Function  f(x)  im 
loterralle  a  bis  b  das  Integral 


dx 


Tergtanden.  Die  Coefficienten  der  Y  in  der  Darstellung  von  F., 
velcbe  Functionen  von  x  und  h  sind  und  Hülfspolynome  genannt 
werden,  geboren  zu  der  Glasse  von  Functionen,  die  Herr  Appell 
in  der  Abhandlung:  Sur  une  certaine  classe  de  polynömes,  Ann. 
de  rEc  N.  (2)  IX.  119-144,  siehe  Abschn.  VII.  Cap.  2-  p.  342, 
stndirt  hat  M. 


Gascheau.     Note  sur  les  conditions  de  continuit^  et  de 
discontinuitd  des  fonctions  algöbriques.    M6in.  de  Tool.  (8) 

II.  122-127. 

Herr  Gascheau  findet,  dass  y  =  y\—x*  fttr  a?  =  1  discon- 
tinoirlich  wird,  dass  y  =  — ^  für  x  =  0  conti nuirlich  bleibt,  und 


/ 


S 


X 
1 

fxaea  Sinn  habe.  No. 


G.  Frobkniüs.      Ueber  Relationen   zwischen   den  Nähe- 
ruDgsbrüchen  von  Potenzreihen.    Borchardt  J.  XC.  1-17. 

Ist  die  Potenzreihe 

gegeben,  so  kann  man  zwei  ganze  Functionen  von  den  Graden 
0  and  ß 

T  =  t^  +  t^x-] h'a^",      U  =  U^  +  U^X-\ \-UßXß 

>o  bestimmen y  dass  die  Entwickelung  von  yU—T=  V  erst  mit 
der  (a  +  zJ  +  J)»«»  Potenz  anfängt.     Bezeichnet  man  mit  T«^,  U^ß 
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die  den  gestellten  Forderungen  genOgenden  Functionen,  so  zeigt 
sieb,  dass  sie  bis  auf  einen  constanten  Factor  yoUständig  be- 
stimmt sind,  sobald 

fla-/5+l       öa-/8+2  ...  da 

CqR  —  •  .  • 

•  ,  •  • 

•  •  • 

Yon  Null  verschieden  ist.  Dies  ist  auch  die  nothwendige  and  hin- 
reichende Bedingung  dafUr,  dass  der  Bruch  Taßi  Uaß  von  Null 
verschieden  sei.  Aufgabe  vorliegender  Arbeit  ist  nun  die  Eot* 
Wickelung  eines  Systems  von  identischen  Relationen  zwisdiea 
den  T,  U  und  V  mit  aufeinanderfolgenden  Indices.    Ist 

a.  -    ^"^W 
ni 

so  stellen  die  Quotienten  Taß :  Uaß  die  Näherungsbrttche  der  nach 
Potenzen  von  x  =i  s—t  entwickelten  Reihe  der  Function  y  =f[f) 
dar.  Die  Relationen  zwischen  den  Zählern,  Nennern  und  Resten 
derselben  und  ihren  Derivirten  nach  t  bilden  den  Gegenstand 
eines  besonderen  Paragraphen.  Den  Beschluss  bildet  die  Ent- 
Wickelung  der  Potenzreihen  in  Kettenbrttche.  Hr. 


Laguerrk.     Sur  la  r^duction  en  fractions  continues  de 
^n*)^  f(^x)  d^signant  un  polynöme  entier.    LioavUie  J.  (3) 

VI.  99-110. 

Laguerrb.    Sur  la  r^duction  en  fractions  continues  d*une 

fonction  qui  satisfait  k  une  ^quation  lin^aire  du  pre- 

mier  ordre  k  coefficients  rationnels.    Ball.  S.  M.  F.  Vlll  j 
21  -27.  ' 

-——r)    .      BoU.  S.  M.  F.   VIEL 

36-52.  , 

G.  Humbert.     Sur  la  röduetion   en  fractions  continues: 
d'une  classe  de  fonetions.   Ball.  s.  M.  F.  VIIL  182-187. 
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Das  Verfahren,  wodurch  Herr  Lagnerre  solche  gante  Func- 
üonen  n^  Grades  von  x:fn,  tp»  bestimmt,  dass  die  Differenz 
f^')— {9>«:f„|,  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  mit 
x^-^^  beginnt,  wurde  schon  auseinandergesetzt  (vgl.  d.  Jahrb.  IX. 
1877.  p.  308,  X.  1878.  p.  294).  y  =  fn(,x)  muss  die  Differential- 
gleichung 

erfUlen,  worin  @»,  H»  noch  zu  bestimmende  ganze  Functionen 
in«  yon  den  Graden  w— 1,  2m— -2  (m  Grad  von  F(x)  in  x)  be- 
deuten. Nun  wird  die  Ermittelung  derselben  gezeigt.  Im  Falle, 
dass  F(x)  =z  x*  +  2(»x  ist,  wird  die  Untersuchung  soweit  fort- 
gesetzt, dass  die  Möglichkeit  ersichtlich  wird,  Recursionsgleichungen 
fllr  die  Coefficienten  dieser  Functionen  auf  algebraischem  Wege 
za  gewinnen. 

Es  sei  z  eine  Function,  welche  der  Differentialgleichung 

Wz'  =z  Vz+U 
geoflgt,  deren  Coefficienten  ganze  Polynome  in  x  sind.   Kann  man 

setzen  (unter  f  2m-iJ  ®^°®  Reihe  nach  fallenden  Potenzen  von  x 
ferstandeo,  die  mit  x-'^"^  beginnt),  so  ergiebt  sich  eine  lineare 

» 

Differentialgleichung  zweiter  Ordnung^  der  die  Functionen 


dx 


fn    und   C    "  {(pn—^fn] 

genflgen.  Dieselbe  enthält,  wie  die  oben  angeführte,  noch  un- 
bekannte Gonstante,  deren  Bestimmung  schwierig  ist  Ist  sie 
aber  durcbgeführt,  so  lassen  sich  für  f^,  q>n  in  der  That  die  re- 
eorrirenden  Formeln  ableiten 

worin  P»  eine  willktlrlicbe  Gonstante,  Qn  eine  bestimmte  Func- 
tion 1^  Grades  in  x  bezeichnet  Damit  ist  z  in  einen  Ketten - 
brach  entwickelt,  dessen  Zähler  die  Pnj  dessen  Nenner  die  Q„ 
Dod  dessen  Näherungsbrüche  die  ffn'fn  sind. 
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Im  Falle  der  Function 

welche  der  Differentialgleichung 

(«•  — l)a'  +  2a>»  =  0 
genügt,    ergiebt    sich  die   erwähnte   Differentialgleichung  fltr  fg  'j 
leicht  als:  ' 

(a;«-l)y"  +  2(a:-co)y'-n(fi+l)y  =  0. 
Aus  ihr  folgen  sowohl  die  obige  ßecursionsformel  für  die  f,,  ab' 
auch  fn  selbst.     Durch    die  hier  auftretenden  Functionen  f.,  ^ 
lassen  sich  ausdrücken  die  in  z  linearen  Coefficienten  der  Jaeobf* 
sehen  Entwickelung  von  (x-[-zy  nach  steigenden  Potenzen  vot' 
ä'— 1  und  die  Coefficienten  der  Entwickelung  von  (a?— ä)«-^  (<»>0) 
nach  Kugelfunctionen  XnQO.    Auch  besteht  die  Relation 

Herr  Humbert  ermittelt  direct  die  Zerlegung  (a)  für  die  PanetioD 


•  =  ('■-o-(f±i) 


dl 


im  Falle,  dass  a  eine  ganze  Zahl  und  %  eine  irrationale  Functi<m 
von  X  ist  St 


G.  HüMBKRT.     Sur  le  döveloppement  d'une  fonction  sui- 
vant  las  puissances  croissantes  d'un  polyndme« 

Bull.  S.  M.  F.  VIII.  124-128. 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  des  Herrn  Laguerre  über 
die  Coefficienten  der  Jacobi'schen  Entwickelung  von  log(j;  — s) 
nach  steigenden  Potenzen  eines  Polynomes  vom  2^"  Grade  (vgl. 
d.  Jahrb.  X.  1878.  p.  183).  St 


G.  Humbert.     Sur  une  g^n^ralisation  de  la  th&)rie  de« 
fractions  continues  alg^briques.    Ball,  s  m.  f.  viri.  191-197- 

Es  seien  x^,  o;,, ...  x^  reelle  Zahlen,  steigend  geordnet, 


und 
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rorin  die  Exponenten  sämmtlieh  positiy  sind;  ferner  sei 
^=J     ■^-^=J     (r=l,2,...»). 

lestimmt  man  nun  n  ganze  Functionen  P,,  P,, ...  Pn  von  x  des 
1^  Grades  darch  die  Bedingung,  dass  der  Ausdruck 

atwiekelt  nach  fallenden  Potenzen  von  x,  die  Glieder 

^— I     /r—^  flf.— mn— »— 1 

liebt  enthalte ,  so  hat  die  Gleichung  Pr  =  0  nur  reelle  Wurzeln, 
tDd  zwar  liegen  sie  alle  zwischen  Xr-i  und  av*  Der  Beweis  be- 
birf  einer  nahe  liegenden  Ergänzung,  falls  in  den  Integralen  Zr 
»fflplexe  Factoren  auftreten.  Erst  dieser  Satz  zeigt  im  Falle 
1=1  die  Möglichkeit,  a^  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von  x 
n  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln.    Denn  da  die  Gleichung 

mr  fftr  solche  Werthe  von  x  gilt,  die  ausserhalb  eines  Kreises 
ich  befinden,  der  alle  Wurzeln  der  Gleichung  fn(x)  =  0  um- 
iehliesst,  so  ist  hierzu  nothwendig,  dass  diese  Wurzeln,  was 
mmer  auch  n  sei,  ihrem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer 
i&dlichen  Grenze  liegen.  Im  Falle  n  =  1  erscheint  der  Satz  als 
HOC  Anwendung  eines  allgemeineren  Theorems  von  Heine  (vgl. 
9aodbuch  der  Kngelfunctionen  I.  p.  291).  St. 


E.  Lagüerre.     Sur  quelques  thöor^mes  de  M.  Hermite. 
Extrait  d'une  lettre  adress^e  k  M.  Borchardt. 

Borchardt  J.  LXXXIX.  339-342. 

Einfacher  Beweis  eines  algebraischen  Satzes  der  Herren 
Kehler  und  Hermite  (vgl.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  64,  273)  und 
Ae  folgende  Bemerkung:  Es  sei  F(x)  der  gemeinsame  Nenner 
i^er  n  rationalen  Functionen,  welche  die  Functionen 

e«>«,  ef^^  ...  e"»* 
^  anf  Glieder  von  der  Ordnung  n^  f /u  darstellen  (vgl.  F.  d.  M. 
V.  1873.  p.  248).    Bei  der  Entwickelung  von  ei^F(x)  nach  stei- 
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genden  Potenzen  von  x  ergiebt  sich  als  CoefSeient  von  s^  drt 
gemeinsame  Nenner  jener  rationalen  Functionenl,  welefae  Sm 
Functionen  *: 

bis  auf  Glieder  von  der  Ordnung  x-'^f-f*  darstellen  (vgl.  a.  a.Q4 
Bd.  VII.  p.  174).  SL 

E.  Lagubrre.  Sur  les  ^quations  alg^briqaes  dont  U 
preraier  membre  satisfait  k  une  ^quation  diflFi^rentielk 
lin^aire  du  second  ordre.    C.  R.  XO.  809-812.  , 

Gentigt  ein  Polynom  F(x)  einer  linearen  Differentialgleichiig 
zweiter  Ordnung,  und  ist  es  bekannt,  dass  die  Gleichung  F{p)  ==  I 
nur  reelle  Wurzeln  hat,  so  lässt  sich  aus  den  Coefficienten  im 
Differentialgleichung  ein  Ausdruck  bilden,  welcher  Grenzen  giefal; 
innerhalb  deren  die  Wurzeln  von  F(fl;)  =  0  sich  befinden. 

No. 


A.  Sachse.  Versuch  einer  Geschichte  der  Darstellang 
willkürlicher  Functionen  einer  Variabein  durch  tri- 
gonometrische Reihen.  SchlomÜch  Z.  XXV.  Sappl.  234-^rt< 
Darboux  Ball.  (2)  IV.  43-64,  83-112. 

P.  DU  Bois-Reymond.  Zur  Geschichte  der  trigonometri- 
schen Reihen.     Eine  Entgegnung.   Tübingeo.  Laapp.  »•. 

A.  Sachse.  Anzeige  der  Schrift  von  ?•  du  Bois- 
Reymond.    Gott.  Ana.  1880.  980-989. 

Die  erste  Arbeit  ist  der  verbesserte  Abdruck  resp.  dii 
Uebersetznng  einer  Dissertation,  über  die  bereits  im  vorigen  Band 
p.  274  berichtet  worden  ist.  Die  beiden  letzten  sich  daraa  n, 
schliessenden  Arbeiten  veranlassen  den  Referenten,  nodimals  %ti 
die  Arbeit  zurttckzakommen.  Es  ist  dabei  aber  nicht  der  Zwec] 
dieser  Zeilen,  noch  des  Näheren  auf  den  Inhalt  der  eioxeln^ 
oben  citirten  Arbeiten  einzugehen.    Herr  Sachse  will  einen  histo 
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rigeben  Ceberblick  über  die   Entwickelung  der  Lehre  von   der 
Darstelluiig  willkürlicher  Funetiooen  einer  Variabein  durch  tri- 
gonometrische Reihen  geben.    Ausgehend  von  Riemann's  Habili- 
tationssehrift:    „lieber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  trigonometrische  Reihe"  bespricht  er  die  hauptsächlichsten 
Arbeiten  und  sucht  den  Zusammenhang  ihrer  Resultate  und  Me- 
thoden nachzuweisen.    Uebergangen  scheint   nur  Einzelnes,   so 
dass  die  Arbeit  in  der  That  zur  Orientirung  in  der  einschlägigen 
Literatur  geeignet  scheint.    Die  Schrift  des  Herrn  P.  du  Bois- 
Beymond  enthält  eine  scharfe  Kritik  dieser  Arbeit.    Abgesehen 
von  dem  persönlichen  Theil,  den  wir  als  nicht  in  den  Bereich 
des  Jahrbuchs  gehörend  ttbergehen,  lässt  sich  derselben  eine  ge- 
wisse Berechtigung  nicht  absprechen.    Dass  Fehler  in  der  Dar- 
stellung untergelaufen  sind,  hat  Herr  Sachse  zum  Theil  in  der 
xnl^zt  citirten  Arbeit  zugegeben  und  sie  in  dem  vorliegenden 
Abdruck  verbessert    Es  sind  solche  auch  anderweit  (Harnack, 
Clebscb  Ann.  XIX.  p.  273)  nachgewiesen.    Auch  die  Würdigung 
der  Bedeutung  und  Tragweite  einzelner  Arbeiten,  wie  sie  der 
Verfasser  aufstellt,  dürfte  nicht  durchweg  einwurfsfrei  sein.  End- 
Keh  seheint  der  Verfasser  Aber  die  Schranken  einer  historischen 
Darstellung  stellenweise   hinweggegangen   zu   sein;   wenigstens 
scheint  es  uns,  als  dürfe  in  einer  solchen   eine  gedruckt  vor- 
liegende  Entwickelung   nicht   zu   Gunsten    eines   Theiles    einer 
akademischen  Vorlesung,  möge  sie  auch  noch  so  gelungen  sein, 
zurückgedrängt  werden.    Die  oben  zuletzt  angeführte  Notiz  tritt 
unter  der  Form  einer  Anzeige  der  Schrift  des  Herrn  du  Bois- 
Reymond  auf  und  enthält  eine  zum  Theil  persönlich  gehaltene 
Gegenkritik,  in  der  der  Verfasser  die  gegen  ihn  gerichteten  An- 
griffe zurückzuweisen  sucht  0. 


W.  ScHBiBNBR.  Ueber  die  asymptotischen  Werthe  der 
Coefficienten  in  der  Entwickelung  einer  beliebigen 
Potenz  des  Badiusvectors  nach  der  mittleren  Anomalie. 

Clabseh  Ann.  XVIL  531-544. 

PoitMhr.  d.  Math.  XII    I.  22 
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W.  ScHEiBNBR.  Ueber  die  asymptotischen  Werthe  de 
Coefficienten  in  den  nach  der  mittleren  Anomalie  voi 
genommenen  Ent Wickelungen.    Clebsch  Ann.  xvii.  545-56( 

Beide  AbbandlungCD  stammen  aus  dem  Jahre  1856;  die  erst 
ist  in  englischer  Sprache  publicirt  in  Gould's  Astr.  J.  No.  91 
Bd.  IV.  177|  Cambr.  Mass.  1856,  die  zweite  findet  sich  in  dei 
Leipz.  Ber.  vom  31.  Mai  1856.  Jacobi  bat  in  den  Astr.  Nach] 
XXVUI.  257-270,  No.  665,  und  XXX.  197-254,  No.  707-712,  ein. 
Abbandlung  yeröiSrentlicbt,  in  der  die  Coefficienten  der  bigono 
metrischen  Functionen  sebr  grosser  Vielfacben  der  mittlere] 
Anomalie  in  der  Entwickelung  des  Radiusvectors  und  der  Mittel 
punktsgleicbung  angenäbert  bestimmt  werden.  Es  ist  diese  Ab 
handlung  die  Umarbeitung  einer  Arbeit  von  Franz  Carlini  au 
dem  Jahre  1817:  „Ricerebe  sulla  convergenza  della  serie  che  8er?< 
alla  soluzione  del  problema  di  Eeplero,  Milano.^  Da  die  ange 
wandte  Methode  nicht  leicbt  zum  Ziele  fllhrt,  so  hat  Ben 
Scbeibner  eine  andere  allgemeine  Methode  augegeben,  mittel 
deren  man  sehr  kurz  und  leicht  die  asymptotiscben  Werthe  dei 
Coefficienten  in  den  nach  den  trigonometrischen  Functionen  dei 
Vielfachen  der  mittleren  Anomalie  fortscbreitenden  Entwickelangec 
finden  kann.  Die  Entwickelung  der  Mittelpunktsgleichung  und 
des  Radiusvectors  erscheinen  beide  als  specielle  Fälle  viel  all^ 
gemeinerer  Functionen,  welcbe  sieb  nach  der  mittleren  Anomalie 
entwickeln  lassen.  Aus  den  Formeln  ffir  die  Entwickelung  einei 
beliebigen  positiven  oder  negativen  Potenz  des  Radiusvectors^ 
die  in  dem  ersten  Aufsatze  zusammengestellt  werden,  ergiebl 
sich  die  Richtigkeit  der  von  Jacobi  abgeleiteten  Ausdrticke. 

M. 


W.  DE  Maximowitch.    Conditions  pour  que  les  constantes 
arbitraires  d'une   expression  g^n^rale  soient  distinctes 

entre   elles.    Liouville  J.  (3)  Vi.  167-177. 

Es  wird  zunächst  der  Satz  bewiesen :   Sind  Aty  Ä^y ...  AJ 
Functionen   der  unabhängigen  Variabein  x^j  x^^ ...  Xn,   und   be- 
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ndnet  iZ^  die  Determinante  aller  A  und  irgend  welcher  die 
Oidnnng  m  nicht  Übersteigender,  fbr  alle  A  gleichgebildeter  par- 
tidler  Differentialquotienten,  A^-i  eine  solche,  wo  die  (m — 1)^ 
Ordnang  nicht  Überstiegen  wird;  ist  alsdann  jedes  Rm  null  und 
irgend  ein  Rm-i  nicht  null|  so  existirt  eine  lineare  Relation  zwi- 
sekoD  den  A.  Bildet  man  nämlich  alle  linearen  Gleichungs- 
qrsteme,  deren  Coefißcientendeterminanten  die  R^  sind,  so  lässt 
seh  zeigen,  dass  sie  durch  Gonstante  befriedigt  werden  können, 
und  die  geoaeinschaflliche  Gleichung 

A^u^  +  A^u^  +  '"Afn^iUm-i  +  A^ 

ist  die  geforderte  Relation.  Jetzt  folgt  leicht,  dass  B^  =  0,  gttltig 
fir  alle  Am,  die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  der 
Existenz  einer  homogenen  linearen  Relation  zwischen  den  A  ist. 
i&ner  werden  die  zwei  Definitionen  aufgestellt:  I.  Zwei  Aus- 
drilde 

f\P^il   ^a>    •••   ^n]      0>^J   (Y, ,    ...   (im) 

riid  „Squiyalent^,  wenn  man,  indem  man  in  dem  einen  den  Gon- 
stanten  a  alle  Werthe  ertheilt,  daraus  alle  möglichen  im  andern 
spedell  enthaltenen  Functionen  ableitet,  und  reciprok.  IL  Die 
CoDstanten  eines  solchen  Ausdrucks  sind  „distinct^,  wenn  kein 
Aosdrack  mit  weniger  Gonstanten  ihm  äquivalent  ist.  Hiemach 
hütet  nun  der  Hauptsatz:  „Damit  die  Constanten  eines  Aus- 
draeks  f  distinct  seien,  ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass 
zwisdien  den  ersten  partiellen  Differentialquotienten  nach  den  a 
imt  homogene  lineare  Relation  mit  constai^ten  Goefficienten 
exifltiil  Hierzu  wieder  ist  es  nothwendig  und  ausreichend,  dass 
zwischen  den  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  die  o;, 
dereD  Ordnung  m— 1  nicht  übersteigt,  mindestens  ein  System  von 
■  Functionen,  einschliesslich  f  selbst,  sich  findet,  derart  dass 
twiaehen  ihnen  keine  Relation  existirt,  wo  die  a  nicht  explicit 
^en.^    Dies  wird  bewiesen.  H. 


J.  J.  Walker.     On  theorems  in  the  calculus  of  Opera- 
tions.   Proc.  L.  M.  8.  XI.  408^13. 

22* 
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Es  werden  zwei  Formeln  ähnlieh  der  Leibniz'schen  entwiekq 
die  der  Verfasser  nachher  unter  die  folgende  allgemeinere  i4 
summirt: 

WO  u,  r,  <p  Functionen  von  Xj  v'  =  -^— ,  D  Differentialquotiei 

öx 

nach  X,  und  D-^  (v' q)^)  =  v.  Diese  und  zwei  Zusätze  werl| 
durch  Bemoulli'sche  Schlussweise  bewiesen.  Anwendungen  soDc 
später  folgen.  H. 


Capitel  2. 

Besondere  Functionen. 

I 

0.  ScHLÖMiLCH.      Ueber  das  arithmetische,  das  geomfi 
trische  und  das  harmonische  Mittel  aus  beliebig  vielei 

positiven  Zahlen.    Hofhnann  Z.  XL  361-362. 

Elementarer  Beweis,  dass  das  arithmetische  Mittel   grö«^ 
als  das  geometrische,   und  das  geometrische  Mittel  grösser  \ 
das  harmonische  ist.  M. 


H.  W.  L.  Tanner.      On    powers   of  functions    of  A 

^  ax  +  b 

form   -^-     Messenger  (2)  IX.  139-150. 

ex  "y"  ö 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  Ausdrücke  von  der  Form  ^i 
wo  (p(x)  = —z-  ist,  und  enth&lt  Bemerkungen  und  Zusfitie  i 

ex  ""j"  Ö 

der  Arbeit  von  Cayley  über  denselbeii  Gegenstand  im  Messeogt 
(2)  IX.  104  (siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  278). 

Glr.  (O.) 
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W.  Li.  Glaishbr.     Note  od  an  algebraical  identity. 

fesaenger  (2)  X.  54-60. 

Die  Identität  heisst: 

b — c  c — a        a—b  ^/^    ^       ■       ^      .       ^     \ 

~i         *        6~"*"      c     AT=T  "^  c=a  "*"  "ö^ry 

^  ,    (a+6+c)(a«+6'+c'— 26c-2ca— 2a6) 

abc 
ner  ^vird  bewiesen,  dass 

b — c  c — a        g— 6\/64-c        c+a        a+b  \ 

Tfc~  "*"   c+a  "^  a+b  J\b^  "^  c—a  "^  T^J 

(6+c)(c+a)(a+6) 

I   diesen    zwei  Gleichungen   werden   einige  trigonometrigcbe 
mein  hergeleitet.  61  r.  (0.) 


Catlbt.     Table  of  zf"  o" : /7(iii)  up  to  m  =  n  =  20. 

fraiifl.  of  Cambr.  XIII.  1-4. 

Eine  kleine  Tabelle  fllr  J'^'o'''  findet  sieb  in  Herscbers 
imples  (1820);  aber  bekanntlieh  ist  Jo^'^/Po''^  J^o"*^.,.  durch 
1.2,  1.2.3,  ...  und  allgemein  z/^o»  durch  i7(m)  theilbar,  und 
ist  zweckmässiger,  J'^o^:n(m)  in  eine  Tabelle  zu  bringen,  als 
nogetheilten  Differenzen  ^/"*o".  Grunert  gab  in  Grelle  J.  XXV. 
43)  p.  279  eine  Tabelle  dieser  Quotienten  für  m  =  n  =  12, 
I  diese  Tabelle  dehnt  Herr  Gayley  fllr  m  =  n  =  20  aus,  in- 
D  er  znr  Berechnung  die  Formel 


n(m)  n(m)     •  Jl(fii-l) 

rendet  Glr.  (M.) 


Bkllavitis.     Dei  libri  di  ragione  a  scrittura  doppia. 

Acc  R  d.  L.  (3)  IV.  20. 

Bkl-lavitis.      Sviluppo   in   serie  delle   fanzioni  im- 
plicite   e  rami  infiniti  delle  curve  algebriche, 

Acc  B-  d.  L.  (3)  IV.  20. 


1 
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Dies  sind  der  Angabe  zufolge  zwei  eingesandte  Abhandhi 
gen,  deren  eine  die  algebraischen  Functionen  zweier  Variak4 
betrachtet.  Zur  Transformation  der  impliciten  FuactioBen  m  ^ 
plicite  wird  ein  algebraisches  Schachbrett  oder  Parallelognoi 
angewandt.  Es  werden  einige  Reihenentwickelungen  oaeh  M 
genden  und  fallenden  Potenzen  der  einen  Variabein  yolhofi 
Weiterhin  wird  die  Gurve  betrachtet,  welche  die  Function  iwd| 
Yariabeln  darstellen  würde,  und  aus  den  ersten  Gliedera  4 
Entwickelung  die  Singularitäten  im  Anfangspunkt  und  im  \k 
endlichen  berechnet.  H. 


H.  Leaute.   Note  sur  le  calcul  approch^  par  la  m^o4 
de  Poncelet  des  radicaux  de  la  forme  jfx^—y^. 

BuU.  a  M.  F.  VIII.  106-109. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Aufgabe,  die  genannte  Fondifl 
annähernd  durch  eine  lineare  zu  ersetzen,  in  dem  Sinne,  io  w^ 

ehern  Poncelet  dasselbe  mit  der  Function  ix^-^-y*  gethan.  I 
construirt  die  gleichseitige  Hyperbel 

o;'— y'  =  c\ 

Die  Approximation  soll  gelten  zwischen  den  Werthen  K\  K^  t 

-^  ,  wodurch  auf  der  Hyperbel  zwei  Grenzpunkte  bestimmt  sin 

Beide  verbindet  er  durch  eine  Sehne,  zwischen  ihr  und  der  9 
parallelen  Tangente  in  gleichen  Abständen  von  beiden  zieht  i 
eine  parallele  Gerade.  Deren  Gleichung  tritt  dann  an  die  Sld 
der  Hyperbelgleichung.  Nach  analytischer  Ausführung  zeigt  sie 
dass  das  Resultat  sich  vom  Poncelet'schen  nur  dadurch  ante 
scheidet,  dass  an  die  Stelle  der  circulären  die  hyperbolisdM 
goniometrischen  Functionen  treten.  H. 


P.  Appell.     Sur  une  classe  de  polynömes.  adb.  der^ 

(5)  IX.  119-144. 

Gegenstand   der  Untersuchung   ist   eine   Reibe   von   Pol 
nomen  in  x 


Gapitel  2.    Besondere  FaDctionen.  343 

WO  An  vom  n^°  Grade  ist,  and  zwei  aufeinanderfolgende  Glieder 
dnrefa  die  Relation 

—i —  =  Hii«.! 
dx 

Terknflpft  sind.  Die  einfachsten  Polynome  der  Art  sind  1,  x^  x*y„af. 

Den  allgemeinsten  Ausdruck  fttr  dieselbe  findet  man  in  folgender 

Weise:  Es  sei 

die    erzeogende   Function,    unter  a^^cr^,...   ganz   unbestimmte 

Grössen  gedacht,  so  ist  An  der  Goefßcient  von  -^— ^ in  der 

Entwiekelung  von  a[K)ef^  nach  steigenden  Potenzen  von  hy  also 

LS  jLn 

a(ik)  =  1  giebt  die  einfachsten  Polynome  1,  o;,  ...  o^.  Unter 
{AE)n  versteht  man  das  Polynom,  das  man  erhält,  wenn  man  in 
.4.  3^  durch  Bj,  ersetzt  Die  erzeugende  Function  der  Polynome 
{AB)  ist  das  Product  aiK).b(h),  wenn  6(A)  die  erzeugende  Func- 

tioo  der  Polynome  B  ist    Hiernach  ist  (4ß)„  =  (ßA)n,     ("T"/ 
wird  durch  die  Gleichung  fil-j-)  =  B^  definirt,   insbesondere 

\-rj   durch  die  Gleichung  [A-  —  j   =  x". 

Die  weitere  Untersuchung  betrifft  die  Herleitung  einer  linearen 
Relation  zwischen  mehreren  aufeinanderfolgenden  Gliedern  in  der 
Reihe  der  A^  sowie  einer  linearen  Differentialgleichung  ftlr  An^ 
wenn  die  erzeugende  Function  gegeben  ist,  femer  die  Dar- 
stellung einer  Function  F(x)  in  einer  Reihe,  die  nach  den  Poly- 
nomen An  fortschreitet  Schliesslich  wird  der  Grenzwerth  von 
i«  ftlr  «  =  oo  entwickelt 

Die  angewandte  Methode  lässt  sich  auf  Polynome  von  meh- 
reren Variablen  ausdehnen.  So  werden  die  Polynome  11^,%  iu 
X,  y  definirt  durch  die  Gleichung 
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/•(Ä,Ä)C'(«*+**^+yC*'A+C*)    =    S—^-^Un^nj 


m!it! 
wo  /*(&,  k)  die  erzeugende  Function  ist,  entwickelbar  nach 
positiven  wachsenden  Potenzen  von  h  und  k.  Hr. 


H.  Lamb.      Note    on   a  theorem    relating   to    qi 

expressions.    Messenger  (2)  X.  35-36. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:  Wenn  T  eine  homogene  qi 
dratiscbe  Function  der  m-fn  Variabein  Xj,x„...Xm,  yi^ys«*- 
ist  und   die  Variabein  y   mit  Hülfe   von  Relationen   der  F< 

V  =  — r-  eliminirt  werden,  so  wird  T  zu  einer  Summe  xwi 

'        dy 

homogener  quadratischer  Functionen  der  x  resp.  17 ,  oder  mit 
dem  Worten:  'Es  kommen  in  dem  Resultate  keine  Producta 
X  und  fi  vor.  Glr.  (O.) 


Laisant.     Remarques  sur  les  fonctions  1' e/ ( — 1)'. 
Boil.  S.  M.  P.  VIII.  109.111. 

Die  Bemerkung  besteht  darin,  dass  diese  Functionen  als  abhäft 
gig  von  einer  ganzen  Zahl  k  definirt  werden  müssen,  am  bestimin 
und  stetig  zu  sein,  so  dass  ihr  Werth  ist  e'*»*,  e^'*+o«.  H. 


Laguerre.     Sur  la  fonction  exponentielle.    Boit  s.  M.  F 

VIII.  11-18. 

Bestimmt  man  in  dem  Ausdrucke 

V  =  Fe«  +  F,e**  +  F,6*^H h^m~ic^ 

die  ganzen  Functionen  von  x  F,  F^,  ...  F^-i,  bezüglich  von  de 
Graden  a,  /9,  ...  A,  so,  dass  er  mit  x  in  der  Potenz 

xr  +  /JH |-X  +  m — 1 

beginnt,  so  genügt  V  einer  linearen  Differentialgleichung  m**^  Ord 
nung,  welche  Herr  Laguerre  für  den  Fall  a  =  /9  =  •  •  •  =  i  acbo 
früher  aufstellte.  (Vgl.  Borchardt  J.  LXXXVIIL  p.  39,  s.  F.  d.  AI 
XI.  1879.  p.  266.)  SL 


/ 
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I.  A.  M.  DA  Silva.    Sur  une  formule  du  calci 

Teizaira  J.  II.  (Portngieiiiob). 
Beweis,  dase,  wenn  die  Function  F(x  +  a)   in 
lach    den    Potenzen    von   e-'    entwickelbar   ist,    d 
•"onnel  gilt: 

Dem  Beweise  folgen  einige  Anwendungen.  1 

Lagdebre.  Sur  Tapproxiination  des  fonctions 
au  moyeii  de  fonctions  algäbriques.  C-  a.  X 
Die  hier  fUr  die  u&herungBweiBe  Berechnung  de 
äonen  mittels  algebraischer  Functionen  gegebene  Me 
rieh  auf  folgendes  Theorem:  „Bezeichnet  /'(x)  =  0 
cbang,  deren  aämmtliche  Wurzeln  reell  sind,  und 
liebige  Grösse,  so  liegen  die  beiden  Werthe  von  x,  w 
die  Gleichnng 

1        -rw±  V(—  D'fw- «(»-  i)7w 

bestimmt  werden,  resp.  zwischen  a  und  den  beiden  i 
a  benachbarten  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.' 


Y.  ViLLARGEAü.  ApplicatioM  de  la  th^orie 
des  ordres  sup^rieurs  k  rintögratlon  des 
difförentielles  Unfaires.     0.  B.  xc.  721-727,  767-7' 

T.  ViLLARCBAU.  Note  sur  la  th^orie  des 
ordres  sup^rieurs.    o.  R.  XCI.  196-197. 

Fortsetzung  der  Untersuchungen  aber  die  von  W 
eeftihtten  Sinus  höherer  Ordnungen  (C.  R.  LXXXVI. 
X.  1678.  p.  301).  Der  Herr  Verfasser  bebt  hervor, 
diese  Functionen  in  Fragen  der  Mechanik  und  matt 
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ftuchtbar  erweisen  werden,  und  giebt  in  der  ersten 
LBwendang  derselben  auf  die  Integration  eiaer  QMtae 
erentialgleichnngen.  Die  Fauctionen  qp  genttgen  nim- 
ferentialgleichuiig 

whaft  wird  nun  benutzt  zur  LSenng  der  all^meinereD 


PuQCtioD  von  X  allein  ist,  sowie  der  Gleichung 

lositive  Constante,  q  eine  positive  oder  De^tire  Con- 
V  eine  explicite  Function  von  x  ist  Eine  folgende 
XCI.  p.  13)  enthält  die  Lösung  einer  linearen  Diffe- 
ang  von  der  Ordnung  i»n;  siebe  Abschn.  VI.  Cap.  ä, 

te  betrifil  die  Indioes  der  Functionea  91.  Durch  die 
indungen  ist  der  Herr  Verfasser  auf  die  Idee  geführt 
Werthe  der  Indices  auf  beliebige  gauze,  positive  oder 
lilen  auszudehnen,  so  dass  das  Doppelzeicben  +  in 
neu  i^r  die  beiden  Gattungen  des  Sinns,  die  fayper- 
]  die  elliptische,  unterdrückt  werden  und  so  jede« 
beiden  Formeln  auf  eine  Formel  gebracht  werden 


Sur  la  throne  des   sinus  des  ordres  sup^- 
C.  B.  XCI.  544-547. 

.  Sur  l'application  de  la  tb^orie  des  sinus 
res  supärieurs  k  l'iiit^gration  des  ^uations 
ielles.  linöaiies.    C.  R.  xoi,.  X543-164&. 
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J.  Fakkas.     Sur  la  thdorie  des  sinus  des  ordres  sup^- 

rieurs.     C.  B.  XCI.  209-211,  278-281. 

Angeregt  durch  die  Untersuchungen  des  Herrn  Y.  Villarceau 
(siehe  das  vorstehende  Referat)  hat  sich  Herr  Parkas  mit  den 
^08  höherer  Ordnung  beschäftigt  und  zum  Theil  dieselben  Re* 
BTÜtate  gewonnen.  Die  erste  Note  betrifft  die  Entwickelung  von 
(fi(x-{-y)  nach  ganzen  Potenzen  der  beiden  Variabein;  die  Lö- 
BODg  eines  von  Herrn  J.  König  aufgestellten  Problems:  „Die 
Reihe 

durch  den  gegebenen  Werth  f(x)  der  Reihe  aQ-\-a^x+a^x*+^^^ 
auszudracken^ ;  und  die  Relation 

(C)  "^ 

wo  C  eine  geschlossene  Gurve  bedeutet,  die  in  positivem  Sinne 
von  Ä  beschrieben  ist,  und  wo  0<mod»<l  ist  Die  zweite 
enthält  die  Lösung  der  Differentialgleichung 

die  dritte  und  vierte  die  Verallgemeinerung  der  Indices  der  Sinus 
höherer  Ordnung  und  Additionstheoreme.  M. 


J.  LioüviLLE.      Le^jons    sur    las    fonctions    doublement 

pÄlodiques  filites  en  1847.    Borchardt  J.  LXXXVIII.  277-311. 

Eine  der  letzten  Arbeiten  des  verstorbenen,  um  die  mathe- 
matische Wissenschaft  und  ihre  Verbreitung  hochverdienten 
C.  W.  Borchardt  ist  die  vorliegende  Veröffentlichung  der  be- 
rühmten, zwar  schon  länger  bekannten,  aber  nie  in  authentischer 
Fassung  mitgetheilten  Theorie  von  Liouville,  welche  letzterer  im 
Jahre  1847  Borchardt  und  Joachimsthal  vorgetragen  hatte.  Die 
einzige  Abweichung  von  der  Liouville*schen  Fassung  bildet  der 
Beweis  des  Fundamentaltheorems,  dass  eine  doppelt- periodische 
Fonetion,   die  niemals  unendlich  wird,  unmöglich  ist,  welcher 


^11.  Abschnitt.    PnnctioDeatliAori«. 

vh  den  Beweis  eiaea  allgemeineren  Tbeoreon 

>D  Borchftrdt  aufgestellte  lohaltsObersicbt  Iwitet: 

niSre  partie.    Thtorie  gänirale.  I 

doablement  piriodique  qui  oe  devieat  jaauii 

)le. 

loublement  p^riodiqne  i.  nn  aeul  infini  est  im- 

blement  p^odlqueB  ä  deux  infinis.    Leara  pro- 

ites. 

iblement  p^riodiqaes  Ji  plusieurs  infinis.     Lear 

sommes  et  en  prodnits  de  fonclions  doublemott 

:  infinis. 

D  nombre  pair  d'infinis.    Lenr  d^veloppement 

ictiuns  doablement  p^riodiques  ä  trois  infinis. 

t    des    fonctioDS    doublement    pöriodiqaes   en 

ne   — "*"    '^^V-  j  ^(3)  reprösentant  une  fonc- 

i^riodique   k  deux  infinis,    (ff(j-)  sod  qaotient 
r,  JV,  des  fonotions  enti^res  de  ^»(a). 
ieconde  partie.    Applicaüona. 

du  quotient  difförentiel  des  fonctions  dooble- 
k  deux  infinis.    Thioröme  de  l'addition  pour  les 
Gas  parüculier  du  sinus  amplitudinis. 
n  da  sinus  amplitudinis.   Expressions  en  forme 
un  produit. 

n    inverse   da    sinas    amplitadinis.      Formale 
le  Jacobi.  U.  St. 


rh^rie  äl^mentaire  des  fonctions  ellip- 

Saatbier-Villan. 

lang    der    einzelnen    Abhandlungeo    ans    den 
1878,  1879,  die  bereits  iu  P.  d.  M.  IX.   1877. 
303,  XI.  1879.  p.  281  besprochen  worden  sind. 
0. 
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^  PiNCHKRLE.     ßicerche    8opra    una    claese 
di  funzione  monodrome.  Batiigiini  G.  xvni.  92 
Siehe  Abachn.  VIL  Gap.  1,  p.  308. 


Cb.  Hbrmite.     Sur  une  formale  d'Euler.    Li 

VL  5-18. 
Ein  ia  Darbonx  Bull.  (2)  in.  p.  226  (s.  F.  d.  M 
p.  21)  veröffentlichter  Brief  von  N.  Fuss  eDtbfi.lt  dif 
gefundene  Bedaction  des  lotegrals 


ix 


tnf  d&8  Integral  einer  rationalen  Fanction  vermute 
BÜtulion 

Die  Frage,  ob  es  noch  andere  iDtegrale  von  der  Fo 


h 


iAx'JriBi'JrC 
gäbe,  die  durch  eine  algebraische  Substitution  auf  I 
tjaualer  Functionen  zurQckfUbrbar  sind,  mit  der  sie 
Bita  im  Vorliegenden  beschäftigt,  tUhrt  zu  folgend« 
Die  Integrale 

J  t'(i-*'Xi-''»^") '  "'  i'(i-»")(i-*'«' 

Id  denen  die  rationalen  FnnctioDen  f,  /),  f,  den  Bed 
g«nBgeD,  lassen  sich  durch  die  SubstitatioDea 


Yü.  AbBchoitt.    FaDCtioaentheorie. 


-y(i-«-)(i-*v),  p-    .^ — ,  ,  ,      ^^^, 

y  1  — i'  yi— iv 

3grale  rationaler  FnncUonen  zurtlckfnhren. 


TTAGLINI.    Suir  equazione  clt£Fereiiziale  ellitbca. 

R.  d.  L.  (S)  IV.  49-50. 

rieht  aber  eioe  der  Akademie  Torgeleseae  Note,  welche 
recte  Methode  der  LOsung  der  Enler'Boben  Differential- 
ag  enthält.  E^  werden  die  BedinguDgen  aufgestellt,  denen 
Bezng  auf  drei  Variabele  quadratische  Form  genfigen 
lamit  sie  das  allgemeioe  Integral  der  elliptischen  Differen- 
ihnng  aei.  M. 


BBiBNEB.     Zur  Beduction  elliptischer  Integrale  in 

1er  Form.     Leipe.  Abh.  XX.  57-197. 

)  Schrift,  deren  ansftthrlicbe  Inhaltsangabe  hier  vorliegt, 
ine  ttbersicbtliche  Zosammenstellung  aller  der  Vorscbriflea 
welche  die  in  Problemen  der  Geometrie  and  Mechanik 
□den  elliptischen  Integrale  auf  die  Normalform  der  drd 
;en  reduciren  und  die  EinfOhrnng  der  Thetafnnetionen  znr 
inng  der  Integrale  bewirken.  Der  ursprüngliche  Zwe^ 
r  dadurch  modificirt  worden,  dass  sich  dem  Herrn  Ver- 
mancherlei  die  Theorie  der  elliptisoben  Integrale  be- 
e  Fragen  aufdrängten,  welche  hier  mit  behandelt  wordeo. 
ite  Abschnitt  (S.  57—117)  eoth&lt  die  Redaction  auf  die 
form  des  elliptischen  Differentials.  Es  wird  die  Integral- 
ig 

*  dx 


f'^±f'^- 


her  die  Radicale  f  und  r^  gleiche  InvarianteD  besitzen,  auf 
iache   Relationen    in    rationaler    und    irrationaler    Pom 


Gapitel2.    Besondere  FanctiontD.  361 

Eorüekgef&hrt    Daran  schliessen  sich  die  betreffenden  Additions- 

iätze  und  die  Redaction  anf  die  Normalform    ^/  .  ,  nebst  eini- 

^  Betrachtung;en  aber  Fälle  ungleicher  Invarianten.  Der  zweite 
Abschnitt  (S.  118—197)  handelt  von  der  Reduction  der  reellen 
dliptischen  Integrale 

Ax 


f 


wf  die  Tbetafunctionen  Jacobi's.  Es  folgen  die  Transformationen 
fOD  Ghioss  nnd  Landen.  Am  Schluss  werden  die  betreffenden 
^Forschriften  für  die  numerische  Berechnung  zusammengestellt. 

M. 


F.  Klein,      üeber  unendlich    viele   Normalformen  des 
elliptischen  Integrals  erster  Gattung,    ciebech  Add.  xvii. 

13S-13S;    Mfineh.  Ber.  1880.  033-541. 

Von  dem  schon  früher  (s.  Münch.  Ber.  1879;  F.  d.  M.  XL 
1879.  p.  300)  betonten  Grundgedanken  ausgehend,  dass  der  Le- 
gendre'sche  Modul  k*  als  Modul  zweiter  Stufe  nur  das  Anfangs- 
glied einer  unendlichen  Kette  von  Moduln  ist,  die  alle  in  vieler 
Binsicbt  gleiche  Berechtigung  und  Berücksichtigung  beanspruchen 
künnen,  zeigt  der  Herr  Verfasser,  dass  die  Legendre'sche  Normal- 
form  nicht  als  Normalform  schlechthin,  sondern  nur  als  solche 
zweiter  Stufe  erscheint,  an  die  sich,  den  unendlich  vielen  Werthen 
von  n  entsprechend,  unendlich  viele  Normalformen  n^^'  Stufe  an- 
reiben.   Es  wird  nun  gesetzt: 

p«o     =  a(tt— a,).(y(M— ttj) ...  a(M— a„) 
px,      =  (y(M— 6,).a(M— &,)...a(ii— 60 


wo  unter  x^^  x^^  ...  Xn-\  homogene  Variabein,  unter  q  ein  Pro- 
portionalitätsfactor  verstanden  sind,  und  wo  die  a-Producte  von 
einander  unabhängig  sind.    Der  Quotient  je  zweier  solcher  Pro- 
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ducte,  fQr  welche  die  Bedingung  2a  =  2b  =^  etc.  gilt,  ist,  wiv 
Herr  Hermite  gezeigt  hat,  eine  doppelt-periodische  Function  mi 
den  Perioden  oij,  oi,  der  a- Function,  und  alle  solche  Prodade 
lassen  sich  aus  n  unabhängigen  derselben  linear  zusammensetx»!. 
Betrachtet  man  die  x  als  Goordinaten  eines  Punktes  im  Baonie 
von  (n — 1)  Dimensionen,  so  stelleji  ^die  obigen  Formeln  eine 
Curve  dar,  die  das  Geschlecht  1  und  die  Ordnung  n  bat,  und 
eine  elliptische  Curve  der  n^  Stufe  genannt  wird.  Die  Variable 
ti,  als  Integral  an  einer  solchen  Gurre  hinerstreckt,  ist  ein  Inte- 
gral der  n*®°  Stufe.  Die  Normalformen  für  diese  Curven  n*^  Stufe 
werden  durch  eine  geeignete  lineare  Transformation  der  x  ge- 
wonnen. Im  Folgenden  werden  die  Resultate  (Hr  die  dritte  and 
fünfte  Stufe,  die  Herr  Bianchi  auf  Veranlassung  des  Herrn  Kldi 
ausführlich  behandelt  hat,  mitgetheilt.  M. 


L.  Bianchi.    üeber  die  Normalformen  dritter  und  fünfter 
Stufe  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 

Glebsch  Ann.  XYII.  234-262. 

Die  ausftlhrliche  Darlegung  der  Untersuchungen  Qber  die 
Normalform  der  dritten  und  fünften  Stufe,  von  denen  Herr  Klehi 
in  der  vorstehenden  Arbeit  Mittheilung  gemacht  hatte  (siehe  dat 
obige  Referat).  Fttr  die  dritte  Stufe  werden  die  neun  Wende- 
punkte und  die  vier  Wendedreiecke  der  ebenen  Gurre  dritter 
Ordnung  benutzt;  es  ergiebt  sich,  dass  die  hier  auftretende  Con- 
staute  a  für  das  an  der  Gurve  hinerstreckte  Integral  die  Tetraeder- 
Irrationalität  ist,  und  die  letztere  durch  a-Functionen  ausgedrückt. 
Bei  der  fünften  Stufe  werden  sechs  fundamentale  Pentaeder  in 
Betracht  gezogen,  welche  ftlr  die  Gurve  fünfter  Ordnung  im 
Räume  von  vier  Dimensionen  den  vier  Wendedreiecken  der  ebenen 
Gurve  dritter  Ordnung  entsprechen.  Die  hier  auftretende  Con- 
staute  a  ist  die  Icosaederirrationalität  in  der  gewöhnlichen  Nor- 
malform. Das  überall  endliche,  längs  der  Gurve  fünfter  Ordnung 
hinerstreckte  Integral  erscheint  in  der  Form: 
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wo  C  eine  Constante,  u  und  v  irgend  zwei  lineare  Ausdrücke  in 
den  X  und  ((PoVi<Pt^^)  die  Functionaldeterroinante  der  Fune- 
dooen  g>^f  «jp,,  9,,  ti,  v  bedeuten.  M. 


A.  Brill.      üeber  das   Additionstheorem   uud   das  üm- 
kehrproblem  der  elliptischen  Functionen,    ciebsch  Add. 

XVII.  87-102. 

Es  wird  ein  Weg  angegeben,  auf  dem  man  ohne  mühsame 
Rechnungen  in  naturgemässer  Weise  in  die  Lehre  von  den  Theta- 
fonctionen,  welche  den  Kernpunkt  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  bildet,  eingeftihrt  wird.  Hierbei  werden  nur  die 
Periodicitäts-Eigenschaften  des  Integrals  erster  Gattung  als  be- 
kannt vorausgesetzt.  Der  Gang  ist  folgender:  Nachdem  die 
Additionstheoreme  fbr  die  Integrale  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattong  auf  einfache  Weise  abgeleitet  sind,  wird  das  von  Jacobi 
mit  n(Uy  a)  bezeichnete  Integral  dritter  Gattung  durch  Addition 
eines  Logarithmus  und  eines  Integrals  erster  Gattung  in  eine 
Normalform  übergeführt,  welche  bezüglich  des  Vorkommens  von 
Argument  \mi  Parameter  symmetrisch,  und  deren  reeller  Perio- 
dicitätsmodul  Null  ist  Die  vollständige  Normirung  geschieht 
dann,  nachdem  die  Periodicitätseigenschaften  der  Integrale  zweiter 
und  dritter  Gattung  kurz  entwickelt  worden  sind.  Dieser, 
auch  in  der  Theorie  der  AbeFschen  Functionen  fruchtbare  Pro- 
cess  der  Normirung  des  Integrals  dritter  Gattung,  dem  zu  diesem 
Zweck  die  Form  eines  Doppelintegrals  gegeben  wird,  drängt  |nun 
?on  selbst  auf  die  Einführung  der  Jacobi'schen  Functionen  Z 
ond  9.  M. 


Gräfe.      Kurze    Ableitung    der   Additionstheoreme    der 

/In.  Ah 

elliptischen  Integrale  aus  der  Gleichung  -7-  +  -^  =  0. 

Borchardt  J.  XG.  83-84. 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten,  A^  B,  C  die  Winkel  eines  sphäri- 

sehen  Dreiecks,  mit  der  Bedingung  —. —  =  fc<  i    so  liefert  der 

'  °    °   sina  ' 

FMtSflbr.  d.  lUth.  ULI.  23 


1 
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Cosinussatz  in  Verbindung  mit  F{a)  +  F(b)  =  F(^c)  volIe«adi|l 
Integralgleichungen  der  obigen  Differentialgleichung.  Die  Addi- 
tionstheoreme  der  elliptischen  Integrale  2'*'  und  3*"  Gattung  wer- 
den auf  einfache  Weise  erhalten,  indem  man  die  Torgelei^ 
Differentialgleichung  resp.  mit  den  Functionen 

—  cosacosfe  +  sinasinfrcosC    und    — - — r-^ 1- 


l+nsin'a  14-iisin*6 

muUiplicirt.  M. 

MOller.     Eine   ueue  Ableitung    des   Additionstheorems 
für  elliptische  Integrale.    I.  Theil.    Pr.  Orosa-Giogao. 

Der  Herr  Verfasser  geht  von  der  partiellen  Differentialgleiehuig 

yI-^J  ^^-^J  +v"ör>'  i  =  r  ^^         ' 

aus,  auf  welche  nach  der  Hamilton -Jacobrschen  Methode  die  Diffe- 
rentialgleichung der  Bewegung  eines  Punktes  P  mit  der  Masse  K 
der  von  einem  anderen  Punkte  C^  mit  der  Masse  1  nach  dea 
Newton'schen  Gravitationsgesetze  angezogen  wird,  gebracht  werdei 
kann.    Die  Aufgabe  fUhrt  zu  der  partiellen  Differentialgleicfansg 

(•■-:)  (■^)'-(«--':)(^)*  =  *•(.-.)- i.e.--. ■). 

von  der  eine  vollständige  Lösung  gesucht  wird.  Die  elliptisch«« 
Integrale,  zu  welcher  die  Lösung  gelangt,  werden  nun  auf  di^ 
Normalform  gebracht.  Die  vollständige  Herleitung  des  AdditiofiJ 
theorems,  an  der  noch  die  algebraische  Relation  zwischen  de^ 
oberen  Grenzen  der  Integrale  fehlt,  die  dadurch  gewonnen  win^ 
dass  man  die  Zeit  t  durch  algebraische  und  cyklometriseb 
Fiinctionen  ausdrückt,  wird  einer  späteren  Veröffentlichnng  vor 
behalten.  BL 


Ph.  Gilbert.     Note  sur  la  formule  d'addition  des  fono 

tions   elliptiques.    Ann.  See  scient  Broz.  IV.  B.  B7-90. 

Es  wird  folgender  Gedanke  durchgeführt:  Das  Theorem  toi 
Herroite  über  die  Zerlegung  der  doppelt-periodischen  meromorphel 
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Functionen  in  halb-rationelle  ßrttche  giebt 
snx  1 


r_L_+ \ 1 

L8n(Ä+a)        8n(s5--a)J' 


8n*i$-~8n'a         2Z>8na 

eine  Relation,  aa8  welcher  leicht  das  Additionstheorem  herge- 
leitet werden  kann.  Mn.  (M.) 


J.  Griffiths.  Note  (1)  on  a  geometrical  form  of  Landen's 
theorem  with  regard  to  a  hyperbolic  arc;  (2)  on  a 
class  of  closed  Curves  whose  arcs  possess  the  same 
property  as  two  Fagnanian  arcs  of  an  ellipse. 

Proc.  L.  M.  8.  XI.  87-91. 

Landen's  Theorem  wird  mit  Hülfe  einer  Ellipse,  deren  Axen 
2a  and  26,  einer  zweiten  Ellipse,  deren  Axen  2(1+^)  und  2(1—6), 
QDd  einer  Hyperbel,  deren  Queraxe  2e  and  deren  Excentricität 

—  ist  bewiesen.    Die  in  dem  zweiten  Theil  behandelten  Curven 

e      ^ 

genflgen  der  Gleichnog 

F(p'(a'+6'~0,  r\a'+b'-p'%  c)  =  0, 
worio  F  eine  willkttriiche  Function,  c  eine  Constante,  r  den  Ra- 
diosvector  Yom  Pol  aas,  p  die  Länge  der  Senkrechten  vom  Pol 
lof  die  Tangente  bedeuten.  H. 


6.  MoRBRA.     Sopra   nna  nuova  costruzione  geometrica 
del  teorema  delP  addizione  degli  integrali  ellittici. 

AUi  di  Torino  XV.  649-653. 

Bei  der  Behandlung  der  Bewegung  eines  Punktes,  der  nach 
dem  Newton*Bchen  Gesetz  von  zwei  festen  Centren  angezogen 
wird  (s.  Battaglini  G.  XVUI.  p.  34-72,  s.  diesen  Band,  Abschn.  X. 
Cap.  4.  A.)  ist  der  Herr  Verfasser  auf  eine  geometrische  Dar- 
stellung des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  geführt 
worden.    Das  algebraische  Integral  der  Gleichung 

da dS _ 

läflst  sieb  unter  eine  der  Formen 

23* 
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acosa  = 


asma  = 


V«'— a'cosa  =  — f — ^r- ' 

setzen,  worin  das  Euler'sche  Theorem  besteht.  M. 


H.  H.  Türner.    On  the  curves  represeiited  by  the  equation 

dx dy 

and  their  envelopes.   MesBengt^r  (2)  x.  21-25. 
Die  durch  die  obige  Gleichung  (die  Additionsgleichung  f&r  die 
elliptischen  Functionen)  definirten  Gurren  werden  discutirt,  be- 
sonders in  Beziehung  auf  ihre  Enveloppen,  die  gerade  Linien  sind. 
Für  specielle  Fälle  sind  Zeichnungen  der  Gurren  gegeben. 

Glr.  (0.) 

Kleiber.      Ableitung    eines    Systems   von   Formeln    für 
die  elliptischen  Functionen    und   ihr  Zusammenhang 
mit  der  sphärischen  Trigonometrie.   Pr.  Königsberg. 
Aus  dem  Additionstheoreme  der  ©-Functionen  mit  vier  Argn- 
raeuten,  dessen  Beweis  nach  dem  Vortrage  Richelot's  (Vorlesung 
i.  J.  1867)  hier  vorangeschickt  wird,   werden  576  Formeln  för 
die  elliptischen  Functionen  abgeleitet,   welche  den  von  Jacobi, 
Fundam.  nov.  §  18  ^o.  IG  bis  23  gegebenen  ähnlich  sind.    Die 
gewonnenen  Resultate  lassen  sich  auf  die  sphärische  Trigono- 
metrie anwenden  (cf.  Dur^ge,  Elliptische  Functionen  §31  ff.)  und 
geben  neue,  den  Gauss'schen  ähnliche  Formeln  ftlr  ein  sphäri- 
sc)ies  Dreieck.  M. 

J.  W,  L.  Glaishkr.      Systems    of  formulae  in   elliptic 

Functions.    Messenger  (2)  X.  104-111. 

Die  hier  gegebenen  Formeln  bilden  das  vollständige  System 
derjenigen  Gleichungen,  welche  einigen  der  Gruppen  entsprechen, 
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lie  sich  in  dem  IV.  Capitel  von  Cayley's  „Treatise  on  elliptic  func- 
ioos''  (1876)  and  in  Gudermann's  „Theorie  der  Modularfunctionen 
od  der  Modularintegrale^  (Grelle  J.  XVII.)  finden.  Es  werden 
ier  Werthe  ermittelt:  1)  für  sn'y,  cn*fi,  dn*ti,  ausgedruckt  durch 
a2tf,  dn2ti;  2)  fUr  sn(u+ti)  etc.  ausgedrückt  durch  snti,...,  sno,...; 
;)fllr  8n(fi+i/iQ,...,  8n(i«+itJP),...,  sn(M+^iSr-f  itJif'),-..  darch 
Ott,...,  4)  für  sn'(t«+.|Ä3,...,  sn\u+iiK%...,  Bn\u+\K+iilC)y.. 
loreh  sn2ti,  cn2ti,  dn2ti.    Z.B.: 

l--cn2ii        1      1  — dn^2w  l      ik"+*'cn2ii— dn2ii 


B  II  = 


l4-dn2ti  ""  Ä'     l  +  cn2ii   ""       &'  dn2tt  — cn2ii 

__        dn2ti  — cn2ti 

""  fc^'— *'cn2tt  +  dn2tt  * 

ibeDso  finden  sich  in  der  Arbeit  Formeln  für 

tnsgedr&ckt  durch  snti, ...,  und  für 

8n*(ti  +  i*'), ..-,  sn* (fi  +  4 tüT'), ...,  sn*(fi  +  4/if+4t/if'),  ••• 
iosgedrückt  durch  8n2ti,  cn2ti,  dn2u.  Glr.  (M.) 


J.  W.  L.  Glaishbr.     On  the  deduction  of  trigonometrical 
from  elliptic  function  formulae.    Rep.  Brit.  Abs.  ihso. 

Die  von  dem  Herrn  Verfasser  befolgte  Methode  besteht 
larin,  dass  die  elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  von  &*  ent- 
vrickelt,  und  dass  in  den  betreffenden  Relationen  die  Coefficienten 
ron  k%  k\  etc.  gleich  Null  gesetzt  werden.  Csy.  (M.) 


N.  M.  Ferrers.     Note  on  elliptic  Functions.    Messenger  (2) 
X.  102-ioa 

Die  Formeln 

L     /    .    \     /        \j  .  1    (l+*8n'w)(l+fcsn'c) 

Ä8n(ti+f>)sn(u— f?)+ I   =  H-   ^  — , — ,,  ^\  ^  , ^, 

^        ^     ^        '^—  —  1— Ä'sn'usn'p  ' 

iw    I    ^.  /        ^J_•7^  (fecn''ti-+-fÄ')(fccnV4-t*') 

^^^i-+-)^<-''-)±^  =     Wti^Xl-kn'.snV)    > 

iu(u+f»dniu^f>)+k!  =       (dn-i/±y)(dn'.^)_ 
werden  hergeleitet.  Glr.  (M.) 
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M.  M.  V.  WiLKiNSON.     An  elliptic  function  identity. 

Metsenger  (2)  X.  65. 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     On   some  elHptic  function   and  tn 

gonometrical   theorems.    Measenger  (2)  X.  92-97. 

J.  W.  L.  Gl  AISHER.     A  System  of  trigonometrical  for 

mulae.    Mestenger  (2)  X.  78-78. 

Schreibt  man  S^,  S„  ...  S^  für  siiil,  8n(fi— C),  ...  su(A-Bl 
so  dasB  die  Indices  1,  2 ,  ...  6  resp.  den  sechs  Argumenta 
i4,  ß— C,  fi,  C— i4,  C,  A—B  entsprecheo,  so  lauten  die  Identi 
täten  des  Herrn  Wilkinson: 

In  der  zweiten  Note  wird  bewiesen,  dass: 

S,S,S,{Sl  +  Sl  +  S])  +  S,S,S,(S\+S]  +  S]) 
+  SAS,(Sl  +  S]  +  Sl)  +  S,S,S,(Sl+S\+Sl)  =  0, 

und  werden  andere  ähnliche  Resultate  hergeleitet    Entsprechend« 

sn  A 
Formeln  existiren  für  T.,  T,,  etc.,   wo  T,  = j-,  etc.,  sowii 

trigonometrische  Theoreme,  die  aus  jenen  sich  ergeben  und  di( 
Functionen  5,  =  sin^l,  etc.,  t^  =  tg^l,  etc.  betreffen,  z.  B.: 

Die  dritte  Abhandlung  enthält  ähnliche  trigonometrische  Formeln 
in  denen  dieselben  Argumente  wie  in  den  anderen  beiden  Ar 
beiten  vorkommen.  Auch  diese  Formeln  werden  aus  entsprechen' 
den  flir  elliptische  Functionen  abgeleitet.  Es  wird  ein  STstem 
von  32  Formeln  gegeben,  wie  z.  B.  : 

*5(*I»4+V3)  +  *«(»I*S  +  V4)     =     0, 

und  32  andere,  wie 
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«sC'i^i  — V6)+«5(«,c,-Vi)  =  0 

rerden  aas  jenen  gefolgert.    Zugleich  mit  der  Herleitung  dieser 
'ormeln  werden  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  erörtert 

GIr.  (M.) 


L  W.  L.  Glaisher.     On   the  addition   equation   for  the 
third  elliptic  integral.    MeBseoger  (2)  x.  124-135 

Das  Additionstheorem    für   das   elliptische   Integral  dritter 
rattung  lautet 

il(ti,  d)  +  n(p,  ä)—n(u 4- 1?,  a)  =  ilogfl, 


ro 


^  __    1  — Ä'8nw.8nr.8na.sn(fi-f  t?  — o) 
~~    1  +fc'8nfi.8nü.8no.8n(ti-f  ©  +  o) 

^wei  andere  Formen  fttr  Q  wurden  von  Jacobi  in  seinen  Fun- 
iamenta  nova  gegeben.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält  eine  Zu- 
sammenstellung von  96  Ausdrücken  fttr  12,  in  deren  Zähler  die 
1  Argumente  t#,  ü,  o,  u+t?— o,  in  deren  Nenner  u^  t?,  a,  u-^-v-^-a 
rorkommen.     Z.  B.: 

^  __  dnti  dno  Ana  dn(u-[-v—a)— k^cnu  cno  cno  cn(ti+t?~a) 
~"  dnti  dn©dnodn(u-|-f?-[-o)— /r'cnucnt?  cnacD(ti+f?+a) 

_  {***  +  *•  cnficnf?cnacn(u4c— «)}  dn(w+o)dn(f?-f  «) 
"  {&"+*•  CUM  cnücnacn(M+f?+o)}  dn(M— o)dn(v— o) 

_    jsnti  snt;  — 8nasn(tf-|-c— a)|  8n(K-ffl)8n(t?+o) 

~^   |snti  8nf?-[-8na8n(u-|-t?  +  a)|  sn(ii— a)sn(f?  — o) 

_  |dni<dnr  — dnodn(fi+t>— o)j  sn(u  +  a)sn(ü  +  a) 

|dnii  dnc  — dnadn(ii-|-t?-|-a)|  8n(M-— a)8n(o— o) 

_  i^'snii  snt?— cnti  cnpdn/rdn(M4-P— g)l  du(u-\-a)  dn(v-\-d) 
~  [^"snM  sn©— cnii  cnc  dnodn(t/-|'r+a)|  dn(M— ajdn(o — d) 
_  cnii  cnc  — 8nii8ni?dnadn(u+v— a) 
~  cnii  cnc  —  snii  8nf)dnadn(ti+f5+a) 
_   {dnti  dng  +  /g*snu  snq  cnt?  ^^(u+v—a)]  dn(M-f  o) 
""   {dniidna  — Ä'sntisna  cnccn(fi+c+o)|  dn(u— a) 
_  {cnadn(u-^o~q)sntl-^cn(^-^t?-a)dnasnp{  cn(t?4^a)dn(ufa) 
"  {cnadn(tt+t?+o)8nu+cn(ti+!?  +  o)dnasno}cn(c-a)dn(ti-a) 
etc.  etc. 
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len  diese  Werthe  fDr  ii  discutirt,  und  einige  andere  | 
B  denep  die  acht  Grössen 

u,  V,  o,  B+o— a,  u+a,  o+a,  2a 
imente  auftreten.  GIr.  (H.) 


^RKENHiLL.    Integrals  expressed  by  inverse  elliptü 

tions.     Proc.  of  CiiDbr.  III.  361-372. 

e   ZusammeDetelluDg  von    ungefähr  40  Integralen,  dv 

iverse  elliptische  FunctioneD  ausgedrOckt  sind,  z.  B.: 

"^ =-^.rec.yjEI   i/lEli 

v—a)(x—b')(x—c')         ya—c  ''  *— 6  '    '  a — c>' 

((»>X>0). 

jultate  sind  gewonnen  aus  den  Werken  von  Legendre 
,  Klinigsberger  u.  a.  Glr.  (M.) 

SRMITE.      Siir   une   proposition  de    la   th^orie   de: 
tions  elliptiques.    C.  B.  XC.  io%-l09S. 

K'  *° 

=  r,  "^    .  H'=/'^^    "'^ 

•{       vi— ^'s'uV  /        yl— (l— *')8in*^ 

=  a+ßi,  ist  poaiÜT.  M. 


RBOUX.     Note  sur  deux  integrales  elliptiqiies  qni 
resentent  sous  forme  indätermiu^e.  M^m.  de  Bord,  i? 

73-376. 

ersten  Abschnitt  wird  ein  Nahernngswertb  fllr  das  ellip- 
Dtegral 


J        )/l— ft"8ii 


"sin^ 
Fall  gegeben,  wenn  der  Modul  k  sich  dem  Werthe  Null 
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nähert;  \w  zweiten  wird  der  Werth  des  Integrals  dritter  Gattung 

dn'a.du 


f 


sn'a .  cn'  a  ( 1  +  *'  tn"a .  sn*  ii) 

ermittelt,  der  dem  Werthe  üf'  des  Parameters  a  entsprieht. 

M. 


G.  Mittag -Leffler.      Sur     les    fonctions    doublemeut 
p^riodiqnes  de  secoiide  espfece.    c.  R.  xc.  177- 180. 

Herr  Hermite  hat  gezeigt,  dass  die  Function  F{x\  für  welche 
f  (x  4-  2Ä)  =  plF{x)  ,     F{x  4-  2i/f ')  =  y!  F(x) 

ist,  und  in  der  Umgebung  eines  Poles  a  die  Entwickelung 

F{a+e)  +  Ae-^  +  A^  De'^ -] h ^a©" «""'  +  * +  Ä»  «  +••• 

stattfindet,  dargestellt  werden  könne  durch  die  Formel: 
F(x)  =  SlAfix-a)  +  A,Df(x-a)  +  "'  +  AaD^fix-ä)], 

wo  die  Summe  alle  Pole  a  innerhalb  des  Periodenparallelogramms 
p  +  t^K+v>iK',    0^|<1,    ()<!?<  1, 

omfasst,  und  p  eine  Constante  ist.  Herr  Mittag-Leffler  beweist, 
dass  die  Entwickelung  dann  nicht  mehr  gültig  ist,  wenn  die  Cou- 
stanteu  fi,  fi'  von  der  Form 

sind,  und  giebt  eine  entsprechende  Darstellung  für  diesen  Aus- 
nahmefall. M. 


H.  J.  8.  Smith.      On    the  kind  of  periodicity  presented 
by  some  elHptic  functions.    Rep.  Brit.  Abb.  1880. 

Csy. 

J.  Parkas.     Sur   uiie   classe  de  deux  fonctions  double- 
ment  p^riodiques.    C  R.  xo.  12G9-1271. 

Im  Anschluss  an  die  Untersuchungen,  welche  der  Herr  Ver- 
taner in  seiner  Schrift:  „66n6ralisation  du  logarithme  et  de 
rexponentielle,"   Budapest  1879,    s.  F.  d.  M.  XL  281,  veröflFent- 
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licht  hat,  leitet  derselbe  das  AdditioQstheorem  fOr  die  FanetioMi 

Cx).  =  yl— ti,    wo  a;  =  /        , ,-  .= — ,  .  =^i 


u 
und 


^vf      yl— u  yl— ucos  a  yl — u  sinV 
her.  H. 


J.  Parkas.    Sur  les  fonctions  elliptiques.    c.  R.  xc.  i-ks  14:>4 

Aus  den  Formeln 

log[j^— 1 .  j;J,  =  }^— l.ama;, 

[V'— l.a?],  =  cnx+  j^—l.sna?, 

1— dna;  , Asna: 


werden  Theoreme  für  die  Addition  der  Argumente  in  den  FaiK 

1c  SU.  HD 

tionen  sna;,  cna;,  dna;  und  -^ =  bno?  hergeleitet 

M. 


J.  W.  L.  Gl  AISHER.     A  chapter  in  elliptic  functions, 

Quart.  J.  XVII.  50-65. 

Dieses  Capitel  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functiooei 
bezieht  sich  auf  die  Entwickelungen   der  Functionen  sni^  cn« 

doM,  ,  ,  -3 nach  den   g,    von  denen   die    dre 

snu        cnii  '     dnii  ^ 

ersten  die  wichtigeren  sind^  da  sie  auf  die  Function  Z(tf)  ftlhreo 

Die  Logarithmen  der  Producte  für  snu,  cnu,  dnu,  entwickelt  un< 

differentiirt^  ergeben  die  g-Iteihen  ftlr 

cnti  dn ti  snu  dnii  snu  cum 

snu       '  cnu        '  dnu        ' 

aber  nicht  für  die  einfachen  Functionen  snu,  cnti,  dnu.    Desfaall 
hat  der  Herr  Verfasser  sich  die  Aufgabe  gestellt,  die  f-Reihet 
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Ir  sDti,  cnti,  dntf  direct  ans  den  g-Producteu 

SDfi  =  -7r-2fl'*-8ma?-JI-; — zr^~i r— 7-  \ — ;^  1 

üc*     ^  l — 2g^*-^  CO8  2x  -f  ^*"-', ' 

CDU  ^  etc.,  da  =  etc. 

bzüleiten.  M. 


.  W.  L.  Glaisher.      Note   on    a  method  of  obtaining 
the  qf-formula  for  the  sine-amplitude  in  elliptic  fimc- 

tioDS.    Proc.  L.  M.  S   XI.  45'47. 

Eine  kurze  Methode,  mittels  der  die  Entwickelung  von  snu 
ach  q  aus  den  9-ProducteD  fttr  snti,  cnti,  dnti  hergeleitet  wer- 
en  kann,  wird  angedeutet.    Siehe  das  vorstehende  Referat 

M. 


).  Andre.      Ddveloppenients ,    par   rapport  au  modale, 
des  fonctions  elliptiques  il(a:),  /i{x)   et  de  leurs  puis- 

»auces.     Ann.  de  l'fic.  N.  (2)  IX.  107-11«. 

Beendigung  der  Untersuchungen  über  die  Entwickelungeu 
«r  elliptischen  Functionen,  welche  im  VI.  Bande  de  TEc.  Norm, 
«gönnen  wurden  (siehe  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  289),  und  deren 
tesdtate  zuerst  in  einer  Note  der  C.  R.  LXXXV.  78(5  (siehe 
MM.  IX.  1877.  p.  351)  mitgetheilt  wurden.  M. 


L).  BiERBNS  DE  Haan.     8ur  la  diff^rentiation  de  quelques 
integrales  elliptiques  par  rapport  au  inodule  ou  k  une 

foDCtion    du    module.     Arch.  Neerl    XV.  225-268. 

Siehe  F.  d.  M   X.  1878.  p.  303.  G. 


^*  Appell.      Integration    de    certaines   ^quations    diff^- 
rentielles  k  Taide  des  fonctions  0.    c.  B.  xo.  1207-1210. 

Aos  dem  Theorem   von  Riemann  ttber  die  NuUwerthe  der 
9-Fanctionen  mehrerer  Variabein  (Werke,  S.  198)  leitet  Herr  Appell 
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das  Resultat  her,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differeotid 
gleiehung 

{dxd^y  -  dy  d'x)  (aß'—ßo/y  = 
/{(arfy  —  cr'da;)  (A, rfy  —  ^,  dx)  (X^dy  — f4^dx)...{X^ dy  —  ft (ix)|, 
wo 

K  =  abn  —  ßOn,    fin  =  a'6„  — /J'o,,        (n  =  1,  2,  3,  4,  5) 

ist,  die  Form 

Q(x+A,  y+B)  =  0 

hat,   wo  A  und  B  Constante  sind  und  unter  Q{xj  y)  eine  m 
den  Normal-Perioden  der  Integrale 

{    im  {     mo 

gebildete  ©-Function  zu  verstehen  ist.     Dieses  Resultat  wird  ai 
6^-Functionen  beliebig  vieler  Variabein  ausgedehnt  IL 


J.   Thomae.      Convergenz   der  Thetareihen.    Schlomikii  l 

XXV.  43-44. 


Die  Riemann'sche  Methode  führt  die  Convergenz  der  meh 
fach  unendlichen  Thetareihen  auf  die  mehrfacher  bestimmter 
tegrale  zurttck.  Eine  zweite  Methode  besteht  darin,  dass  mi 
durch  Zerlegung  der  quadratischen  Form 

rC^ij  ^t»  •  •  •  ^z*/  ^^^  ^M  ^^ ''/"' ^ft^v 

in  eine  Summe  von  Quadraten  die  Reihe  mit  einem  Prodn 
von  p  einfach  unendlichen  Reihen  vergleicht,  deren  Terme  grO 
als  die  der  vorgelegten  Reihe  sind,  und  die  doch  convergi 
Eine  dritte  für  Vorlesungen  sehr  geeignete  Methode  hat  Bei 
Thomae  gefunden.  Sie  erlaubt  für  p  =  2  und  p  =  3  die  A 
Wendung  graphischer  Darstellung,  und  es  wird  direct  dieThet^ 
reihe  mit  einer  einfach  unendlichen  Reihe  verglichen.  In  yo\ 
liegender  Note  wird  der  Beweis  für  p  =  2  durchgeführt 
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F.  Klki N.     Zur  Theorie  der  elliptischen  Modulf unctionen. 

Clebsch  ADD.  XVII.  62-70. 

Ein  Abdruck  der  Note  in  den  Mttnch.  Ber.  1879,  s.  F.  d.  M. 
XI.  p.  300.  M. 


F.  Kl.bin.      On  the  transformation  of  elliptic  functions. 

Proc.  L.  M.  8.  XL  151-152. 

Einige  der  für  die  Transformation  ö**°,  7**'*  und  1 P»  Grades 
der  elliptiBcben  Functionen  früher  (Clebsch  Ann.  XIV.  und  XV., 
8.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  69,  XI.  1879.  p.  279,  299)  gefundenen 
Resultate  werden  hier  in  homogener  Form  dargestellt.         M. 


E.  MkISSEL.    Beiträge  zur  Sphärik.     Clebsch  Ann.  XVI.  529-532. 

Die  Ton  dem  Herrn  Verfasser  in  den  Astr.  Nachr.  XCI. 
So  2261,  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  794),  mitgetheilten  Reihen  für 
die  sechs  Elemente  des  sphärischen  Dreiecks  werden  hier  aus 
Reiben  hergeleitet,  welche  Jacobi,  Fundamen ta  Nova  p.  101 
and  102,  gegeben  hat.  Es  folgen  Anwendungen  elliptischer 
Transformationen  auf  die  Sphärik.  M. 

A.  Enneper.      üeber    eine    Gleichung  zwischen  TheUi- 

functionen.    Clebsch  Add.  XVII.  213-216. 

.  In  dieser  aus  den  Gott.  Nachr.  1878  abgedruckten  Note  wird 
eine  tou  Herrn  Hermite  (C.  R.  1877.  LXXXV.  731,  s.  F.  d.  M. 
IX.  p.  349)  mitgetheilte  und  zur  Integration  einer  Differential- 
gleichong  verwandte  bemerkenswerthe  Relation  zwischen  Theta- 
fiiDCtionen: 

-  y(^+y+Ä)^(rr)i»(y)^(»)  +  ^x+y+z)»'(x)9(y)&(^) 
+  »  (^+»+*)^«)*'(y)*(«)  +  ^Cx+y+z)&(ix)»{y)»X^') 

AUS  Jacobi's  Multiplicationstheorem  der  Thetafunctionen  herge- 
leitet, und  gezeigt,  wie  ähnliche  Relationen  sich  ergeben.  Als 
Folgerung  aus  obiger  Relation  ergiebt  sich  eine  der  von  Herrn 
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Hermite  (1.  c.  p.  824)  auf  anderem  Wege  gefundenen  Differential- 
gleiebongen.  Am  Schluss  wird  der  von  Hermite  (Astr.  Naebr. 
XGVI.  332)  mitgetheilte  Differentialquotient  von  sn  u  auf  einfache 
Weise  hergeleitet  und  in  Bezug  auf  die  Vorzeichen  der  Glieder 
der  rechten  Seite  berichtigt  M. 


David.     Sur  la  transformation  des  fonctions  0. 

Liouville  J.  (3)  VI.  187-214. 

Das  Problem  der  Transformation  der  Thetafunctionen  wurde 
im  Jahre  1858  in  Liouville  J.  von  Herrn  Hermite  gelöst,  der  eine 
die  vier  Functionen  ^  umfassende  Formel  gab.  Da  jede  inter- 
mediäre Function 

d.  h.  nach  der  Definition  von  Briot  und  Bouquet  solche,  deren 
Quotienten  doppelt-periodische  Functionen  geben,  sieb  durch  eine 
der  Functionen  &  ausdrücken  lässt,  so  ist  damit  das  Problem 
dieser  Transformation  in  theoretischer  Hinsicht  vollständig  gelöst. 
Herr  David  betrachtet  denselben  Gegenstand  von  etwas  allge- 
meinerem Gesichtspunkte  und  erhält  dadurch  einfachere  und 
symmetrischere  Formeln.   Er  giebt  nämlich  die  Summe  der  Reihe 

•  welche  für  AT  =  0  in  die  von  Herrn  Hermite  gegebene  übergeht 
und  Air  ein  grades  q  der  Gauss'schen  Reihe 

U  =    J!    e^   ^ 

analog  ist.  Auch  die  von  Lebesgue  (Liouville  J.  XII.)  eingefbfarte 
Reihe 

ü  =    j;   e  '    '    9 
ist  ein  specieller  Fall  der  obigen.  M. 


Capitel  2.    Besondere  Funetioneo.  367 

G.  Frobeniüs.      Zur   Theorie    der    Transformation    der 

Thetafunctionen.     Borcbardt  J.  LXXXIX.  40-46. 

Die  altemirende  bilineare  Form  von  der  Determinante  1 

welche  in  der  Theorie  der  Transformation  der  Thetafunctionen 
in  sich  selbst,  multiplicirt  mit  einer  ganzen  Zahl  n,  ttbergenihrt 
werden  muss  (s.  Weber,  Brioschi  Ann.  (2)  IX.  126,  s.  F.  d.  M.  XL 
1879  p.  328),  wird  durch  die  symbolische  Gleichung 

JÜJA  =  nJ 

definirt,  wo 

/  =  2iaßx„yß 
imd  A'  die  conjugirte  Form  von  A  ist  (s.  des  Verfassers  Arbeit 
Ober  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen  (Borcbardt  J. 
LXXXIV.  1,  siehe  F.  d.  M.  IX.  18T7.  p.  85.).    Ist 

1 

80  ist 

r  =  -£,    /*  =  B,    /*  =  J-i  =.^J  =  Jf. 

Der  Herr  Verfasser  zeigt  nun,  dass  zur  Construction  ganzzahliger 
Systeme  Aj  deren  CoeflScienten  den  letzten  Gleichungen  genügen, 
sich  eine  von  ihm  in  seiner  „Theorie  der  linearea  Formen  mit 
ganzen  Coefficienten''  (Borcbardt  J.  LXXXVI.  146,  s.  F.  d.  M.  X. 
1878.  p.  79)  zur  Ermittelung  von  unimodularen  Determinanten 
benutzte  Methode  übertragen  lässt  Diese  Methode  ist  zuerst  von 
Gauss  (Disqu.  arithm.  §  279)  gegeben  worden  und  beruht  auf 
der  succeasiven  simultanen  Bestimmung  zweier  reciproker  Deter- 
minanten. M. 


F.  Klein.     Ueber  gewisse  Theilwerthe  der  0-Functionen. 

Gebsch  Add.  XVIL  565-574. 

Die  von  dem  Herrn  Verfasser  bei  seiner  Untersuchung  tlber 
die  Transformation  fünfter,  siebenter  und  elfter  Ordnung  der 
elliptischen  Functionen  (Glebsch  Ann.  XIV.  und  XV.)  als  geeignete 
Moduln  benutzten  Systeme  von  Verbältnisgrössen  wurden  durch 
geometrisch -functionentheoretische  Methoden  ihrer  Existenz  und 
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Eigenart  nach  behandelt.  Im  Vorliegenden  werden  nun  diese 
Verhältnisgrössen  in  unmittelbaren  Zusammenhang  mit  der  ge- 
wöhnlichen Theorie  der  ^Functionen  gebracht,  und  sie  ergeben 
sich  als  gradezu  gewissen  Theilwerthen  der  Function  &^  (a:,  e^*^) 
proportional.  Aus  den  gewöhnlichen  Reihenentwickelungen  der 
Thetafunctionen  werden  dann  auf  leichte  Weise  für  ein  beliebiges 
ungrades  n  Resultate  abgeleitet,  welche  die  in  den  oben  genannteo 
Untersuchungen  gefundenen  Resultate  als  specielle  Fälle  enthalten. 

M. 


Elliot.      Gdn^ralisatioii    de    deux    th^orfemes    sur    les 

fonctions  0.    C.  R.  XC.  352-354. 

In  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  von  Clebsch  und 
Gordan  ist  ein  sogenanntes  eiweitertes  Umkehrproblem  behandelt, 
in  dem  ausser  den  Summen  für  die  p  Integrale  1^^'  Gattung  noch 
solche  für  q  Integrale  3^^  Gattung  auftreten.  Die  Losung  dieses 
Problems  filhrt  auf  eine  mit  &^^  bezeichnete  Function,  die  sich 
als  Summe  einer  Reihe  von  Gliedern  darstellt,  jedes  Glied  ge- 
bildet als  Product  aus  einer  gewöhnlichen  ©-Function  und  einer 
Exponentialfunction,  deren  Exponent  Integrale  3^  Gattung  ent- 
hält. Auf  diese  Function  &  dehnt  der  Verfasser  die  beiden 
Theoreme  von  Riemann  über  die  gewöhnlichen  @- Functionen 
aus,  welche  die  Zahl  und  Lage  der  Nullpunkte  einer  ©-Function 
bestimmen  und  bei  Riemann  die  Grundlage  für  die  Lösung  des 
Umkehrproblems  bilden.  Die  Behandlung  schliesst  sich  an  Briet, 
„Thöorie  des  fonctions  Aböliennes*^  (Paris  1879)  an.  Bezeidinet 
man  durch  ti,-  (i  =  1,  2,  ...p)  die  p  Normalintegrale  1^  Gattung, 
durch  f>k  (k  =  1, 2, ...  7)  q  Normalintegrale  3^'  Gattung,  alle  mit 
derselben  oberen  Grenze  (xy),  so  lauten  die  beiden  Theoreme: 

1)  Die  Function 

hat  (p  +  q)  Nullpunkte 

2)  Diese  (p+q)  Nullpunkte  genügen  den  Gleichungen 
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2:    Ui{xnyH^  -  Gi  =  Ci    (t  =1,2,. ..  p), 

2:    M^hf/hJ  —  Qk  -  Ck     (*  =  1,2, ...  q)j 

WO  Ci  und  Cik  von  den  Gi  und  ^j^  unabhängige  Constante  sind. 

H.  St. 


Elliot.   Sur  le  problfeme  de  rinversioü.    CR.  xc.  1466-1468. 

In  einer  früheren  Note  (CR.  XC.  352,  8.d.  vorgehende  Referat) 
hat  der  Herr  Verfasser  zwei  Eigenschaften  der  Functionen  6(v)  ent- 
wickelt, in  denen  p  AbeVsche  Nornialintegrale  erster  Gattung  und 
q  Nornialintegrale  dritter  Gattung  auftreten.  Ersetzt  man  diese 
Integrale  durch  willkürliche  Grössen,  so  wird  3^^)  eine  Function 
von  p  +  q  unabhängigen  Variabein.  Im  Vorliegenden  wird  ge- 
zeigt, wie  man  mit  Hülfe  dieser  Functionen  Q^^^  nach  Riemann'- 
seher  Methode  ein  System  Aberscher  Differentialgleichungen,  die 
aaflotegrale  dritter  Gattung  ausgedehnt  werden,  integriren  kann. 
Auf  ganz  anderem  Wege  ist  dieses  Problem  bekanntlich  von 
Clebsch  und  Gordan  (Theorie  der  AbeFschen  Functionen)  gelöst 
worden.  M. 


K.  ScHWBRiNG.  üeber  eine  Art  Curven,  deren  Bogen 
durch  ein  elliptisches  oder  hyperelliptisches  Integral 
erster  Gattnng  ausgedrückt  wird.  Schlömilch  z.  XXV.  234-243. 

Der  Herr  Verfasser  wendet  seine  in  der  Arbeit  über  eine 
eigenthümlicbe  Deformation  der  Kegelschnitte  (Schlömilch  Z. 
XXV.  25,  s.  Abschn.  IX.  Cap.  3.  C.)  benutzten  Methoden  auf  die 
TOD  Herrn  Kiepert  (Borchardt  J.  LXXIX.  304,  s.  F.  d.  M.  VU.  1875. 
p.  281)  untersuchten  Curven  mit  elliptischem  Bogeniutegral  an. 
Es  gelingt,  in  dem  ersten  Hauptfalle  die  allgemeinen  Formen  der- 
selben aufzufinden.  Nachdem  die  Fälle  n  =  5  und  n  =  7  durch- 
gefbbrt  sind,  wird  ein  gradzahliges  n  betrachtet.  Zum  Schlüsse 
werden  die  Methoden   auf  hyperelliptische  Integrale  angewendet. 

M. 

^uruchr.  a.  Math.  Xll.  I.  24 
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6.  Darboüx.     8ur  leg  polygones  inscrits  k  une  conique 
et  circonscrits  k  une  autre  conique.    c.  R.  xo.  85-87. 

Einfacher  Beweis  des  Satzes :  „So  oft  ein  Polygon  n^  Ord- 
nung existirt,  das  einem  Kegelschnitte  eingesehrieben  und  einem 
anderen  umschrieben  ist,  kann  man  eine  rationale  Transformation 
n^r  Ordnung  eines  elliptischen  Integrals  in  ein  anderes  erhalten; 
und  umgekehrt. ""  H. 


Ch.  Hbrmitb.     Sur  quelques  applications  des  fonctions 

elliptiques.    0.  R.  XO.  IO6-II2,  2OI.2O8,  478-483,  643-649,  761-767. 

Fortsetzungen  der  Abhandlungen  in  den  fünf  letzten  Bänden 
der  C.  R.  (s.  F.  d.  M.  IX.  1877.  349).  Die  vorliegenden  Para- 
graphen stehen  in  Beziehung  zu  den  wichtigen  Entdeckungen  des 
Herrn  Fuchs  über  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedin- 
gungen, damit  das  vollständige  Integral  einer  linearen  Differen- 
tialgleichung eine  eindeutige  Function  der  Variabein  sei.  Diese 
Bedingungen  werden  angewendet  auf  das  vollständige  Integr^ 
der  Differentialgleichung 

«"-  r — + — 1  ü' 

^       Lsnu.sn(ti— a)      sni«.  sn(ti— 6)J^ 

'  L  8nti.sn(ti  — a)  sni<.sn(ti— 6)  sn'(a— 0)  J* 
Alsdann  wird  der  von  Herrn  Picard  (C.  R.  LXXXIX.  p.  140,  siebe 
F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  241)  gefundene  Satz  bewiesen,  dass  dieses 
Integral  durch  zwei  doppelt-periodische  Functionen  2^'  Gattung 
ausgedruckt  werden  kann.  Im  Folgenden  wird  diese  Theorie 
angewendet  auf  die  Bestimmung  der  Gleichgewichtsfigur  einer 
elastischen  Feder,  die  beliebigen  Kräften  unterworfen  ist  Den 
Schluss  bildet  die  Behandlung  des  Falles  n  =  2  (siehe  F.  d.  M. 
IX.  1877.  p.  351).  M. 

L.  Königsberger.  Ueber  die  Reduetion  Aberscher  In- 
tegrale auf  niedere  Integralformen,  speciell  auf  ellip- 
tische  Integrale.     BorcbardtJ.  LXXXIX.  89-126. 
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Sind  y^^  Vv^'t/n  '<  algebraische  Functionen  von  x,  welche 
durch  fi  algebraische  Gleichungen  von  der  Form 

definirt  werden,  deren  Coeffieienten  rationale  Functionen  von  x 
find,  so  wird  als  allgemeinster  zwischen  Aberschen  Integralen 
bestehender  Zusammenhang  eine  Gleichung  von  der  Form 

f''^ti^,yi)äx+y'F,(x,y,)  dx  +  *"+y''FnCx,yn)dx=^  u 

erwiesen,  worin  u  eine  aus  den  Grössen  x,,  x^,...Xn  algebraisch 
nsammengesetzte  Function  bedeutet  und  die  Grössen  x,,  a;,, . ..  x^ 
?on  einander  unabhängig,  aber  x^+ii  Xm^i^^^-Xn  yon  dieser  ab- 
hängig sind.  Durch  ZürUckftlhrung  der  allgemeinen  algebraischen 
Beziebangen  zwischen  den  Variabein  auf  rationale  lässt  sich  nun 
jene  allgemeine  Relation  vereinfachen  und  weiter  untersuchen. 
Transformirt  man  die  obige  Relation  in  die  Form 

f"  F,  (x,  y, )  dx  +y* "  F,  [X,  yj  dx  + . . .  +y "  jF„.(x,  y,„)  dx 

F„,^  i  (x,  y,«+i)  dx J      Fn  (x, y«)  dx  +  m, 

80  gehört  jeder  Art  von  AbeFschen  Integralen  der  rechten  Seite 
ein  System  von  Integralen  erster  Gattung  zu,  deren  Anzahl  durch 
die  den  Integralen  zukommende  charakteristische  Zahl  q  bestimmt 
wird,  deren  Summe  gleich  einem  Integrale  erster  Gattung  ist, 
welches  einem  der  auf  der  linken  Seite  der  Transformations- 
gleichnng  befindlichen  Aberschen  Integrale  zugehört,  und  deren 
Grenzen  die  Lösungen  einer  algebraischen  Gleichung 

sind,  während  die  diesen  Grenzen  zugehörigen  algebraischen 
Irrationalitäten  rational  durch  die  zugehörige  Lösung  dieser  alge- 
braischen Gleichung  und  x.,  T,  ausdrttckbar  sind.  Dadurch  ist 
die  Frage  der  allgemeinen  Reduction  AbeFscher  Integrale  auf 
elliptische  Integrale  und  algebraisch-logarithmische  Functionen 
auf  die  Frage  der  Reduction  eines  Aberschen  Integrales  erster 
Gattung  auf  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  zurQckge- 
geführt.    Bei  der  nun  folgenden  Behandlung  dieses  so  reducirten 

24* 
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Problems  ergeben  sieb  bemerkenswertbe  BeziehuDgen  za  Sfttzen 
Qber  die  Form  der  Entwickelung  der  algebraiscfaeo  FunctioneD 
um  deren  Verzweigungspunkte  herum  und  zu  den  Fundamental- 
gätzen der  Kreistheilung.  M. 


J.  Ptaszycki.     Extrait   d'uue  lettre  k  M.  C.  Neumann. 

Clebsch  AoD.  XYI.  264-266. 

Es  wird  ein  Integral  aufgestellt,  das  sieh,  widerspreehend 
den  von  Herrn  Königsberger  für  die  Redueirbarkeit  hypereliip- 
tischer  Integrale  auf  algebraisch  •logarithmiscbe  Functionen  gege- 
benen Regeln  (siehe  Clebsch  Ann.  XI.  119,  s.  F.  d.  M.  IX.  1877. 
p.  358),  durch  Logarithmen  ausdrücken  lässt.  M. 


H.  Hkttner.  lieber  die  Reduetion  der  Integrale  einer 
besonderen  Classe  von  algebraischen  Differentialen 
auf  die  hyperelliptischen  Integrale.    Dies.  Berlin.  1877. 

Das  durch  die  irreducible  algebraische  Gleichung  JP(ar,  y)  =  0 
definirte  algebraische  Gebilde  habe  den  Rang  q]  ferner  sei 
H(xy,x*y*)  eine  rationale  Function  des  Paares  {xy\  die  an  den 
Q  beliebig  gewählten  festen  Stellen  ia^b^\=t,...^  und  der  variabeln 
Stelle  (x' y')  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werde  und  an 
der  vorgeschriebenen  Stelle  (a„  \)  verschwinde,  und  in  deren 
Entwickelung  nach  Potenzen  von  (x  —  x')  der  CoefGcient  von 
(a?  — x')-'  gleich  — -  1  sei.  Alsdann  lassen  sich  durch  die  Ent- 
Wickelungen 

(a  =  1,  2,...^) 

Q  rationale  von  einander  linear  unabhängige  Functionen  H(xy)a 
und  ebensolche  H'(xy)a  deiiniren,  und  die  Integrale 

J  U(xy)adx,  J  W{xy\dx        (a  =  1,  2, . . .  p) 
und 


/  E{x'y'xy\dx 
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sind  die  q  Normalintegrale  l'^'  und  2^'  und  das  Normalintegral 
3**^  Gattung.  Führt  man  statt  x,  y  zwei  neue  Variable  §,  ij  so 
ein,  dass  sowohl  x  und  y  rationale  Functionen  von  $,  tjj  als 
auch  umgekehrt  $,17  rationale  Functionen  von  x,y  sind,  so  hat 
die  transformirte  Gleichung  denselben  Rang  wie  F(x,y)  =  0. 
ist  ^  >>  2,  so  lässt  sich  die  Gleichung  nur  in  besonderen  Fällen 
auf  die  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  zu  Grunde 
liegende  Gleichung 

durch  eine  eindeutige  Transformation  zurttckfUhren.  Der  Herr 
Verfasser  berechnet  nun  allgemein  den  Rang  q  für  das  durch 
die  Gleichung 

F(ix)y*+Gix)y'+H{x)==0 

definirte  algebraische  Gebilde,  worin  F(x),  G(x),  H(x)  ganze  ra- 
tionale Functionen  von  beliebig  hohem  Grade  bedeuten.  Nun 
wird  jene  Gleichung  durch  eine  eindeutige  Substitution  so  trans- 
formirt,  dass  sie  im  Unendlichen  regulär  ist,  und  es  werden  für 
die  so  transformirte  Gleichung  die  q  Functionen  H{xy\  allgemein 
hergestellt  Alsdann  werden  für  ^  =  1  und  ^  =  2  alle  Glei- 
chungen, und  fttr  ein  beliebiges  q  eine  bestimmte  Gattung  von 
Gleichungen  in  die  Normalform 

durch  eine  eindeutige  Transformation  fibergefllhrt.  In  all  diesen 
Fällen  lassen  sich  dann  die  Integrale  der  aus  der  Gleichung 

F{x)y'  +  G(x)y'^H{x)  =  0 
entspringenden   algebraischen   Differentiale    unmittelbar  auf  die 
byperelliptischen  Integrale  reduciren.  M. 


G.  Hettner,    Zur  Theorie  des  arithmetiscli-geometrisclien 
Mittels  aus  vier  Elementen.    BorchardtJ.  LXXXIX.  221-246. 

Der  Herr  Verfasser  gelangt  auf  einem  Wege,  der  von  dem 
von  Borchardt  eingeschlagenen  abweicht,  zur  Ermittelung  des 
Grenzwerthes  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus  vier 
Elementen  (Siehe  wegen  der  Bezeichnungen   das  Referat  tlber 
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die  Borchardt'sche  Fundamentalarbeit  F.  d.  M.  VIII.  1876,  p.3od 
Es  wird  bewiesen,  dass,  wenn  die  Grössen  a^,a^,a^,a^  aas  de 
Gleichungen 

^   acV  .  ccV  ^acV  ^  b^&c^ 

^  =  (abceb'c'e'b"&'e"i' 
und  ßojßijßtjßs  äus  den  analogen  Gleichungen 

ßo-8—j^^  /^t-<J-^^,  A-<J-^|-,  ^^-^—^^ 

bestimmt  werden,  in  denen  d  eine  willkttrliche  positive  Crr5i^ 
bedeutet  und  6',,  c',, ...  c','  in  derselben  Weise  von  «,,&,,  c,,  e^  a^ 
hängen,  wie  &',  c/, . . .  e''  von  a,  6,  c,  e,  die  IntegralgleichoDg 

besteht,  wo 

R{x)  =  (ar~-fltj  (a;-a,)  (x-a,)  (x-a,)^ 

ist,  dass  also  die  Determinante  w,,  w^,  —  cö,j  oi,,,  wo 

..     7ä^'   ""-/   7^' 

bei  dem  Uebergang  von  den  ursprünglichen  Elementen  a,  fr,  c 
zu  den  transformirten  Elementen  a^,  bp  c,,  e^  ihrem  Werthe  nae 
ungeändert  bleibt.  Der  Grenzwerth  g  wird  dann  aus  der  Glei 
chung  (J)  durch  n-malige  Wiederholung  der  Transformation  um 
durch  den  Uebergang  zur  Grenze  für  n  =  oc  erhalten. 


W.  R.  Roberts.     On   the  periods  of  the  first  class  i^ 
hyperelliptic  Integrals.    Rep.  Brit.  Aee.  1880. 
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Mit  Httlfe  der  neueren  Metboden  der  Theorie  complexer  Va- 
iabeln  werden  die  Perioden  der  hyperelliptischen  Integrale  unter- 
ucht  Csy.  (M.) 


tf.  Krause,     üeber  die  Transformation  fünften  Grades 
der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung. 

Clebeefa  Ann.  XVI.  83-88. 

Die  Gmndzflge  der  Transformation  der  hyperelliptiscben 
Tonctionen  erster  Ordnung  sind  in  den  Arbeiten  Hermite's  über 
iie  Transformation  der  AbeVschen  Functionen  (C.  R.  XL.  1855) 
)ereits  enthalten.  Von  Weber  und  Königsberger  besonders  sind 
lann  die  Transformationen  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades 
ntsfdhrlich  behandelt  worden  (Borchardt  J.  LXXIV.  (s.  F.  d.  M.  III. 
1871.  p.  216),  LXVII).  Im  Vorliegenden  werden  die  analogen 
Dntersnchungen  fttr  die  Transformation  fünften  Grades  durch- 
jefthrt  M. 

M.   Krause,      üeber    die    lineare    Transformation    der 
hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung. 

Clebsch  Ann.  XVn.  435-447. 

Zweck  der  Arbeit  ist,  die  in  theoretischer  Hinsicht  vollständig 
entwickelte  Theorie  der  linearen  Transformation  der  hyperellip- 
tiscben Functionen  erster  Ordnung  soweit  auszubilden,  wie  es 
die  entsprechende  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bereits  ist, 
QiD  die  Anwendungen  ohne  Schwierigkeiten  zu  ermöglichen.  Die 
Methode  beruht  auf  der  Zusammensetzung  der  allgemeinen  li- 
Bearen  Transformationen  aus  solchen  einfachster  Art,  fttr  welche 
das  Problem  als  gelöst  angenommen  werden  kann.  Der 
TOB  Herrn  Kronecker  herrührende  Oedanke  einer  derartigen  Zu- 
sammensetzung von  Determinanten  ist  bereits  von  Clebsch  und 
Crordao  (Theorie  der  AbeVschen  Functionen)  speciell  für  die 
liyperelliptischen  Functionen  verwerthet  worden;  doch  wird  hier 
die  Untersuchung  noch  weiter  geführt,  ähnlich  wie  Herr  Schläfli 
(Borchardt  J.  LXXII.  360,  s.  F.  d.  M.  II.  1870.  p.  238-)  die  Trans- 
fonnation  der  elliptischen  Functionen  ausgebildet  hat       M. 
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M.  Kraüsb.     üeber  die  Multiplication  der  hyperellipti- 
schen  Functionen   erster   Ordnung.     Glebsch  ado.  xvn. 

448-465. 

Als  Ausgangspunkt  fUr  die  Multiplication  der  byperellip- 
tischen  Functionen  wird  hier  das  Additionstbeorem  derselben  ge- 
nommen. Femer  wird  mit  Hülfe  der  in  der  obigen  Arbeit  ent- 
wickelten linearen  Transformation  und  der  Substitution  von  balbeo 
Perioden  eine  Reihe  von  Coefficienten-Relationen  entwickelt 

M. 


H.  Stahl.   Zur  Lösung  des  Jacobi'schen  ümkehrproblems. 

Borchardt  J.  LXXXIX.  170-184. 

In  seiner  Theorie  der  Aberschen  Functionen  hat  Riemann 
(Ges.  Werke,  herausgegeben  von  H.  Weber  p.  133)  das  in  den 
Gleichungen 

F*  =  2;.  /      duu  (t,  ft=  1, 2.../I) 

enthaltene  Jacobi*sche  Umkehrproblem  dahin  formulirt,  einfache 
^•Quotienten  mit  den  Argumenten  o,,  o, ...  Cp,  vermehrt  um  Bruch- 
theile  von  Periodensystemen  mit  dem  Nenner  m,  algebraisch  und 
symmetrisch  durch  die  Coordinaten  (5«  3,)  der  oberen  Grenzen 
darzustellen.  Die  Darstellung  selber  durch  m^  Wurzeln  aus  ra- 
tionalen und  symmetrischen  Functionen  der  (si  z,)  wird  nur  an- 
gedeutet Für  hyperelliptische  Integrale  und  den  Nenner  m  =  2 
war  diese  Darstellung  bereits  früher  von  Herrn  Weierstrass 
(Borchardt  J.  XLVII  und  LIl;  vgl.  Königsberger  ^  Borchardt  J. 
LXIV  p.  21)  in  einer  sehr  einfachen  Form  ausgeführt  Die  ?or- 
liegende  Abhandlung  giebt,  gestützt  auf  eine  Bemerkung  in  Rie- 
mann^s  Nachlass  (1.  c.  p.  135),  eine  Lösung  des  angegebenen 
Riemann'schen  Problems,  die  den  Endgleichungen  von  Herrn 
Weierstrass  genau  entspricht.  Es  sei  eine  algebraische  Curve 
f(x)=zO  vom  Geschlecht  p  gegeben ;  die  p  zugehörigen  Normal- 
Integrale  V^^  Gattung  /    duk  mit   beliebigem   Anfangspunkte  o 
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seien  bezeichnet   durch  m«  und  die  p  Nullpunkte  von  ^(uO  mit 

a,,  a,, . . .  Op.    Ferner  sei 

,  p 

i 
etD   Periodensystem,    in    welchem    man    den     ganzen    Zahlen 
(r,,.^rp,  ri,...rp)  der  Characteristik  (r)  alle  Werthe  0,  1,..., »»— 1 

beilegen    kann.      Die  p  Nullpunkte  von    ^fii* -\    seien 

aSf^^  a<p . . .  Op^.  Dies  Punktsystem  ist  algebraisch  so  definirt : 
Legt  man  durch  die  Doppelpunkte  von  f(x)  =  0  eine  Curve 
V,(«)  =  0,  welche  f  in  den  p  Punkten  a,  je  (m—  l)-punktig  be- 
rfihrt,  und  legt  man  durch  die  flbrigen  Schnittpunkte  von  f  und  H^^ 
and  wiederum  durch  die  Doppelpunkte  von  f  das  System  von 
«>  Curven,  deren  jede  ebenfalls  f  in  p  Punkten  je  (m— l)-punktig 
berührt,  so  entsprechen  diese  m^^  Curven  ^f{x)  =  0  eindeutig 
den  m^'*  Charakteristiken  (r)  oder  den  m^^  Periodensystemen  A;  die 
Curve  Vo  der  Charakteristik  0.  Die  Curven  H'r  und  ihre  Zuord- 
nung zu  den  Charakteristiken  (r)  wird  als  bekannt  vorausgesetzt. 
Bezeichnet  {q)    eine    zweite   Charakteristik,    P  das   zugehörige 

Periodensystem  und  aKV-'^^^^  ^^^  Berührungspunkte  der  zu- 
gehörigen Curve  Vq{x)  =  0,  so  hat  man  nach  Kiemann 


-2i  "" 


m  m 


1      Wl 


Ersetzt   man  in  der   linken  Seite  dieser  Gleichung  die  ein- 
beben Integrale  Uk  durch  die  Integralsumme 

^k  =  2i   I       dut    {k  =  1,  2,...p), 
«I 

80  handelt  es  sich  uro  die  algebraische  und  symmetrische  Dar- 
stellung des  so  entstehenden  ^Quotienten  durch  die  Coordinaten 
der  oberen  Grenzen  x^  x^^,,.Xp,  Hierzu  bezeichne  man  das 
zur  Charakteristik    (r-f^)    gehörige    System    von    Bertthrungs- 
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punkten  mit  a,,  a,,  ...Op,  lege  ferner  durch  die  Doppelpunkte 
von  f  und  die  p  Punkte  Oi  eine  Curve  Xot  did  /*  noch  in  doi 
p  Punkten  a,  einfach  bertlhrt,  lege  endlich  durch  die  übrigen 
Schnittpunkte  von  x«  ^^^  f  ^^^  wiederum  durch  die  Doppelpunkte 
ron  f  zwei  Curven   von   derselben    Ordnung  wie  j^,   die  erste 

%r  (Xy  xi,  Oi"^)    durch   die    2 p  Punkte  Xi    und   af^    die    zweite 

X^  (x,  Xi^  a\^^)  durch  die  2p  Punkte  xi  und  a\^\  so  erhält  man 
die  Lösung  des  ümkehrproblems  in  der  Form 


^(«-^)  * 


1      m 


«  V        —2^—=^ 


^C'^*--^)  *     ' 


WO  ^  eine  von  den  Punkten  x,  xi  unabhängige  Constante  ist  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Einfahrung  der  Punktsysteme 
(a,  a^  und  (a,  a^  an  Stelle  der  (x^  x^  ein  algebraischer  Aus- 
druck ftlr  A*  und  den  ^-Quotienten 


<-^)-<^y 


Hier  ist  eine  Bemerkung  zu  berichtigen.  Seite  184  heisst  es: 
„die  vorstehende  Bestimmung  passt  nicht  mehr,  wenn  die  Cha- 
rakteristik (^,  q')  =  (0,0)  ist,  was  damit  zusammenhängt,  dass 
wir  grade  die  Berührungspunkte  der  Curve  ^^  zu  unteren  Grenzen 
des  ümkehrproblems  gewählt  haben.  Man  erhält  indess  alge- 
braische  Ausdrücke  ftir  ^-Quotienten  der  obigen  Form,  in  wel- 
cher &  (0)  auftritt,  wenn  man  die  Berührungspunkte  einer  anderen 
Curve  aus  dem  System  der  V  zu  unteren  Grenzen  des  Ümkehr- 
problems nimmt^  Dies  ist  falsch;  es  handelt  sich  vielmehr  um 
die  Werthbestimmung  des  Quotienten 

Xo(a?,  Xi,  ai) 


m 


yy.Ca').yo(^,).-.'f.(%) 
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filr  X,  =  a,  ,...a-p  =  ap,  ftlr  welches  Punktsystem  Zähler  und 
Nenner  dieses  Quotienten  in  gleicher  Ordnung  verschwinden. 
Ausserdem  ist  Seite  181  ein  Druckfehler  zu  verbessern.  Die 
Gleiehnngen  (12)  daselbst  müssen  lauten 

und  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11) 

j         ^  JL  "  0      I  "  *  •      P 

H.  St. 


Appell.     Sur  les  fonctions  de  deux  variables  k  trois  ou 
quatre  paires  de  p^riodes.    C.  R.  XC.  174-176. 

Der  Verfasser  baut  aus  Exponentialfunctionen  und  ^-Func- 
tionen je  einer  Variablen  eindeutige  Functionen  von  zwei  Variablen 
auf,  die  drei  resp.  vier  Paare  von  Perioden  haben,  und  bespricht 
die  algebraischen  Beziehungen  zwischen  denselben.  Speciellere 
Functionen  dieser  Art  hat  bereits  Rosenhain  untersucht  (cf.  Aca- 
demie  des  Sciences,  Savants  ötrangers.  1851).  H.  St. 


G.  Pick  und  M.  Ungar.     Grundzüge  einer  Theorie  von 
einer  Classe  Aberscher  Integrale.  Wien.  Ber.  1880.  893-930. 

Die  Verfasser  untersuchen  hier  diejenigen  Aberschen  Inte- 
grale, deren  Irrationalitäten  durch  die  binomische  Gleichung 

y"'  —  (»"«,)"•'  (ä— a,)"**  . . .  (a  -  Op)'"?  ==  0 

gegeben  sind.  In  Nr.  I  werden  die  Integrale  P'  Gattung  und 
die  Integrale  2^'  und  3*"  Gattung  mit  vorgegebenen  Unstetig- 
keitspnnkten  hergestellt,  in  Nr.  II  ein  beliebig  vorgelegtes  bino- 
misches Integral  in  Integrale  der  drei  Gattungen  und  algebraische 
Bestandtheile  zerlegt  Nr.  III  behandelt  nach  der  von  Abel 
(Prfeis  d'une  thöorie  des  fonctions  elliptiques  Oeuvr.  compl.  1. 1) 
fbr  die  elliptischen  Integrale  angegebenen  und  von  Königsberger 
in  mehreren  Arbeiten    auf  die  hyperelliptischen  Integrale  ange- 
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wandten  Methode  das  Transforraationspröblem ,  d.  h.  die  Frag^ 
welche  algebraische  Relationen  zwischen  den  binomischen  Ii^ 
tegralen  bestehen  können,  wenn  die  oberen  Grenzen  derselbej 
algebraisch  zusammenhängen.  In  Nr.  IV  endlich  wird  als  sp^ 
cieller  Fall  des  vorigen  die  Möglichkeit  der  Reduction  eines  b^ 
nomischen  Integrals  auf  algebraische  Functionen  und  Logarithme| 
behandelt.  U.  St 


A.  Cayley.     A  memoir  on  the  single  and  double  theta^ 

functions.    Phil.  Traoe.  CLXXI.  897-1002. 

•  I 

Obwohl  die  Thetafunctionen  historisch  sich  aus  den  ellipl 
tischen  Functionen  entwickelt  haben,  so  gehen  sie  doch  naoi 
dem  einfachen  Entwickelungsgange  diesen  vorauf  und  sind  in  di 
recter  Verbindung  mit  der  Exponentialfunction  e*  oder  exp.  x. 
Denn  jede  von  ihnen  wird  als  Summe  einer  Reihe  von  Esponeoi 
tialfunctionen  definirt,  die  einfach  unendlich  in  Hinsicht  auf  die 
einzelnen  Functionen,  doppelt  unendlich  in  Hinsicht  auf  die  dop- 
pelten Functionen,  und  so  fort.  Die  Anzahl  der  p-fachen  Func- 
tionen ist  =  4P,  und  die  Quotienten  derselben,  oder  alle  ausser 
einer  dividirt  durch  diese  übrig  bleibende  Function  sind  die 
AbeFschen  Functionen  von  p  Argumenten ,  die  von  der  irratio- 
nalen Function  y  abhängen,  welche  durch  die  Gleichung  F(Xjy)  =  0 
der  Gurve  vom  Geschlechte  p  definirt  ist.  Wenn  wir,  anstatt  die 
Verhältnisse  der  Functionen  mit  einer  ebenen  Curve  in  Verbin- 
dung zu  setzen,  die  Functionen  selbst  als  die  Goordinaten  eines 
Punktes  in  einem  (4'' —  l)-dimensionalen  Räume  ansehen, 
dann  haben  wir  die  einfachen  Functionen  als  die  vier  Goor- 
dinaten eines  Punktes  in  einer  Gurve  4^^  Ordnung  (ein  ein- 
facher Ort)  in  dem  gewöhnlichen  Räume  und  die  doppelten  Func- 
tionen als  die  16  Goordinaten  eines  Punktes  auf  dem  zweifachen 
Orte  4^*^  Ordnung  in  einem  Räume  von  15  Dimensionen,  indem 
das  Geschlecht  dieses  zweifachen  Ortes  gleich  2  ist  Die  Unter- 
suchungen in  dem  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  lassen  sieb, 
obwohl  sie  der  einfacheren  Bezeichnung  wegen  nur  fftr  die  dop- 
pelten Functionen  durchgeführt  sind,  in  der  That  sofort  auf  den 
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allgemeineD  Fall  der  p-fachen  Fuuctionen  ausdehnen;  doch  ist 
der  AosfUhrung  entsprechend  der  Titel  der  Abhandlung  nur  für 
die  einfachen  und  doppelten  Thetafunctionen  gewählt.  Es  ge- 
währt einen  Vortheil,  beide  Theorien  gleichzeitig  und  zugleich 
mit  dem  sogenannten  Productensatz  zu  behandeln.  Der  Verfasser 
entwickelt  in  allgemeiner  Weise  die  Theorie  der  einfachen  Func- 
tionen und  in  Verbindung  damit,  doch  kürzer,  die  der  doppelten 
FoDCtionen,  und  betrachtet  im  dritten  und  vierten  Theil  beide 
Theorien  getrennt  bis  in's  Einzelne.  Die  Definition  der  Theta- 
functionen weicht  etwas  von  der  gewöhnlichen  ab,  indem  näm- 
lich die  Functionen  statt  der  Periode  l^ni  die  Periode  1  erhalt^en. 
Die  Definition  der  doppelten  Thetafunctionen  ist  folgende: 
Setzt  man 

C  c)  ^  T  ^^'  ^*  ^^'"^  "^*  ^  ¥  ^*^^"  "^  ^^^ 

und  in  gleicher  Weise 

/tn+a,  tt-\-ß\ 
Vii-t-y,    v-\-d/ 

and  setzt  vor  jede  dieser  Functionen  das  Symbol  exp.,  so  hat 
msD  die  Exponentialfunction  der  in  Rede  stehenden  Functionen, 
d.  h.  e  mit  der  Function  als  Exponenten,  und  die  doppelte  Theta- 
faoetion  wird  definirt  als: 

WO  die  Summe  sich  auf  alle  positiven  und  negativen  graden 
Zablenwerthe  (Null  eingeschlossen)  von  m  und  n  erstreckt. 
a^ßjyyd  bezeichnen  irgend  welche  Grössen,  aber  für  die  Theta- 
functionen müssen  sie  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sein. 
Die  einzelnen  Functionen  sind  die  4'  oder  16  Functionen,  welche 
man  erhält,  wenn  man  den  Grössen  a,  ß,  /,  d  die  Werthe  0  und 
l  beilegt.  Cly.  (M.) 
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A.   Cayley.      On   a    theorem    relating   to  the   multiple 
thetafunctdoQS.    Glebsch  Add.  xvn.   115-122. 

Ein  Beweis  des  allgemeinen  Theorems  (30,  p.  4  in  Sehottky'g 
„Abriss  einer  Theorie  der  AbeFsehen  Functionen  von  drei  Va- 
riabein'' (Leipzig  1880,  s.  p.  383): 

^-jy(«,...;Ai',v')0(,^^^2«3V..;  fiiO 

worin  die  Thetafunctionen  ganz  allgemeine  von  2^  Variabeln 
und  die  ^,  v  nicht  nur  0  und  1 ,  sondern  jede  ganze  oder  ge- 
brochene Zahl  bedeuten.  M. 


Elliot.      Sur    la    transformation    des    integrales    Ab^- 

liennes.    Ann.  d.  rfic.  N.  (2)  IX.  167-187. 

Die  Transformation  einer  Curve  f(xy)  =  0  und  der  zuge- 
hörigen AbeVschen  Integrale  durch  die  rationalen,  umkehrbaren 
Substitutionen 

_    Mljxy)  _    P(xy) 

'  ""     N(xy)    '      S'»-    Q{xy) 

ist  bekanntlich  zuerst  von  Riemann  in  seiner  „Theorie  der  Abel'- 
sehen  Functionen''  behandelt.  Seine  Untersuchung  führt  zu  dem 
Begriff  der  mit  f(xy)  =  0  zu  derselben  Classe  gehörigen  alge- 
braischen Gleichungen,  zur  Aufstellung  von  Normalformen  und 
zur  Bestimmung  der  von  einander  unabhängigen  Moduln  einer 
Classe.  Clebsch  und  Gordan  haben  in  ihrer  Theorie  der  AbeF- 
schen  Functionen  diese  Untersuchungen  algebraisch-geometrisch 
weiter  ausgeführt.  Ihre  Behandlung  ist  insofern  etwas  spedeller, 
als  sie  den  obigen  Brüchen  denselben  Nenner  geben,  wie  es  der 
homogenen  Form  und  der  geometrischen  Deutung  ihrer  alge- 
braischen Gleichungen  angemessen  war.  Der  Verfasser  geht  von 
der  obigen  Form  der  Transformation  aus  und  behandelt,  im  we- 
sentlichen auf  algebraischem  Wege,  im  ersten  Theil  die  Bedin- 
gungen der  eindeutigen  Transformation,  im  zweiten  Theil  die 
Ausführung  derselben  für  die  Integrale  V^^  Gattung,  die  bekannt- 
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Geh  in  ebensolche  Integrale  fibergehen.  An  dem  Beispiel  des 
elliptischen  Integrals  wird  gezeigt,  dass  eine  nicht  umkehrbare 
Sabstitntion  nicht  alle  Integrale  l^"  Gattung  der  transformirten 
Gurre  geben  kann.  Den  Schluss  bildet  die  Anwendung  auf  die 
Jacobi'sche  Transformation  des  elliptischen  Integrals  und  eine 
analoge  Transformation  eines  ähnlichen  Integrals. 

H.  St. 


F.   ScHOTTKY.       Abriss    einer    Theorie    der    AbeFschen 
Fuuctiouen  von  drei  Variabein.   Leipzig.  Teubner. 

In  seiner  Schrift  „Theorie  der  Aberscben  Functionen  vom 
Geschlechts''.  Berlin.  Reimer.  1876.  hat  Herr  Weber  die  Theorie 
dieser  Functionen ,  ausgehend  von  der  allgemeinen  Curve  4^^ 
Ordnung  vom  Geschlecht  3,  auf  dem  von  Riemann  angegebenen 
Wege  behandelt  und  das  Umkehrproblem  vollständig  und  all- 
gemein gelöst.  Es  blieb  noch  übrig,  den  umgekehrten  Weg  zu- 
r&ckzulegen,  d.h.  von  den  periodischen  oder  Theta-Functionen 
aas  zu  den  algebraischen  Differentialgleichungen  des  #  Umkehr- 
problems zu  gelangen.  In  der  vorliegenden,  von  Herrn  Weier- 
strass  angeregten  Arbeit  wird  auch  diese  mit  manchen  Schwie- 
rigkeiten verbundene  Aufgabe  in  klarer  und  eingehender  Weise 
gelöst  Den  Kernpunkt  der  Lösung  bildet  die  Herleitung 
der  algebraischen  Grundgleichung  vom  Geschlecht  3.  Da  die 
Menge  der  zur  Bewältigung  der  Rechnung  eingeführten  Hilfs- 
grOflsen  eine  Wiedergabe  des  Einzelnen  unmöglich  macht,  so 
mflflsen  wir  uns  mit  einer  kurzen  Analyse  des  Inhalts  begnügen. 

Der  erste  Theil  behandelt  zunächst  (§§  l — 5)  das  Additions- 
theorem der  d-Function  für  3  Variable.  Nach  Herrn  Weierstrass 
wird  f&r  die  (7-Function  r^^  Ordnung  mit  q  Variablen  und  der  all- 
gemeinsten Charakteristik  der  Fundamentalsatz  bewiesen:  Alle 
d-Functionen  r^  Ordnung  mit  derselben  Charakteristik  lassen 
ncfa  linear  und  homogen  durch  re  unter  ihnen  ausdrücken.  Die 
Betrachtung  von  graden  und  ungraden  d- Functionen  führt  zu 
Charakteristiken  mit  dem  Nenner  2  von  der  Form 

(i<Ja,  iO;     a  =  l,  2...^, 
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in   welchen   die   Zahlen  d  nnd  s   den   Werth  0  oder  1    haben. 
Verschiedene   Charakteristiken   dieser  Art  werden   durch   einen 
oberen  Index   unterschieden.    Der  Verfasser  stellt  nunmehr  ein 
specielles  System  von  2?  primitiven  Indices  auf,  durch  deren  Con- 
bination  man  sämmtliche  2^^  Indices  mit  Ausnahme  des  Index  0 
erhält.    Fttr  ^  =  3   stellen   sich   die   64  Indices  dar  durch  die 
64  Combinationen  0,  x,  xX,  xAjti,  wo  x,  l^  fi  die  Zahlen  1,  2,  ...7 
bedeuten.    Die  28  Combinationen  x  und  xl  entsprechen  den  un- 
graden,   die  36  Combinationen  0   und  xXfi  den  graden  d-Func- 
tionen.    Dies  System  von  Charakteristiken  dient  zur  Herstellung 
des  Additionstheorems  der  0-Function  mit  3  Variablen.    Aus  dem- 
selben  ergibt  sich  nun  (§§  6—9)  die  Auflösung  des  Systems  der 
0-Relationen  für  die  Nullwerthe  der  Argumente.    Bezeichnet  man 
die    graden   0- Functionen    mit  dem   Index    xXfi,    gebildet    ftr 
(Up.ti,,  tij  =  0)   durch   ejgX,M    und    die  Derivirten    der  ungraden 
d-Functionen  mit  dem  Index  x  (resp.  xX)  nach  den  drei  Variablen 
gebildet  für  (u,,  u^,  u^  =  0)  durch  a,,  6^,  c^  (resp.  a,;,  &,i,  c,i), 
so  lassen  |sich  sowohl  die  Verhältnisse  der  36  Grössen  e^  und  r«i^, 
als  auch  *die  3.21  Werthe   a«;,  b^ij  c^ti   ausdrücken  durch  eine 
Hilfsgrösse  r  und   die  3.7  Grössen  a^,  fr«,  c^  (x  =  1,  2,  • . .  7), 
die  als  Moduln  betrachtet  und  immer  auf  6  unabhängige  Moduln 
zurückgeführt  werden  können. 

Der  zweite  Theil  behandelt  in  ähnlicher  Weise  die  alge- 
braischen Relationen  zwischen  den  d- Functionen  mit  variablen 
Argumenten,  zunächst  (§§  1-4)  die  zwischen  den  28  ungraden 
Functionen  d{u).  Es  wird  gezeigt,  wie  sich  die  Quotienten  der 
Producte  von  gleichviel  ungraden  d-Functionen  als  rationale  Func- 
tionen der  Verhältnisse  von  6  Grössen  2ik(u)  (t,  ät  =  1,  2,  3)  dar- 
stellen lassen,  zwischen  denen  wiederum  zwei  unabhängige,  ho- 
mogene Gleichungen  G**' Ordnung  bestehen.  Dies  fdhrt(§§  5-10) 
in  sehr  eleganter  Weise  zu  der  algebraischen  Grundgleicbung, 
die  alle  weiteren  algebraischen  Darstellungen  beherrscht.  Es 
werden  nämlich  die  Argumente  n,,  n^,  u^  der  ^-Function  specia- 
lisirt  durch  die  Bedingung  ^+S,,  £„  S,,  =0  zwischen  den 
Siit.  Es  zeigt  sich  dann,  dass  der  Quotient  zweier  ungrader  Func- 
tionen 0,,^  (fi) :  On  (?/)  mit  diesen  speciellen  Argumenten  sich  reio 
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ilgebraisch  darstellen  lässt  als  die  Quadratwurzel  aus  dem  Quo- 
tienten  zweier  Fonetionen  ff«(xys)  und  Hn(xyz)y  die  homogen 
mn  3^  Grade  in  den  Coordinaten  (x,  y^  z)  des  Punktes   einer 
Carre  8  (a?,  y, »)  =  0  sind.    Diese  Curve  ist  von  der  6**°  Ordnung 
ood  vom  Geschlecht  3;   ihre  sieben  Doppelpunkte  haben  die  Coor- 
diniten  (a,  6;  c,),  i  =  1,  2, ...  7;  welche  Grössen  frtlher  als  Mo- 
duln aufgetreten  sind.    (Die   Functionen  yH^  stimmen  Qberein 
nrit  den   „AbePschen  Functionen^  }^9>^  bei  Kiemann;  ftlhrt  man 
drei  der  Functionen  Hm  als  Coordinaten  statt  der  (x,  y^  z)  ein,  so 
erpd>t  sich  statt  der  Curve  2  =  0  der  6**°  Ordnung  eine  Curve 
4*"  Ordnung  vom  Geschlecht  3,  wie  sie  Herr  Weber  seiner  ünter- 
saefanng  zu  Grunde  legt.)    Hieran  schliesst  sich  (§§  11-16)  eine 
entsprechende  Behandlung  der  graden  d-Functionen  und  die  Dar- 
itellong  des  Quotienten  von  zwei  graden  oder  von  einer  ungraden 
ood  einer  graden  0-Function  durch  ähnliche  Wurzelfunctionen  in 
(s^y,  x).    Endlich  folgt  (§§  17-19)  aus  der  Differentialgleichung  der 
0-Fanction,  dass  die  oben  definirten  speciellen  Argumente  (m^  ,  ti,, ti,). 
&t  drei   Integrale  1**'  Gattung   der   Curve  i  {xy%)  =  0   sind. 
Nimmehr  (§§  20-24)  kehrt  der  Verfasser  zu  den  allgemeinen  Argu- 
meoten  zurück  und  zeigt,  wie  sich  die  Quotienten  der  (^-Functionen 
mit  allgemeinen  Argumenten,  wenn  diese  letzteren  gleich  Summen 
von  Integralen  1^'  Gattung  gesetzt  werden,  algebraisch  durch  die 
Coordinaten  der  oberen  Grenzen  der  Integralsummen  ausdrücken. 
Diese  Lösung  des  Umkehrproblems  schliesst  sich  im  wesentlichen 
an  die  oben  erwähnte  Weber'sche  Darstellung  an.    Ein  Nachtrag 
giebt  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  dreier  Variablen. 
Aodi  dieser  Fall,   welcher   durch  das  Verschwinden  einer  der 
36  Grossen  /«/^  charakterisirt  ist,  wird,  von  den  (^-Functionen 
ausgehend,  bis  zur  Lösung  des  Umkehrproblems  vollständig  durch- 
geführt H.  St. 

G.  Frobeniüs.     Ueber  das  Additionstheorem  der  Theta- 
funetionen  mehrerer  Variablen.  Borchardt  J.  LXXXix.  180-220. 

Angeregt  einerseits   durch   eine  Arbeit   von   Herrn   Weber 
(Heber  die  Transformationstheorie  der  Thetafunctionen.  Brioschi 

Fordete,  d.  Math.  XIL  1.  25 
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Ann.  (2)  IX.,  siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  325),  anderersdts  dmd 
eine  von  dem  Referenten  gegebene,  noch  unentwickelte  AddhioDfl 
formel  (Borchardt  J.  LXXXVIIL  p.  117  und  p.  273,  siehe  F.  d.  M 
XL  1879.  p.  334,  vgl.  auch  Nöther,  „Zur  Theorie  der  ^Fonctionei 
mit  beliebig  vielen  Argumenten.^  Clebsch  Ann.  XVI.,  siehe  dai 
folgende  Referat)  giebt  der  Verfasser  hier  eine  klare  und  voll 
ständige  Darstellung  des  Additionstheorems  der  Thetafunctioiiei 
mit  Q  Variablen,  welche  alle  für  speoielle  Fälle  aufgestellten  ^Bela 
tionen  (soweit  es  sich  nicht  um  die  algebraische  Auflösung  dei 
Systems  dieser  Relationen  handelt)  umfasst  Die  Grundlage  büd^ 
eine  Untersuchung  der  ^-Charakteristiken.  Als  wesentlich  werden 
diejenigen  Eigenschaften  der  Systeme  von  Charakteristiken  be- 
trachtet, von  denen  die  zwischen  den  ^-Functionen  bestehenden 
Relationen  abhängen.  Diese  Relationen  bleiben  aber  bestehen^ 
wenn  man  auf  die  ^Functionen  eine  Transformation  l^  Ord- 
nung anwendet  und  wenn  man  ihre  Argumente  um  halbe  Pe- 
rioden, d.  h.  ihre  Charakteristiken  alle  um  eine  bestimnite  Cha- 
rakteristik vermehrt.    Sind 

zwei  Charakteristiken  und  setzt  man 

|>l,Ä,C|  =  |ß,C|  +  |C,^|  +  |^B|, 
so  zeigt  eine  genauere  Untersuchung  (die  Ausftlhrung  derselben 
wird  in  Aussicht  gestellt),  dass  die  zwischen  mehreren  Functionen 
^  [Aa]  (u)  mit  der  Charakteristik  Aa  bestehenden  Relationen 
einzig  und  allein  davon  abhängen,  welche  Werthe  0  oder  1 
(mod.  2)  die  Ausdrücke  |  Aa^  Aßy  Ay  \  haben  und  ob  die  Summe 
einer  graden  Anzahl  von  Charakteristiken  Aa  verschwindet  oder 
nicht.  Mehrere  Charakteristiken  Aj  A^^  A^  . . .  heissen  unabhängig, 
wenn  nicht  die  Summe  irgend  einer  Anzahl  derselben,  wesenUick 
unabhängig,  wenn  nicht  die  Summe  einer  graden  Anzahl  der- 
selben congment  0  ist.  Jede  aus  irgend  einer  Anzahl  der  ge- 
gebenen Charakteristiken  gebildete  Summe  heisst  eine  ('oui'>i 
nation,  jede  aus  einer  ungraden  Anzahl  gebildete  Summe  oiiie 
wesentliche  Combination   der   Charakteristiken.     Nachdem    q.  t 


•t 
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illgemeiDe  Methode  angegeben  ist  zur  Bestimmung  der  Anzahl 
solcher  Charakteristiken,  die  gegebenen  Bedingungen,  insbesondere 
Congmenzen  genfigen,  wendet  sich  der  Verfasser  zur  allgemeinsten 
Bestimmang  eines  Systems  von  Charakteristiken  ^4,  A^,  A^  .. . 
derart,  daas  zwischen  je  drei  derselben  entweder  die  Relation 

I Aa,  Aß,  Ayy\  =  0 (mod. 2) 
oder  die  Relation 

I  Aa,  Aß,  Ay\  =  l  (mod. 2) 

besteht  Systeme  der  ersten  Art  heissen  Göpersche  Systeme; 
sie  ftlbren  zu  einer  ersten  Form  des  Additionstheorems  der 
^Fonctionen,  ans  der  sich  eine  Verallgemeinerung  der  von  Göpel 
für  zwei  Variable  aufgestellten  ^-Relationen  ergiebt  Systeme  der 
zweiten  Art  heissen  Fundamentalsysteme;  sie  geben  eine  zweite 
weniger  einfache  Form  des  Additionstheorems. 

Ein  GöpeFsches  System  A,  A^^  il,  . . .,  definirt  durch  die  Be- 
ziehung I  Aa,  Aßj  Ayl^Oj  besteht  aus  r  =  2^  Charakteristiken, 
nimlieb  aus  (q  -f  1)  Charakteristiken  A^  A^, .. .  A^,  welche  die 
Basis  des  Systems  bilden  und  den  wesentlichen  Combinationen 
dieser  {q  +  1)  Charakteristiken.  Die  (q  +  l)  Charakteristiken 
der  Basis  können  nicht  alle  ungrade  sein,  sonst  aber  einen  be- 
liebigen Charakter  haben.    Die  Zahl  der  Göperschen  Systeme  ist 

2e.  (2e+ 1) .  (2e-i  + 1) . . .  (2'-f  1)  (2+ 1). 

Ist  i,  A^j  A,, . . .  Ar^i  ein  GöpeVsches  System  und  C  eine  belie- 
bige Charakteristik,  so  ist  auch 

t/il,       i^j\.y      i^A^    ••.    Ci4y_l 

eiD  solches  System.  Die  Gesammtheit  der  Systeme,  welche  auf 
diese  Weise  aus  einem  erhalten  werden,  indem  man  für  C  alle 
Charakteristiken  setzt,  heisst  ein  Complex  Göperscher  Systeme. 
Unter  den  2^  Göperschen  Systemen  eines  Complexes  gibt  es  eins, 
dessen  Charakteristiken  sämmtlich  grade  sind  und  2e— 1,  deren 
Charakteristiken  zur  Hälfte  grade  und  zur  Hälfte  ungrade  sind. 
Die  GöpeFschen  Systeme  A,  A^  . . .  Ar^\  geben  nun  folgendes 
Adiütionstheorem  der  ^-Functionen:  Jedes  Product  der  Form 

^[4J(fi+i?).^[^i](ii+f?) 

mit  beliebigen  Charakteristiken    lässt    sieh    rational    durch   die 

25* 
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Functionen 

mit  Göperschen  Charakteristiken  ausdrücken.  Diese  Darstellung 
wird  in  vollständig  entwickelter  Form  erreicht  durch  eine  passende 
Verfügung  über  das  Vorzeichen  der  in  den  Bestimmungsgleichongeii 
der  Coefficienten  auftretenden  vierten  Einbeitswurzeln  and  eine 
geschickte  Addition  dieser  Bestimmungsgleichungen.  Ans  dem 
Additionstheorem  ergeben  sich  die  Verallgemeinerungen  der  vo4 
Göpel  für  zwei  Variablen  aufgestellten  ^-Relationen,  nämlich  erstens 
eine  Darstellung  des  Quadrats  einer  beliebigen  der  2^^  Functionen 
S^[M](u)  linear  durch  die  Quadrate  der  2^  GöpeFschen  Func- 
tionen &  [Aa]  (u) ,  zweitens  die  biquadratischen  Relationen  zwi- 
schen den  Göperschen  ^-Functionen,  drittens  Relationen  (fSür  die 
Ableitungen  der  Göperschen  ^-Functionen.  Die  Anwendung  end- 
lich des  Additionstheorems  auf  die  Transformation  ür^  Grades 
der  ^-Functionen  (siehe  die  citirte  Abhandlung  von  Weber)  führt 
zur  Aasdehnung  auf  q  Variable  des  von  Hermite  für  zwei  Variable 
bewiesenen  Theorems,  dass,  wenn  ^^y  ^n  ^v  ^»  ^^^^  GöpcFsdie 
(durch  die  biquadratische  Relation  von  Göpel  verbundene)  ^-Func- 
tionen und  O^j  d^y  0,,  ^3  die  transformirten  Functionen  mit  den 
nämlichen  Charakteristiken  sind,  sich  die  vier  Functionen  0^  als 
ganze  Functionen  k^^  Grades  der  vier  Functionen  ^^  darstellen 
lassen. 

In  ähnlicher  Weise  wird  ein  Fundamentalsystem  untersucht, 
das  durch  die  Beziehung  |  Aaj  Aßy  il^  |  ^  1  definirt  ist  und  aus 
(2 ^  -f  2)  Charakteristiken  A,  A^^...  ^2^+1  besteht,  deren  Summe 
congruent  0  ist.  Es  wird  die  Anzahl  der  Fundamentabysteme 
bestimmt,  ferner  der  Weg  angegeben,  dieselben  zu  ermitteln  oder 
aus  einem  Fundamentalsystem  alle  übrigen  abzuleiten,  und  schliess- 
lich werden  Complexe  von  Fundamentalsystemen  untersucht  Von 
Wichtigkeit  ist  die  Darstellung  sämmtlicher  2^^  Charakteristiken 
durch  die  Charakteristiken  eines  Fundamentalsystems,  welche  die 
Verallgemeinerung  einer  von  Riemann  angegebenen  Darstellung 
ist  (siehe  die  citirte  Abhandlung  des  Referenten;  vergl.  auch  die 
citirte  Abhandlung  von   Nöther).    Den  Schluss  der  inhaltreiehen 
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Arbeit  bildet  ein  zweites  AdditioDstbeorem  der  ^-Fanctionen,  ge- 
grttndet  aaf  die  Fundamentalsysteme ,  und  die  Herleitang  einer 
Reihe  von  ^-Relationen  aus  demselben.  H.  St. 


M.  Nöther.     Zur  Theorie  der  Thetafunctionen  von  be- 
liebig vielen  Argumenten.   Giebsch  Ann.  xvi.  270-844. 

Das  von  Herrn  Weber  (Theorie  der  AbeVscben  Functionen 
Tom  Gescblecbt  3.  Berlin  1876,  s.  F.  d.  M.  VIII.  p.  293)  für  drei 
und  vom  Verfasser  selbst  (Clebsch.  Ann.  XIV.  250  ff.,  s.  F.  d.  M. 
XL  1879.  p.  327)  ftlr  vier  Variable  aufgestellte  Additionstheorem 
der  Thetafonetionen  wird  hier  auf  p  Variable  ausgedehnt.  Gleich- 
seitig hat  Herr  Frobenius  (Borchardt.  J.  LXXXIX;  s.  d.  vorher- 
gehende Referat)  das  allgemeine  Additionstheorem  in  zweifacher 
ODd  vollstftndig  expliciter  Form  entwickelt,  nachdem  schon  früher 
Reförcnt  (Borchardt.  J.  LXXXVIII;  F.  d.  M.  XI.  1879.  334),  ge- 
setzt auf  einen  Riemann'schen  Satz  über  Thetacharakteristiken  eine 
Additionsformel  in  weniger  entwickelter  Form  angegeben  hatte.  Als 
Graodlage  dient  dem  Verfasser  eine  ausführliche  Untersuchung 
der  Gruppirnngsverhältnisse  der  Charakteristiken,  deren  Resultate 
bereits  in  einer  Note  „lieber  die  Thetacharakteristiken^  Erl.  Ber. 
Juli  1879  (F.d.  M.  XI.  327)  mitgetheilt  sind.    Von  den  eigentlichen 

Charakteristiken 

.««  n^  ...  n« V 

\  Uly  Ifl,  • . .  ntp  ^ 

deren  Zahl  2^^  unterscheidet  der  Verfasser  die  Gruppencharak- 
teristiken,  indem  er  (nach  Riemann)  alle  diejenigen  Paare  (a),  (ß) 
von  graden,  sowie  diejenigen  (o'),  (/f)  von  ungraden  Charak- 
teristiken, welche  als  Summe  dieselbe  Charakteristik  (r)  ergeben, 
abo  definirt  sind  durch 

(r)  =  (a)  +  (ß)  =  («*)  +  (/^'), 
XQ  einer  Gruppe  zusammenfasst,  und  dieser  Gruppe  die  Gruppen- 
ehanÜLteristik  [r]  zuordnet  Von  den  Charakteristiken  (a),  (ßX 
(^  OO  ^^  man,  sie  sind  in  der  Gruppe  [r]  enthalten  und 
zwtr  (oX  (ß)  und  ebenso  (o'),  (ß*)  gepaart  enthalten.  Jeder 
eigentlicben  Charakteristik  (r)   entspricht  eine  Gruppencharakte- 
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ristik  [r],  mit  Aasnabine  der  Charakteristik  (0),  so  dass  die  An 
zahl  der  GruppencharakteristikeD  =  2^  —  1  ist.  Es  werden  ferno 
die  Bezeichnungen  eingeführt 

i 

R^  =  2/'-»(2A'-  1),    S^  =  2A'-'(2^+  l). 

Einen  ausgedehnten  Gebrauch  endlich  macht  der  Verfasser  tob 
den  zuerst  von  G.  Jordan  angegebenen  Substitutionen,  welche 
die  Charakteristiken  -  Beziehungen  unverändert  lassen.  Untei 
dem  Zeichen  \r\  wird  diejenige  Substitution  verstanden,  weide 
die  in  der  Gruppe  [r]  enthaltenen  Charakteristiken  in  die  mit 
ihnen  darin  gepaart  auftretenden  ttberftihrt^  d.  h.  (a)  mit  (/?),  (o> 
mit  (ß)  u.  s.  w.  vertauscht,  die  nicht  in  [r]  enthaltenen  Charakte- 
ristiken aber  unverändert  lässt.  Mit  diesen  Definitionen  werden 
zunächst  fflr  die  Gruppen  und  ihre  Beziehungen  zu  einander,  ins- 
besondere für  die  gemeinsamen  Charakteristiken  zweier  Gruppen, 
die  in  der  Beziehung  Kr»  ^  1  oder  Kr»  ^  0  (mod.  2)  stehen, 
eine  Reihe  von  Sätzen  abgeleitet,  welche  zu  dem  Hauptsatze  dw 
Theorie  fahren,  nämlich:  die  Ap.i  ungraden  und  die  £y.i 
graden  p-reihigen  Charakteristiken,  welche  in  irgend  zwei  Gruppen 
[r]  und  [s],  für  die  Kr»=:  1,  gemeinsam  enthalten  sind,  stehen 
unter  einander  genau  in  denselben  Beziehungen,  wie  die  über- 
haupt existirenden  Ap.1  ungraden  und  Sp.i  graden  (p  —  1)- 
reihigen  Charakteristiken.  Hierbei  treten  an  Stelle  der  bei  den 
(p — l)-reihigen  Charakteristiken  vorhandenen  2^('^^>  —1  Gruppen 
[r',]  diejenigen  2^^-*^  —  1  Gruppen  [rj,  für  welche 

Üfr^,  ^  üf,^,  =  0. 

Ebenso  wie  der  Charakter  des  Graden  oder  Ungraden  der  eigent- 
lichen Charakteristiken   geht  dabei   auch   die  Beziehung  Kr$'^ 

zwischen  zwei  Gruppen  [r\\  [s'J  aus  den  (p  —  l)-reihigen  Cha- 
rakteristiken in  dieselbe  Beziehung  Kr,, «,  zwischen  den  unter  den 
p-reihigen  Charakteristiken  entsprechenden  Gruppen  [rJ,  [«J  Ober. 
Dieser  Satz  fuhrt  also  die  p-reihigen  auf  die  (p  —  l)-reihigeD 
und  weiterhin  auf  die  (p  —  /u)- reihigen  Charakteristiken  zurück 
und  giebt  gleichzeitig  eine  Eintheilung  der  Gruppen  in  Systeme 
und  eine  Gmppirung  der  Substitutionen,   welche   die  Charakte- 
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ngtiken-Besdehungeii  ungeändert  lassen.    Es  werden  nun  solche 
Systeme  von  Charakteristiken  untersucht,  f^r  welche  die  Summe 
irgend  einer  ungraden  Zahl  von  Charakteristiken  einen  gegebenen 
Charakter  (des  Graden  oder  Ungraden)  hat,  insbesondere  dieje- 
nigen Systeme   von  (2p  +  0  Charakteristiken,   deren   Combina- 
tionen  alle  überhaupt  existirenden  Charakteristiken  und  Gruppen 
and  jede   nur  einmal  liefern.    (Riemann  hat  etwas  speciellere 
Systeme  von  2p  Charakteristiken  dieser  Art  angegeben,  die  jedoch 
nicht  zu  den  2^^  Charakteristiken,  sondern  nur  zu  den  2'^^  —  1 
Grappencharakteristiken   führen   (vgl.    Prym,  Zur  Theorie  der 
Fonetionen  in  einer  zweiblättrigen  Fläche,   Zürich  1866;  Stahl, 
Borehardt  J.  LXXXVIII.  pag.  273).      Diese    „ausgezeichneten^ 
Systeme  (bei  Frobenius  „Fnndamentalsysteme^  1.  c.)  dienen  weiter- 
bio  zur  Darstellung  und  Untersuchung  der  Beziehungen  zwischen 
den  Charakteristiken.    Nachdem  die  Bildung  und  Anzahl  solcher 
aasgezeichneten  Systeme  angegeben  ist,   folgt   eine  Anwendung 
auf  die  Zweitheilungsgleichungen  und  deren  Resolventen^  die  sich 
in  verschiedener  Weise  aufstellen  lassen.    Der  zweite  Abschnitt 
behandelt  das   Additionstheorem    der   ^-Functionen.     Zunächst 
stellt  sich  der  Werth  von  *«(ti  +  tj  +  fr) .  *a(f — «>)  durch  De- 
tenninanten   dar,    die   jedoch   selbst  wieder   Summen    von    je 
2^^  Producten  mit  einfachen  Argumenten  sind.    Eine  genauere 
Untersuchung  zeigt,  dass  diese  Summen  in  lineare  Factoren  zer- 
£EÜlen.    Doch  gelingt  es  dem  Verfasser  nicht,  eine  explicite  Form 
hozustellen.    Es  wird  daher  eine  andere,  vollständig  entwickelte 
Ädditionsformel  aufgestellt,  in  der  freilich  die  linke  Seite  selbst 
eine  Summe  von  2''^^  AusdrQcken  mit  zusammengesetzten  Argu- 
menten ist,  die  also  kein  eigentliches  Additionstheorem  vorstellt, 
ans  der  sich  aber  eine  Reihe  von  ^-Relationen  und  Beziehungen 
zwischen  diesen  Relationen   ergeben.    Den  Schluss   bildet   eine 
Anwendung  auf  den  Fall  p  =  5,  mit  einer  Discussion  der  Be- 
dingungen, unter  welchen  die  ^-Functionen  zu  hyperelliptischen 
Fonetionen  führen.  H.  St. 
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E.  Heine.     Einige  Anwendungen  der  Kesidaenrecbna^ 

von    Cauchy.    Borchardt  J.  L  XXXIX.  19-40. 

Die   erste  Anwendung   betrifft  die   F-Function.     Es   ergie 
sich,  dass 

wenn  z  mit  Vermeidung  des  negativen  Arms  der  reellen  Axe  vi 
—  oo  —  Ot  bis  —  oo  -f  0»  variirt,  unter  0  die  Grenze  einer  n 
schwindenden  Positiven  verstanden.  Im  Beweise  wird  der  Wl 
geradlinig  über  die  Punkte  +0  —  0»  und  +  0  +  Ot  genomme 
In  ähnlicher  Weise  werden  einige  bekannte  Formeln  bewiese 
dann  die  folgende  Entwickelung  der  reciproken  Function  nat 
Potenzen  des  Arguments  hergeleitet: 

-=pr-  =  B\nan  j     e-'x^^dx+J     c*^««^co8[(l-a)  ^  ^sin^j^ 

^  ^  1  0 

I 

wo  der  erste  Theil 

der  zw    cit 

2    n=.o    n(n)     J 

—71 

Die  zweite  Anwendung  geschieht  auf  Mehler*8  Eegelfunction 

Ä(^)(a?)  =  i-  y     (a:  +  cos?)  j/i^^-*4^i"«  d^, 

0 

welche  hier  ftlr  reelle  x  transformirt  wird  in 

*^        cos/uo  Aa 


cosat 


^ß>       f^  COS  l«0 

Ä(A')(cos*0=  -^  /        /      S 

i/o      /*^       COS  iiatda 

^W(cos^)  =  -^    /         /  ^  I 

^         ^         n   ^        ycosa— cosd 

nnd  woraus  sich  nach  Gauchy's  Methode  andere  von  Mehler  g 
fundene  Ausdrücke  herleiten  lassen.  Sie  wird  femer  angewan^ 
auf  die  Lagrange'sche  Interpolation ,   dann  auf  die  FourieKsd 
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Beihe  Id  allgemeinerer  Aaffassung.  Die  Fanctionswerthe  sin  nx 
sind  nämlich  ein  Beispiel,  wo  die  n  die  Warzeln  einer  Gleichung 
mn  an  =  0  darstellen.  Man  kann  statt  des  Sinus  andere  Func- 
tionen setzen,  derart,  dass  die  Reibe  der  Argumente  als  die  un- 
endlich vielen  Wurzeln  einer  Gleichung  hervorgehen.  Nach  den 
Uotersucbungen  von  Sturm  und  Liouville  blieb  es  noch  zweifel- 
haft, ob  andere  Functionen  den  Bedingungen  genügten.  Durch 
iie  Caucby'sche  Methode  wird  die  Möglichkeit  fllr  einige  Func- 
tionen gezeigt.  Der  erste  Fall  ergiebt  die  gewöhnliche  Cosinus- 
reibe. Im  zweiten  wird  nach  sin  a^  entwickelt,  wo  die  a  aus 
or  cos  ar  +  A8incrr  =  0  hervorgehen;  im  dritten  nach  Cylinder- 
functionen  3^  (a  J),  theils  für  %  (ax)  =  0,  theils  für 

a%{ax)  +  Ä3,(ar)  =  0, 

ersteres  wenn  der  Mantel  eines  Gylinders  in  der  Temperatur  0 
erhalten  wird,  anzuwenden.  Die  Untersuchung  geht  von  dem 
Ansdmc^k 

e(«.g)    s    egg)     ^   1    rjdc^jydz^ 

w(a)  (a — A)®'(A)  2ni  J    (ä— a)®(») 

ans,  wo  ^  Cx«  D  die  Functionen  bezeichnet,  nach  denen  entwickelt 
vrird,  c9  (A)  =  0  die  Gleichung,  welche  die  a  bestimmt  und  die 
Complexe  s  über  einen  Kreis  von  unendlich  grossem  Radius 
rariirt.  Ist  das  Integral  Null,  so  stellt  die  linke  Seite  die  Ent- 
vrickelang  dar.    Ist  die  Entwickelung 

nöglicby  80  lassen  sich  die  c  nach  einem  für  die  Fourier'sche 
Beihe  bekannten  analogen  Verfahren  finden,  und  man  erhält 


m  =  sö(A,ö 


f  mKh^gil 


o 


0 

Edls  die  Reihe  in  gleichem  Grade  convergirt;  es  giebt  alsdann 
keine  andre  in  gleichem  Grade  convergente  Entwickelung  von  f 
Dach  den  d.  H. 
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F.  TisSERAND.  Sur  des  transcendantes  qni  jouent  un 
röle  fondamental  dans  la  throne  des  perturbations 
plan^taires.   c.  r.  xo.  1021-1026,  1094-1096. 

O.  Callandreau.  Sur  des  transcendantes  qui  jouent 
an  röle  fondamental  dans  la  th^orie  des  perturbations 
plan^taires.   c.  B.  xo.  1154-1106,  1201-1203,  1540-1542. 

G.  Darboux.  Sur  les  transcendantes  qui  jouent  un  röle 
important  dans  la  th^orie  des  perturbations  plan^taires. 

C.  R.  xo.  1416-1419.  1472-1474. 

Die  hier  betrachteten  in  den  Ausdrücken  für  die  Stömngs- 
FunctioD  aoftreteDden  Transcendenten  sind  durch  die  Relation 


1.2...«  der' 

definirt,  wo  die  Grössen 

n  J 


cosfc^ 
y  V'l  +  a'— 2aco8^ 


die  Goefficienten  in  der  bekannten  Entwickelung 

1 


}/l+cr'— 2aco8* 

=  ^(0)^6(1)  008* -ffeC^)  C082* -f.. .  +  6C*)  cos** -f  — 

sind,  und  er  eine  reelle  Grösse  zwischen  0  und  1  bedeutet  Herr 
Tissärand  zeigt,  dass,  wenn  h  fest  bleibt  und  n  unbegrenzt  wftchst, 

die  Function  Bf^  von  er  unbegrenzt  wächst,  wenn  a  >  ^  ist, 
und  dass  sie  gegen  Null  convergirt,  wenn  a  <  ^  ist  Aus  diesem 
wichtigen  Satze  folgt,  dass  die  Convergenz  der  Reihen  flir  die 
Excentricitäten  für  a  >  ^  beträchtlich  verringert,  fttr  o  <  ^  aber 
vergrössert  wird.  Durch  Transformation  von  6^^^  in  ein  ellip- 
tisches Integral  ergiebt  sich,  dass  der  Ausdruck 

1.2. ..it     da* 

flir  it  =  CO  gegen  Null  convergirt,  wenn  der  Modul  a  =  i,  im 
anderen  Falle  wird  der  Ausdruck  selbst  unendlich.  Analog  wird 
die  Function 
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"  1.2...»'     da* 

antersacbt,  welche  der  Entwickelang 

(1+a*— 2aco8*)^ 

entspricht    Berr  Callandreaa  zeigt,  dass  der  Werth  von 


'i-=i/ 


1.2. ..n       da""  nJ         (l  +  a'-2crC0B*)*   ' 

(0<*<1), 

gegen  Null  oder  Unendlich  convergirt,  je  nachdem  a-\'X  kleiner 
oder  grösser  als  1  ist,  und  geht  dann  zu  dem  allgemeinen  Fall 
Aber,  wo  «  beliebig  ist  Berr  Darboux  erhält  die  angenäherten 
Werthe  nach  der  Methode,  die  er  in  seinem  Memoire:  ,,Sar 
Tapproximation  des  fonctions  de  grands  nombres^  (Liouyille  J. 
(3)  IV.,  8.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  279)  befolgt  hat  In  der  letzten 
Note  wendet  Herr  Gallandreau  die  erhaltenen  Resultate  an,  um 
die  von  Le  Verrier  in  den  Annales  de  TObservatoire,  Tome  11, 
gegebene  Methode  zu  verbessern.  M. 


EscART.  Remarque  relative  k  denx  integrales  ob- 
tenues  par  Lam^  dans  la  th^orie  analytique  de  la 
chaleur.   c.  R.  xc.  1341-1344. 

Die  in  der  Note  betrachteten  Functionen  i?  (^)  sind  die  von 

demselben  Verfasser  schon  früher  behandelten  (cfr.  F.  d.  M.  X. 

1879.  p.  338,  XI.  1880.  p.  346)  Coefficienten,  die   bei  der  Ent- 

Wickelung  von 

— i£±i 
(l--2a4;+a'0       ^ 

Dach  steigenden  Potenzen  von  a  auftreten.    Neue  Gesichtspunkte 
oder  Resultate  giebt  der  Verfasser  auch  diesmal  nicht. 

Wn. 
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Lagüerre.      Sur   une   propri^t^    des   polynömes   X^    de 
Legendre.    c.  r.  xci.  849-851. 

Es  sei  eine  ganze  Function  F(x)  durch  eine  nach  Kagel- 
functionen  fortschreitende  Reihe  dargestellt,  und  zwar  sei  diese 
nach  steigenden  Indices  geordnet.  Dann  ist  die  Zahl  der  positiveo 
Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  =  0,  die  grösser  oder  gleich  der 
Einheit  sind,  höchstens  gleich  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  in 
den  Goefficienten  der  Reihe.  Für  die  Zahl  der  negativen  Wor- 
zeln,  deren  absoluter  Werth  >  oder  =  1  ist,  gilt  derselbe  Sa^ 
wenn  man  in  der  Reihe  die  Vorzeichen  der  Goefficienten  um- 
kehrt, deren  Index  ungrade  ist.  Wn. 


A.  R.  FoRSYTH.     On  the  Integrals 


— I  -i 


PiV^'d^^        J      Pi  sin  (md)  dfi. 

-I  — i 

Quart.  J.  XVII.  37-46. 

Zum  Verständnis  der  im  Titel  genannten  Integrale  ist  (was 
der  Verfasser  zu  erwähnen  fllr  ttberflttssig  erachtet)  zu  bemerken, 
dass  jti  =  cos  0  das  Argument  der  Kugelfunction  Pi  ist,  während 

V  =:  Bin  6  =  V'l— /u^  Was  nun  die  Integrale  selbst  betrifft,  so 
sind  die  in  Bezug  auf  das  erste,  zweite  und  vierte  abgeleiteten 
Resultate  nicht  neu  (cf.  Heine,  Handbuch  der  EugelfunctioneD, 
II.  Auflage).  Die  Ableitung  des  ersten  Integrals  geschiebt  so: 
für  •  <  m  ist  der  Werth  des  Integrals  =0;  für  t  =  m  ergiebt 
er  sich  unmittelbar  aus  der  Reihe  ftir  P,;  f&r  m  >  t  endlich  lässt 
sich  durch  Benutzung  der  Dififerentialgleichung,  der  Pi  genOgt, 
sowie  durch  Anwendung  der  theilweisen  Integration  eine  Recur- 
sionsformel  finden ,  die  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurtlckfllhrt 
Durch  eine  ähnliche  Methode  der  Reduction  ergeben  sich  die 
übrigen  der  oben  genannten  Integrale.  Hinsichtlich  der  Resul- 
tate, die,  wie  schon  bemerkt,  nur  beim  dritten  neu  sind,  müssen 
wir  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen.  Wn. 
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E.  J.  RouTH.      On    functions   analogous    to    Laplace's 

fODCtions.     Proc.  L.  M.  S.  XI.  92-102. 

Fortsetzang  einer  Arbeit,  über  die  im  yorigen  Jahre  (F.  d.  M. 
XL  1880.  p.  347)  berichtet  ist.  Hier  handelt  es  sich  wesentlich 
am  die  Discussion  des  Parameters  p  der  Differentialgleichung, 
welcher  die  betrachteten  Functionen  genügen.  Aus  der  geome- 
trigehen  Bedeutung  von  p  für  ein  endliches  n  wird  die  Realität 
aller  p  abgeleitet,  femer  die  Bedingung,  unter  der  alle  p  positiv 
sind;  schliesslich  wird  die  untere  Grenze  des  kleinsten  Werthes 
TOD  p  bestimmt  Von  der  Function  Xi  die  dem  kleinsten  p  ent- 
spricht, wird  gezeigt,  dass  sie  innerhalb  der  Integrationsgrenzen 
ihr  Zeichen  nicht  wechselt;  endlich  werden  einige  Sätze  über  die 
Wurzeln  der  Gleichung  ;c  =  0  für  andere  Werthe  von  p  mitge- 
tbeilt,  die  bekannten  Sätzen  der  Rugelfunctionen  analog  sind. 
Dies  der  Inhalt  der  Arbeit.  Weshalb  die  vorliegenden  Resultate 
nicht  als  streng  begründet  anzusehen  sind,  darüber  hat  sich  Re- 
ferent bereits  im  vorigen  Jahre  ausgesprochen.  Wn. 


F.  Niemöller.  Formeln  zur  numerischen  Berechnung 
des  allgemeinen  Integrals  der  BesseFschen  Differential- 
gleichung.   Schlömilch  Z.  XXV.  65-71. 

Es  handelt  sich  hauptsächlich  um  die  Aufstellung  der  semi- 
coDvergenten  Reihen  für  die  Besserschen  Functionen  zweiter  Art 
bei  ganzzahligem  Index.  Die  Resultate  sind  nicht  neu,  sondern 
finden  sich  sämmtlich  schon  in  LommeFs  Studien  über  Bessersche 
Functionen  (cf.  F. d.M.  I.  1868  p.  139).  Abgeleitet  werden  die  Reihen 
bier  folgendermassen:  Die  von  Schlömilch  für  die  Entwickelung 
von  /q  in  die  semiconvergente  Reihe  angegebene  Methode  wird 
aaf  Je  angewandt,  wo  der  Index  e  zwischen  —  ^  und  -f-  ^  liegt. 
Daraus  ergiebt  sich  die  Reihe  für  die  Bessersche  Function  zweiter 
Art  mit  dem  Index  Null  (hier  0^  genannt)  mittels  der  Relation 

Die  Reihen  für  J  und  0  mit  beliebig  grossem  Index  werden  nicht 
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explicite  aufgestellt,  sondern  nur  die  bekannten  DareteUanga 
der  genannten  Functionen  durch  höhere  Differentialquotieotei 
derselben  Functionen  mit  niedrigerem  Index  abgeleitet 

Wn. 


E.  LoMMBL.     Zur  Theorie  der  Besserschen  Fanctionea 

ClebBch  Ado.  XVI.  183-206. 

Das  Bessersche  Integral 

1     r^ 

1)        «  r=  —    /     co8(yai— ssincii)dcii 

0 

ist  mit  der  BessePschen  Function  J(«)  (der  particulären  Lösung 
der  Besserschen  Differentialgleichung)  nur  identisch,  wenn  v  »c 
ganze  Zahl  ist.  Im  ersten  Theile  der  vorliegenden  Arbeit  wiri 
nun  der  Zusammenhang  zwischen  dem  obigen  Integrale  oiid  da 
Besserschen  Function  f&r  beliebige  Werthe  von  if  iiDt^soefai 
Jenes  Integral  genügt  der  Differentialgleichung 

und  lässt  sich  daher  ftar  beliebige  v  folgendermassen  darttdles 

Hierbei  sind  S^*^  und  iS* '^  specielle  Werthe  einer  mit  den  Bessd'] 
sehen  Functionen  verwandten  Function,  die  Herr  Lommel  sehoi 
früher  untersucht  hat  (Clebsch  Ann.  IX.  p.  425,  s.  F.  d.  IL  Vin 
1876.  p.  311),  nämlich  von 

Für  diese  Function  lassen  sich  sowohl  convergente,  als  semie« 
vergente  Entwickelungen  aufstellen.  1 

Eine  analoge  Darstellung  wie  das  Integral  l)  lässt  andi  d| 
folgende, 


1     /*"  . 
—    /     sin(f'a)  — jS8inai)cfcii, 


0 
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n,  mir  dass  hier  die  DaretellaDg  yersebieden  wird  f&r  nicht  ganz- 
vähUge,  grade  und  ungrade  y. 

Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  werden   die  Fresnerschen  In- 
egrale  dnrch  die  obige  Httlfsfunetion  dargestellt,  nämlich 


=  YY  —  [28m»(I -S''»)-co8».S"'»J 


=  yJ    J'" *•<<»  =  4- V -^[20082(1- 5'.») +  8inaS".»]. 

lieraus  folgt,  da88  beide  Integrale,  von  der  hinzakommeDden  In- 
i^rationscoostante  abgesehen,  ftlr  s  =  0  den  Wertb  —  1  an- 
lehmeo  und  fUr  s  =  oo  verschwinden.  Femer  ergeben  sich  ftir 
Be  Fanetionen  ^S^'-i  and  2ii(l—S''i)  folgende  Darstellungen 
iorch  bestüumte  Integrale 

1      /*"      e—'du 

Vti/       (1+«*)^» 

ind  mit  Hülfe  dieser  Darstellungen  lässt  sich  der  Gang  der  in 
Elede  stehenden  Functionen  vollständig  übersehen.  Die  so  ge- 
■ronnenen  Resultate  werden  angewandt  zur  Discussion  des  Aus- 
irucks  für  die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  für  Punkte  inner- 
halb des  geometrischen  Schattens  eines  einerseits  unbegrenzt  ge- 
dachtMi,  andrerseits  geradlinig  begrenzten  dunklen  Schirmes. 
Hau  erh&lt  ein  deutliches  Bild  von  der  Variation  der  Lichtstärke, 
ohne  zo  nmnerischen  Auswerthnngen  greifen  zu  müssen. 

Im  dritten  Theile  wird  gezeigt,  dass  sich  auch  der  Integral- 
^08  ond  -Cosinus,  nämlich  die  Integrale 

/'  sins   .         j     /**  cosä  . 
a»    und     /     d& 

U  t 

leidit   durch   die  Function  S^**'  ausdrücken  lassen,   woran   sich 
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Discassionen,   sowie  Darstellangen   dieser  FunctioDen  dordi  be- 
stimmte Integrale  anschliessen.  Wo. 


N.  SoNiNE.      Recherches  sur  las   fonctions   cjlindriques! 
et  le  d^veloppement  des  fonctions  continaes  en  s^ries, 

ClebBch  Aon.  XYI.  1-80. 

Im  ersten  Capitel   betrachtet  der  Verfasser  eine  Reihe  tob 
Functionen 

von  welchen  nur  bekannt  ist,  dass  sie  der  recurrenten  Belatiofti 

(1)       5„^i+2-^-S«_i  =  a 

(la)       S,  =  -  ^^^ 


dx 
genügen.    Aus  diesen  Relationen  ergiebt  sich 

ö«  —  2 ö^ , 

wo  die  Potenzen  von  D  Symbole  für  die  entsprechenden  Diffe- 
rentialqnotienten  der  willkürlich  bleibenden  Function  S^  8iod.| 
Femer  folgt,  dass,  wenn  man  eine  Function  f(a+x)  in  eine  naeb 
den  Functionen  Sn  (x)  fortschreitende  Beihe  entwickelt,  die  CoefS* 
cienten  solche  Functionen  von  er  sind,  die  derselben  recurrenteu 
Relation  l)  genügen.  Speciell  hervorzuheben  sind  die  Kntwicke* 
lungen 

S,{a+x)  =  JXa)S,(x)+2'^  (-l)V-(a)  S.(x), 

«=1 

^      =  JXa)S,  dx)  +  2  ^^  /"(a)S,(;r). 


x—a  N  X  «V  ,  .     ^^^ 

In  beiden  Reihen  sind  die  /  die  gewöhnlichen  Besael'sch 
Functionen,    in   der  ersten   ist  ausserdem  J^  ganz  Mrillk 

während  in  der  zweiten  S^  (x)  =  —  ist,  wodurch  die  S^  (x) 

X 

den  von  Herrn  G.  Neumann   eingeftthrten  Functionen  (K*>  id( 
tisch   werden.    Die   Untersuchung   der   Convergenz   der  obigta 
Entwickelung  fehlt  gänzlich,    und    darüber   dürfte  auf  dem  voJ 
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Veiüuser    eingeschlagenen  Wege  wohl   nichts  zu  ermitteln  sein 

[TgL  ancb  das  folgende  Beferat]. 

Im  zweiten  Capitel   wird  die   Betrachtung   dahin   erweitert, 

dass  n  niclit  mehr  eine  ganze  Zahl  ist.    Von  den  beiden  obigen 

Formeln  1)  und  la)  fällt  dann  naturgemäss  die  zweite  fort;  es 

bleibt  nur  die  erste.    Dieser  wird  genügt  durch  das  Integral 

X.,    '(t^L)  dt 

(2)        Sn=^J    e'^    '^^pix)'p^, 

a 

WO  tfß  eine  willktlrliche  Function,  a  und  b  zwei  absolute  Con- 
Btanten  sind.  Der  Verfasser  stellt  sich  dann  die  Aufgabe,  die 
willkürliche  Function  t/;  so  zu  bestimmen,  dass  die  Function  S«  (x) 
ausser  der  Bedingung  l)  noch  der  weiteren  Becursionsformel 

(3)        nSn(x)  =  y  [Sn-i  (x)  +  S.+i(a:)] 

genügt.  Jede  Lösung  des  Systems  1)  und  3)  wird  als  Cylinder- 
fanetion  bezeichnet.  Die  allgemeinste  Lösung  ist,  wenn  n  keine 
ganze  Zabl, 

wo  A  und  B  periodische  Functionen  von  n  sind,  /  die  BesseF- 
schen  Fonctionen;  für  ganzzahlige  n  wird 

'S.  =  AJ^(x)+BY\x). 
Nebenbei  ergeben  sich  aus  2)  verschiedene  Integraldarstellungen 
der  Besserschen  Functionen,  sowie  andre  auf  diese  Functionen 
bezügliche  Formeln,  die  zum  grossen  Theil  bekannt,  zum  Theil 
auch  Verallgemeinerungen  bekannter  Formeln  sind.  Wir  erwähnen 
die  eine  Formel 


m    'W=©"i-/ 


-^^Jik+rO  -  5^^ ^ 


(k+rf)"+i  ' 


wobei  der  reelle  Theil  von  n  positiv  sein  muss. 

Es  folgt  die  Behandlung  von  unbestimmten  Integralen  der 
Form 


foix).Sf,{q>{x))  .8y  (fp(x))  dx, 


und  ^  wird  bestimmt,  in  welchem  Falle  sich  ein  solches  Integral 

rortMhr.  d.  lUth.  XU.  1.  26 
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durch  ein  Aggregat  von  Producten  je  zweier  der  FimctioMi 
Sfi  (9>(«Ä  S^+i  (<y>(^))»  Sy  (tp(x)),  S^+1  (VCa?))  auBdrücken  Um^ 
Analoge  Aufgaben  sind,  wenn  auch  nicht  so  allgemein,  sehoi 
von  Lommel  behandelt  (cf.  F.  d.  M.  XL  1880.  p.  349).  i 

Im  vierten  Abschnitt  werden  bestimmte  Integrale,  die  CrU 
derfunctionen  enthalten,  untersucht.  Vorzugsweise  dnreh  Be 
nutzung  des  obigen  Ausdrucks  (4)  und  Umformung  der  ei| 
stehenden  Doppelintegrale  wird  eine  grosse  Zahl  von  Fonndi 
abgeleitet,  die  sich  schon  in  den  Arbeiten  von  Weber,  Hank« 
und  Gegenbauer  finden,  verschiedene  Formeln  werden  in  &| 
sammenhang  gebracht  und  einige  neue  sehr  allgemeine  htnfl 
gefügt.    Von  diesen  mögen  die  folgenden  hier  Platz  finden: 


r 


wobei  m>—  1,A  eine  beliebige  complexe  Grösse  mit  positive 
reellen  Theile  ist; 


=  0  fttr  a<b. 

Dabei  ist  n  >  m  >  —  1,  a  und  6  reell  und  positiv.  Kidiii 
findet  sich  noch  folgende  Darstellung  der  Besserscben  Fonctid 
zweiter  Art  P(ft): 


+ 


n 


0  '  u 


Weiter  folget  die  Behandlung  der  Bessel'schen  Differentia 
gleichung.  E^  wird  gezeigt,  wie  man  durch  Benntzang  der  vt 
Hargreave  (Pbii.  Trans.  1848)  aufgestellten  symboliflcben  LCeui 
dieser  Differentialgleichung,  nämlich 


y  =  a^(l +!>')-» -^i5fl±A£^ÜL  , 


«>-*. 
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eine  ÄDzahl   bekannter  Integraldarstellungen    der    Besserschen 
Fanetioneo  erhält    Die  Methode  ist  die, oder  —  durch   ein 

X  X 

bestimmtes  Integral  auszudrücken  und  das  Symbol  (I+I^*)"'^  zu 
entwickeln. 

Zum  Scbluss  wird  der  Inhalt  des  ersten  Abschnitts  verall- 
gemeinert. Eb  wird  wieder  n  als  ganze  Zahl  angenommen  und 
statt  der  Becursionsformeln  1)  und  la)  werden  die  allgemeineren 

S«(x)  =  (pn(D).S^(x),  (p^(D)  =  1 
gewählt,  wobei  D  dasselbe  Symbol  wie  oben  bezeichnet  Sodann 
wird  gezeigt,  wie  aus  einer  Entwickelung  von  e**,  die  nach 
irgend  welchen  Polynomen  von  er  fortschreitet,  eine  analoge  Ent- 
wickelung der  willkürlichen  Function  S^  (cr+^)  nach  denselben 
Polynomen  von  a  folgt,  wobei  die  Sn(x)  die  CoefGcienten  der 
Entwickelung  sind.    Dies   wird  angewandt  auf  einige  specielle 

Fälle,  z.  B.  auf  den  Fall  S^  (x)  =  — ;-  etc.    Eine  eingehendere 

Behandlung  dieses  Gegenstandes  behält  sich  der  Verfasser  vor. 

Wn. 


J.  König,     üeber  Reihenentwickelung  nach  Besserschen 

Functionen.    Glebsch  Add.  XVII.  85-86. 

Für  die  im  ersten  Abschnitt  der  vorstehenden  Arbeit  von 
Sonine  gegebene  Entwickelung  einer  beliebigen  analytischen 
Function  in  Reihen,  die  nach  Besserschen  Functionen  der  Va- 
riablen fortschreiten,  wobei  die  Goefficienten  durch  recurrirende 
Gleichungen  dargestellt  werden,  nimmt  Herr  König  die  Priorität 
io  Anspruch;  vgl.  dessen  Arbeit  Glebsch  Ann.  V.  (F.  d.  M.  IV. 
1872.  p.  189).  Bei  Sonine  sind  nur  die  recurrirenden  Formeln 
dnreb  die  ausgerechneten  Ausdrücke  ersetzt,  was  aber  keine 
Mühe  macht,  während  Herrn  Ednig's  Entwickelungen  einfacher 
Dod  hinsichtlich  der  Gonvergenz  der  Reihen  strenger  sind. 

Wn. 


26* 
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Capitel  1. 
Principien  der  Geometrie. 

G.    Cantor.      üeber  unendliche   lineare  Panktmannij 

faltigkeiten.    Clebsch  Ann.  XVII.  355-359. 

Fortsetzung  der  in  diesem  Jahrbuch  XL  1881.  p.  361  b{ 
sprochenen  Arbeit.  Es  werden  zunächst  die  Begriffe  des  Z| 
sammenhanges,  des  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  und  d| 
grössten  gemeinsamen  Theilers  zweier  Punktmengen  er5ra 
und  Bezeichnungen  für  diese  Beziehungen  aufgestellt.  Es  zeij 
sich  dann,  dass  jede  folgende  Ableitung  einer  Punktmenge  e 
Divisor  der  vorhergehenden  ist  Die  „Punktmengen  1^  Gattun( 
sind  schon  durch  den  einfachen  Begriff  der  Ableitung  genflgei 
charakterisirt.  Ftlr  Punktmengen  2^'  Gattung  bedarf  dersell 
einer  Erweiterung,  die  auf  folgende  Art  gewonnen  wird.  Ba  d 
Bildung  der  Ableitungen  F,  P"  ...  einer  Punktmenge  2^  Gl 
tung  fällt  jedesmal  eine  Punktmenge  weg,  während  eine  aodd 
fi,  beständig  erhalten  bleibt.  Es  ist  dann  R  =2  [K^\  Ans  let 
terem  Begriffe  folgen  dann  eine  Menge  anderer,  indem  d 
Index  00  durch  Addition,  Hultiplication  und  Potenzirung  mit  es 
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30 
00 


lieben  Sohlen  und  mit  sich  selbst  schliesslich  zu  der  Form  00 
erweitert  wird.    Am  Schiasse   wird   der   einfache  Fall  erörtert, 
dass  l^'^)  ans  einem  einzigen  Punkte  besteht.  Schg. 


W.  J.  Stringham.      Regulär   figures    in    it-dimensional 
Space.   Am.  j.  m.  1-10. 

Ein  n-dimensionaler  Winkel  wird  von  n  Kanten,  — \l% 

Ebenen,  allgemein  von  n-^  ft-dimensionalen  Gebilden  begrenzt. 
Er  heisst  regulär,  wenn  alle  Grenzgebilde  von  gleicher  Dimen- 
sionenzahl congruent  sind.  Die  Zahl  seiner  Grenzkanten  ist  im 
letzteren  Falle  gleich  der  Zahl  der  Ecken  eines  (n— l)-dimen- 
sioDalcm  regulären  Gebildes.  Hiernach  giebt  es  5  Arten  regu- 
lärer vierdimensionaler  Winkel.  Es  ergeben  sich  hieraus  11  Bil- 
dongsweisen  regulärer  vierdimensionaler  Gebilde,  indem  in  jeder 
Eeke  eines  solchen  4,  8,  20  Tetraeder,  Hexaeder,  Dodekaeder, 
fenier  6  Oktaeder  und  12  Ikosaeder  zusammenstossen  können. 
Da  aber  die  Zahl  der  (it — l)-dimensionaIen  Grenzgebilde,  welche 
in  dner  Ecke  zusammentreffen,  kleiner  sein  muss  als  die  der 
(»— l>-dimensionalen  Gebilde,  welche  im  (n — l)-dimensionalen 
Baume  um  einen  Punkt  herumgelegt  werden  können,  so  reducirt 
deb  die  Zahl  der  regulären  Gebilde  von  11  auf  6.  Dieselben 
werden  resp.  begrenzt  von  ö,  16,  600  Tetraedern,  24  Okta- 
edern, 8  Hexaedern,  120  Dodekaedern.  Diese  letzteren  Zahlen 
findet  der  Verfasser  empirisch  durch  Gonstruction  der  dreidimen- 
sionalen Projectionen  jener  Gebilde.  Es  werden  weiter  die  Bil- 
dnngsweisen  der  regulären  ö-dimensionalen  Gebilde  mitgetheilt 
und  classificirt  In  den  Räumen  mit  5  und  mehr  Dimensionen 
eiistiren  nur  noch  je  3  reguläre  Gebilde;  begrenzt  von  n+l»  2n 
und  2*  Gebilden  mit  it— 1  Dimensionen.  Schg. 


W.  K1LLIN6.     GrundbegriflFe  und  Grundsätze  der  Geo- 
metrie.   Pr.  Brilon. 

Untersuchungen  über  die  Grundbegriffe  Körper,  Raum  und 
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diejenigen,  welche  Beziehungen  zwischen  diesen  Gebilden  aus- 
drücken, ferner  über  den  Ursprung  verschiedener  Rauraformen 
und  die  denselben  zukommenden  Grundsätze  und  einscbr&nkeDden 
Bedingungen.  Scbg. 


W.  KiLLiNG.     Die  Reclinung  in  den  Nieht-EuklidlBchen 

Raumformen.      Borchardt  J.  IXC.  265-288. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit  (S.  F.  d.  M.  X.  1878. 
p.  344)  zeigt  der  Verfasser  durch  Rechnung,  dass  die  vier  be- 
kannten Raumformen,  die  Euklidische,  Lobatschewski'scbe,  Rie- 
mann'sche  und  die  Polarform  des  letzteren  die  einzigen  fttr  das 
reale  Gebiet  existirenden  sind,  während  in  der  Lobatschewski'- 
sehen  Geometrie  für  ein  mit  dem  reellen  im  Unendlichen  zu- 
sammenhängendes ideales  Gebiet  noch  mehrere  Formen  denkbar 
sind.  Betrachtet  man  auch  den  Euklidischen  Raum  als  zusammen- 
gesetzt aus  einem  realen  und  einem  idealen  Theile,  die  beide  im 
Unendlichen  zusammenhängen  (dieselbe  Auffassung  lässt  sich  auch 
auf  Gerade  und  Ebene  anwenden),  so  lässt  sich  auch  die  Rie- 
mann'sche  Raumform  auf  die  Euklidische  eindeutig  abbilden. 

Schg. 


G.  Ohrystal.     Non  -  Euclidian  geometry.    Proc.  of  Bdinb. 

X.  638-644. 

Dies  ist  eine  Adresse,  welche  auf  Veranlassung  der  Royal 
Society  von  Edinburgh  bearbeitet  ist,  und  deren  Gegenstand  zum 
Theil  deshalb  gewählt  ist,  weil  sie  mit  Notizen  von  des  Verfassers 
Vorgänger,  Prof.  Eelland,  zusammenhängt.  Der  Verfasser  be- 
trachtet die  Arbeit  als  eine  Skizze,  welche  fbr  solche  Leser  be- 
stimmt ist,  die  mit  Euklid's  Geometrie  vertraut  sind.  Er  will 
keine  detaillirte  Uebersicht  über  die  neueren  Untersuchungen  und 
auch  keine  systematische  Behandlung  geben,  sondern  nur  auf 
synthetischem  Wege  einen  allgemeinen  Ueberblick  über  das,  was  in 
einem  bestimmten  Theil  eines  jetzt  viel  bearbeiteten  Gegen- 
standes bekannt  ist.    Er  hat  sich  dabei  so  viel  als  möglieb  an 
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Heihoden  Euklid's  gehalten,  vielleicht  zum  Theil  auf  Kosten  der 
Eleganz,  aber  dafür  zu  praktischem  Nutzen.  Bibliographische 
Details  werden  nicht  gegeben,  da  sich  diese  ja  schon  in  Halsted*s 
Arbeit  finden  (Am.  J.  I  261-276,  384,  385,  II  65-70  s.  F.  d.  M. 
X.  1878.  p-  343,  XL  1879.  p-  357).  Der  Verfasser  bemerkt, 
dass  er  zwar  den  grössten  Theil  der  Literatur  selbst  gelesen  hat, 
sieh  aber  doch  hauptsächlich  an  Newcomb  und  Frischauf  an- 
sddiesst 

Unter  den  Bemerkungen  möge  hervorgehoben  werden  die  Unter- 
sdieidung  zwischen  den  beiden  Arten  elliptischen  Baumes.  Der 
einfachste  Fall  ist  der,  in  dem  eine  gerade  Linie  so  in  sich  selbst 
smUokkehrt,  dass  der  nächste  Punkt,  in  dem  zwei  gerade  Linien 
sieh  sehneiden,  der  Punkt  ist,  in  dem  sie  sich  zuerst  schneiden. 
Dies  kann  der  einfach  elliptische  Baum  genannt  werden.  Der 
nächst  einfache  Fall  ist  der,  in  dem  sich  zwei  gerade  Linien  ein 
iweites  Mal  in  einem  verschiedenen  Punkte  schneiden  und  zwar 
in  dnem  Schnittpunkt,  der  mit  dem  ursprtlnglichen  einen  zu- 
sammenfältt.  Dies  kann  der  doppelt  elliptische  Baum  genannt 
werden.  Ob  diese  Multiplicität  des  elliptischen  Baumes  noch  weiter 
fortgeftlhrt  werden  kann,  ist  nicht  klar.  Cly.  (0.) 


E.  BicoRDi.    J  circoli  nella  geometria  non  euclidea. 

BattagUni  G.  XYUL  255-271. 

Nach  einer  Beihe  einleitender  Sätze  über  die  Kreise  in  der 
nidit-euklidischen  Geometrie  werden  die  von  Battaglioi  früher 
auf  analytischem  Wege  gefundenen  diesen  Gegenstand  betrefiTen- 
den  Besultate  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  abgeleitet. 
(ä  F.  d.  M.  VL  1874.  300  und  420.)  Sehn. 


P.  Oassani.     Intomo  ad  alcune  generazioni  della  retta 

e  del  piano.    Atti  d.  ist.  Yen.  (3).  IL  45-52. 

Den  von  Lobatschewsky  und  Bolyai  gegebenen  Definitionen 
der  Geraden  und  der  Ebene  haftet;  wie  der  Verfasser  mit  Recht 
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bemerkt,  der  Uebelstand  an,  dass  sie  eine  ganze  Anzahl  andcNl 
Sätze  voraussetzen.  Diesen  Uebelstand  sucht  der  Verfasser  ij^i 
durch  zu  vermeiden,  dass  er  Gerade  und  Ebene  ab  den  geomet 
trischen  Ort  eines  Punktes  definirt,  dessen  vwable  AbsttDÜ 
von  drei  resp.  zwei  Punkten  einander  gleich  sind. 

Schg. 


Capitel  2. 
Continuitätsbetrachtungen  (Analysis  situs). 

J.  H.  Graf.     Beiträge  zur  Theorie  der  Riemann'schd 

Fläche.    DisB.  Bern.    Hnber  n.  Comp. 

Schätzbarer  Beitrag,  um  die  von  Clebsch  und  Gordin  i^ 
ihrer  Theorie  der  Aberschen  Functionen  studirten  Kreiswe^ 
1^'  und  2^'  Art  der  Biemann'schen  Flächenanschauung  zu  nih^ 
Als  Vermittlung  dienen  einige  Sätze  von  Clebsch  (Clebsch  Ana 
VI.  216,  s.  F.  d.  M.  V.  1873.  283),  die  die  Lttroth'sche  Ummndl 
lung  der  Biemann'schen  Fläche  (Clebsch.  Ann.  III.  181,  cf.  F.d.l 
III.  1871.  p.  192)  ergänzen.  Als  Beispiel  dient  eine  sechs-blittrigi 
Fläche  mit  20  Verzweigungspunkten  (Curve  6^  Orades  mii 
5  Doppelpunkten). 

Zum  Schluss  wird  die  bez.  Biemann'sche  Fläche  durch  aH 
mählige  Deformationen  in  die  Fläche  eines  Körpers  mit  5  (sB 
gemein  mit  p)  Durchbohrungen  Übergeführt  und  der  Yorthei 
dieser  Anschauung  nachgewiesen.  Zum  Letzteren  naöchte  Bde 
rent  bemerken,  dass  Herr  Professor  Klein  seit  mehreren  Jahra 
mit  dieser  Gestalt  der  Flächen  als  der  bequemsten  operirt 

My. 


P.  G.  Tait.     On   the  colouring  of  maps.    Proc  of  Bdwi 

X.  501-503. 

Bezieht  sich  auf  De  Morgan's  durch  Erfahrung  gefundeno 
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iitx,  das8  vier  Farben  hinreichend  sind,  um  auf  einer  Karte  die 
rerschiedenen  Distriete  alle  von  einander  za  unterscheiden. 

Cly.  (0.) 


?.  G.  Tait.      Note    on    a  theorem  of  the  geometry  of 

Position.    Trans,  of  Edinb.  XXIX.  657-660. 

Bezieht  sich  auf  einen  Satz,  der  in  der  obigen  Arbeit  ge- 
lben ist  und  hier  in  folgender  Form  aufgestellt  wird:  ,,Wenn 
in  Punkte  durch  3n  Linien  so  verbunden  werden ,  dass  je  drei 
inien,  und  nur  drei  sich  in  jedem  Punkte  schneiden,  so  können 
liese  Linien  (meist  auf  mannigfache  Weise)  in  drei  Gruppen  von 
e  n  so  getheilt  werden ,  dass  eine  aus  jeder  Gruppe  in  jedem 
Icr  Punkte  endet.«  Cly.  (0.) 


P.  G.  l^AiT.     Remarks  on  the  preceeding  communica- 

tion.     Proc.  of  Edinb.  X.  729. 

Cly. 


P.  G.  Tait.     Solution  of  a  question   (5494).  Educ.  Times 

XXXIII..  33. 

Behandelt  zwei  specielle  Fälle  der  Verknotungstheorie  des 
(Verfassers,  anknüpfend  an  die  Arbeit  desselben  in  den  Trans, 
rf  Edinb.,  1877,  über  die  F.  d.  M.  IX.  1877.  392  berichtet  wor- 
ien  ist.  0. 


Db  Folignac.     Formules  et  consid^rations  diverses  se 
rapportant  k  la  throne  des  ramifications.    Ball.  s.  M.  F. 

Vni.  120-124. 

Es  sind  dies  Configurationen  aus  geraden  und  krummen 
Lmien  zusammengesetzt ,  wie  sie  schon  von  Jordan,  Sylvester, 
Oayley,  Tebay  etc.  betrachtet  sind.  Der  Herr  Verfasser  definirt 
sie  als  solche  aus  Zweigen  und  Knotenpunkten  bestehende  ebene 
Rguren,  ^so  dass  man  von  jedem  Knotenpunkt  zu  jedem  andern 
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aber  nur  aaf  einem  Wege  gelangen  kann.^  (Somit  üod  ge^ 
schlossene  Gurven-  oder  Cnrventheile  hier  ausgescblossen).  Ei 
gilt  der  Satz:  „Wie  man  auch  eine  „Verzweigung**  (ohne  Wicd«- 
holung  und  Hemmung)  ziehen  mag,  die  Zahl  der  Darcblinfe  iit 
immer  dieselbe.**  Es  ist  dies  die  Zahl  der  Züge,  die  dazo  g^ 
dient  haben,  die  „Verzweigung**  zu  zeichnen,  =  N.  Für  dtete 
(Fundamentalzahl)  werden  eine  Reihe  von  Ausdrücken  aoige* 
stellt,  mittelst  der  verschiedenen  Grössen,  die  eine  Venweigmig 
charakterisiren  können.    So  erhält  man  z.  B.: 


JV  =  <^)-(.-l), 


2 
wo  m  die  Zahl  der  Zweige  eines  Knotenpunktes,  v  die  Zahl  da 

ffM  -1—  1  \. 

letzteren,  (~r~)  d>®  ^^  diesem  Bruch  enthaltene  grösste  gaoift 

Zahl  ist.    Desgleichen,  wenn  für  eine  gegebene  Verzweigung  did 
graden  Zahlen  m  an  Zahl  p  vorhanden  sind 

und  die  ungraden  an  Zahl  t 

=  2A,  +  1,  2A,  +  1,...2A,  +  1, 
so  ist 

wo  also  t  gar  nicht  vorkommt.  My. 


O.  SiMONY.  Ueber  jene  Flächen,  welche  aus  ringförmig 
geschlossenen,  knotenfreien  Bändern  durch  in  sich 
selbst  zurückkehrende  Längsschnitte   erzeugt  werden. 

Wien.  Ber.  1880. 

Es  wird  die  Verknotung  der  Flächen  festgestellt,  die  av 
einem  rechteckigen  Streifen  entstehen,  indem  man  das  eine  Ende 
beliebig  oft  tordirt  (d.  h.  um  ein  Multiplum  von  180^  dreht^ 
sodann  mit  dem  anderen  Ende  verklebt  und  endlich  läogs  da 
Mittellinie  des  Streifens  einen  vollständigen  Schnittt  f&hrL 

Es  ergiebt  sich,  dass  Air  ein  ungrades  Multiplum  von  180 
=  (2A?+1)  180^  ein  einziges,  ringförmig  geschlossenes  Band  mi 
einer  Gesammtverdrehung  von  4(ft-|-l)  180^  entsteht  mit  etnen^ 
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Tefsehiebbaren  Knoten  &^'  Art,  d.  h.  einem  solchen,  den  man 
erbüt,  wenn  man  die  eine  Hälfte  eines  Streifens  Amal  nm  die 
andere  windet  nnd  ihr  Ende  zum  Schluss  durch  die  Anfangs- 
•ddinge  durchzieht. 

Dagegen  ftlr  ein  grades  Multiplum  2k  (180)  entstehen  zwei 
geschlossene  Bänder  mit  je  einer  Gesämmtverdrehung  von 
2i(18ü^),  von  denen  jedes  an  irgend  einer  (vertical  gestellten)  un- 
Tcrdrehten  Stelle  des  anderen  aufgehangen  werden  kann.  Dess- 
halb  sind  sie  auch  nur  mittelst  eines  ganzen  Querschnitts,  den 
man  filr  eines  derselben  fAhrt,  auseinander  zu  bringen.  (Ver- 
bindung k^  Art) 

Das  allgemein  gestellte  moderne  Problem  „in  ein  ringförmig 
g^chlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen^  lässt  daher,  wie 
man  ans  dem  ersten  Fall  sieht,  unendlich  viele  Lösungen  zu; 
jedoch  unter  den  beiden  Voraussetzungen,  erstens,  dass  das  ge- 
gebene Band  schon  eine  gewisse  Verdrehung  aufweisen  muss, 
zweitens,  dass  die  Länge  des  umgeformten  Bandes  eine  andere 
geworden  ist 

Endlich  wird  gezeigt,  dass  die  oben  angegebene  Gesammt- 
verdrehung  des  Knotens  resp-  der  Verbindung  k^^  Art  keine  un- 
Teränderliche  ist  Denn  man  kann  z.  B.  jene  Gebilde  auch  mit- 
telst analoger  Verdrehungs-  und  Längsschnittoperationen  aus 
einem  Kreuzstreifen  erzeugen,  so  dass  nun  die  Gesämmtverdrehung 
eine  andere  wird.  My. 


H.  DuR^GE.     üeber  die  Hoppe'sche  Knotencurve. 

Wien.  Ber.  1880. 

B.  Hoppe.     Bemerkung  betreflFend  die  Auflösung  eines 
Knotens  in  4*^  Dimension.   Grunert  Arch.  LXV.  423-426. 

Herr  Hoppe  hatte  (Grunert  Arch.  LXIV.  p.  224,  cf.  P.  d.  M. 
XL  1881.  p.  362)  die  Gleichung  eines  unauflösbaren  Knotens 
aufgestellt,  die  mit  Hülfe  einer  vierten  Goordinate  (der  vierten 
Dimension)  und  eines  variabeln  Parameters  continuirlich  in  die 
Gleiehung  eines  Kreises   Übergeht.    Die  Gleichungen  sind   voq 


412      VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  u.  synthetische  Geometrie. 

der  Form 

Xi  =  f(i).q>i{i,u)    1=1,2,3,4, 

wo  /  der  Httlfsparameter  ist,  der  die  Gestaltsyerändemng  reg»* 
lirt  Die  q>i  sind  bestimmte  ganze  Functionen  von  sin  n,  co6% 
cos  /,  sin  U  f  (0  braucht  dagegen  nur  die  Bedingung  «i  erftUen, 
dass  ftlr  die  verschiedenen  Werthe  von  /  die  Länge  der  Cum 
constant  bleibt.  Ausserdem  soll  ^(0)  noch  gleich  1  sein,  li 
der  That  kann  f  so  bestimmt  werden. 

FUr  /  =  0  bis  t  =  n  geht  die  Curve  vom  ersten  Znslaiti 
(x^  =  0,  Knoten)  stetig  in  den  Endzustand  (x^  =0,  ^,  =0, 
Kreis)  über. 

Herr  Duröge  bemerkt  treffend,  wie  diesem  Beispiel  noch  der 
Mangel  anhaftet,  dass  bei  der  Aenderung  von  /  die  Curve  sicii 
gleich  im  ersten  Moment  öffnet,  also  nicht  geschlossen  bkiU, 
und  hilft  diesem  Uebelstande  ab,  indem  er  setzt 

x^  =  ih  sinu  sin<  f(t) 

(h  constant) ,  während  bei  Herrn  Hoppe  statt  sin  u  nur  u  stani 
Weiter  zeigt  Herr  Duröge,  dass  die  Störung,  die  etwa  durch  da 
Unendlichgrosswerden  von  f  einträte,  in  der  That  nicht  stattfindet, 
indem  f  endlich  bleibt. 

Die  Bedingung  der  Unauflösbarkeit  im  drei-dimenwonala 
Räume  drUckt  sich  mathematisch  dadurch  aus,  dass  ffir  eioa 
Werth  von  t  die  Curve 

einen  wirklichen  Doppelpunkt  haben  muss. 

Die  Möglichkeit  der  Ueberftthrung  in  den  Kreis  im  vierdi 
mensionalen  Raum  bedingt,  dass  in  diesem  Raum  die  Curve 

^.  =  /"(O^tC')«)    «  =  1,  •••  4 
für  keinen  Werth  von  /  einen  Doppelpunkt  besitzt.    Beides  wdd 
Herr  Duröge  nach,  indem  er  den  Doppelpunkt  im  drei-dimensia 

^^  I 

nalen  Raum  berechnet,  und  ergänzt  somit  auch  in  dieser  Hinsid 
die  Betrachtungen  des  Herrn  Hoppe. 

Herr  Hoppe  giebt  die  Umgestaltung  von  9^  (/,  ti)  zu  and  sei^ 
im  Weiteren,  wie  sich  die  Umgestaltung  der  Curve  auch  ao^ 
dehnen   lässt   auf  ein   körperliches    cylindrisches   Band,  dessd 
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Mittellinie  die  Curve  ist.  Bei  der  Tordirung  dieses  materielleD 
Bandes  wird  sieh  die  Lftnge  ändern,  d.  h.  man  setze  einfach 
f(t)=  1.  Bei  nicht  zu  grosser  Dicke  des  Bandes  kann  man  es 
itetB  so  einrichten,  dass  sich  dasselbe  nirgends  selbst  durchdringt 
md  die  im  Anfang  zur  Mittellinie  senkrechten  Querschnitte  bei 
der  Umgestaltung  stets  senkrecht  bleiben.  My. 

E.  Cbsaro.     Sur  Texistence  de  certains  polyfedres. 

N.  C.  M.  VI.  118-119. 

Es  giebt  nur  f&nf  Arten  von  regulären  Polyeder,  wie  bekannt. 

Mn.  (0.) 

F.  RöLLNEB.      lieber  einfach  und  mehrfach  zusammen- 
hängende Polyederfl'ächen.   z.  f.  d.  R.  v.  133-142. 

Neun,  grossentheils  neue,  Theoreme  über  den  Zusammenhang 
TOD  Flächen,  dies  Wort  im  Riemann'schen  Sinne  genommen. 
Zar  Probe  greifen  wir  einen  dieser  Sätze  heraus:  „Fttr  jede 
(2ii-|-l)-fach  zusammenhängende  Polyederoberfläche  mit  f  mehr- 
fach zusammenhängenden  Seitenflächen ,  in  welcher  man  jeden 
Eekpunet  mit  jedem  anderen  durch  eine  Kante  oder  eine  aus 
Kanten  zusammengesetzte  Linie  verbinden  kann,  gilt  die  Formel 
2^^  f  ^  n+f,  sofern  s  die  Summe  der  ^Zahlen  ist,  welche  ein- 
zeln die  Ordnung  des  Zusammenhanges  der  f  Seitenflächen  an- 
geben.^ Angewandt  werden  diese  stereometrischen  Wahrheiten 
einerseits  zur  Aufklärung  einiger  Bemerkungen  v.  Staudt's,  an- 
dererseits zur  ,  Bestimmung  der  massgebenden  Constanten  fttr 
jene  Polyederformen,  welche  Hessel  in  seinem  Aufsatze  „Nach- 
trag zu  dem  Euler'schen  Lehrsatze  von  den  Polyedern^  (Grelle  J. 
VUL)  beschrieben  hat  Gr. 


E.  Hess.    Anwendungen  und  Erweiterungen  des  Steiner- 
Lindelöf  sehen  Satzes.    Marb.  Ber.  1880.  56. 

Vorläufige  Bfittheilung  über   eine   demnächst  erscheinende 
Abhandlung.  V. 
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Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie). 

SzwAjKART.  Kurzer  Abriss  der  Mathematik  auf  der 
Grundlage  der  Lehre  von  den  Raumgrösseu  und  der 
Zahlensysteme.    Erstes  Heft.   Lemberg.  1880. 

Das  Referat  geben  wir  in  dem  folgenden  Bande  der  Jahr- 
bücher. Dn. 


V.  Schlegel.  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik. 
IL  Th. :  Geometrie.  IIL  Th. :  Trigonometrie  (mit  einer 
vierstelligen  Logarithmentafel).  IV.  Th. :  Stereometrie 
und  sphärische  Trigonometrie.   Woifenbfittel.  J.  Zwissier. 

lieber  den  ersten  Tbeil  dieses  Lehrbuchs  haben  wir  F.  d.  H. 
XL  1879.  p.  803  berichtet  and  die  f&r  die  Abfiissnng  des  Buches 
massgebend  gewesenen  Grundsätze  erwähnt.  Wie  die  meisten 
besseren  neueren  Lehrbücher  der  Planimetrie  weicht  auch  di^es 
der  Form  und  dem  Inhalt  nach  von  dem  alten  euklidischen 
Muster  ab.  Das  Hauptziel  der  mathematischen  Bildung  ist  nicht 
in  der  Kenntnis  einzelner  Sätze,  sondern  in  dem  Verständnis 
des  inneren  Zusammenhanges  aller  Sätze  zu  suchen.  Deshalb 
weicht  die  Form  darin  ab,  dass  der  Lehrsatz  erst  dann  ausge* 
sprechen  wird,  wenn  er  aus  früheren  Sätzen  abgeleitet  worden 
ist.  Für  die  Darstellung  ist  das  fruchtbare  Princip  der  Verwandt- 
schaft oberster  Gesichtspunkt,  und  zur  Begründung  dieses  Prin- 
cipes  ist  das  Princip  der  Bewegung  unentbehrlich.  Uebrigeos 
hat  der  Herr  Verfasser  den  Anhängern  der  alten  Methode  bei 
dem  Beweise  der  Congruenz  dadurch  eine  Concession  gemacht, 
dass  er  den  Gang  nach  der  alten  MeÜiode  in  die  Anmerkung 
mitaufgenommen  hat.    Was  den  Umfang  der  Geometrie  betrifit 
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80  sind  auch  die  Kegelschnitte  bebaodelt,  und  zwar  nach  rein 
geometrischer  Methode,  die  durch  gleichzeitige  Betrachtung  der 
Corve  und  eines  festen  Kreises  vereinfacht  wird. 

In  der  Trigonometrie  ist  der  Herr  Verfasser  im  wesentlichen 
dem  Vorgange  H.  Grassmann's  (Lehrbuch  der  Trigonometrie, 
Berlin  186ö|  Enslin)  gefolgt.  Der  Cosinus  bildet  das  Fundament 
der  goniometrischen  Functionen,  und  die  Trigonometrie  wird 
überhaupt  als  Anwendung  der  allgemeinen  Functionslehre  auf 
die  Geometrie,  nicht  als  rein  geometrische  Disciplin  angesehen. 
Daher  finden  wir  auch  die  Darstellung  der  Winkelfunctionen  in 
transcendenter  und  Reihenform  ausführlicher  als  gewöhnlich  be- 
handelt. Die  Aufgaben  für  die  Berechnung  der  Dreiecke  sind 
sehematiscb  geordnet  Am  Schluss  findet  sich  eine  vollständige 
vierstellige  Logarithmentafel. 

In  der  Stereometrie  ist  der  Hauptnachdruck  auf  die  Be- 
ziehungen zwischen  ebenen  und  räumlichen  Gebilden  gelegt. 
Aach  hier  ist,  wie  in  der  Geometrie,  die  Bewegung  oberstes 
Prindp.  Besonders  ausführlich  ist  die  Lehre  vom  Tetraeder  und 
Ton  den  regelmässigen  Polyedern  behandelt.  Ganz  abweichend 
von  anderen  Lehrbüchern  der  Stereometrie  hat  der  Herr  Ver- 
fasser auch  die  allgemeinen  Flächen  2^'  Ordnung  mitaufge- 
Dommen,  die  in  möglichst  elementarer  Weise  behandelt  werden. 

H. 


F.  HozA.     Elemente  der  ebenen  Geometrie.  Frag.  (Böhmisch.). 

Das  sorgfältig  ausgearbeitete,  dem  österreichischen  Schul- 
programm genau  angepasste  Buch  enthält  in  5  Abtheilungen  das 
Nothwendigste  aus  der  ebenen  Geometrie,  insoweit  die  Unter- 
abtheilung  der  Hittelschule  zu  berücksichtigen  ist,  und  bildet  mit 
der  frQher  ausgegebenen  Geometrie  des  Raumes  von  demselben 
Verfasser  ein  pädagogisches  durchdachtes  Ganze  von  nicht  selten 
origineller  Fassung.  Std. 
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J.  K.  Becker.  Lehrbuch  der  Elementargeometrie  für 
den  Schulgebrauch.  Drittes  Buch.  Stereometrie,  sphä- 
rische Trigonometrie   und  Kegelschnitte.     Beriin.  1879 

Weidmann. 

Das  1"«  Bach  (1877)  enthielt  die  1"«  Stufe  der  Planimetrie, 
das  2^  Buch  (1878)  die  ebene  Trigonometrie  und  2^  Stufe  der 
Planimetrie.  Diese  sowohl  wie  das  gegenwärtige  verwerthen  die 
Grundsätze,  welche  in  der  vorausgehenden  Schrift  des  Verfassers: 
„Die  Elemente  der  Geometrie  auf  neuer  Grundlage  etc.^  1877 
(s.  F.  d.  H.  IX.  1877.  p.  394)  dargelegt  sind.  Die  Stereometrie 
stützt  sich  nicht  wie  gewöhnlich  auf  die  vorausgehende  Behand- 
lung der  Planimetrie,  sondern  grefft  im  Gegentheil  in  der  Grund- 
legung noch  weiter  zurück  als  diese.  Die  Grundbegriffe  der 
Geometrie  werden  mit  ausserordentlicher  Gründlichkeit  und  Aus- 
führlichkeit entwickelt  Das  Studium  der  Riemann'scben  Schriften 
hat  sichtlich  den  Verfasser  auf  die  Beachtung  der  wichtigen 
Punkte  gelenkt.  So  entsprechen  auch  die  aufgestellten  sechs 
Axiome  (a.  a.  0.  genannt)  im  ganzen  den  Beschränkungen  des 
empirischen  Raumes  nach  Biemann.  Die  didaktische  Verarbeitung 
der  von  ihm  aufgenommenen  Ideen  ist  zum  grossen  Theil  mit 
Glück  und  Geschick  ausgeführt  Bemerkenswerth  ist  z.  B.,  dass 
erst  die  kürzeste  Linienverbindung  zwischen  zwei  Punkten,  durch 
sie  der  Abstand,  dadurch  die  Kugel,  dann  die  Rotation  und  der 
Kreis,  dadurch  die  Gerade,  diese  also  zweimal,  erst  als  Kürzeste, 
nun  als  Rotationsaxe  erklärt  wird.  Dass  die  Existenz  des  Mini- 
mums der  Verbindungslinie  nicht  exact  gefolgert  werden  kann, 
räumt  der  Verfasser  selbst  ein.    Die  Abschnitte  des  Buchs  sind: 

1)  Grundbegriffe,  Beziehungen  zwischen  Geraden,  Ebenen,  Kugel-, 
Kegel-  und  Cylinderflächen,    woran   sich  Aufgaben   schliessen; 

2)  Körperlehre  oder  Stereometrie  im  engeren  Sinne;  3)  Sphärik 
und  sphärische  Trigonometrie;  4)  Kegelschnitte,  deren  Eigen- 
schaften aus  dem  ebenen  Schnitt  des  Kegels  hergeleitet  werden. 

H. 
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E.  Glinzbr.    Lehrbuch  der  Elementar- Geometrie.    Erster 

Theil :    Planimetrie.    Hambarg.    F.  H.  Nestler  a.  Melle. 

Das  Lehrbuch  soll  zur  mathematischen  Vorbildung  fbr  Gewerbe 
dienen.  Es  ist  indess  nicht  weniger  exact  bearbeitet,  als  es  die 
wissenschaftliche  Bestimmung  erfordert  hätte.  Für  beide  Zwecke 
gleich  ungenflgend  ist  es  dagegen,  dass  die  Incommensurabilität 
onberttcksichtigt  und  unerwähnt  bleibt.  Im  übrigen  ist  der  Lehr- 
gang der  gewöhnliche.  Die  Figuren  sind  in  den  Text  gedruckt. 
Augf&hrlicher  besprochen  in  GrunertArch.  LXV.  Lit.  Ber.  p.  19. 

H. 


G.  Wagner,     üeber  geometrische  Constructionsaufgaben 
beim  planimetrischen  Unterrichte.    Zeitechr.  f.  d.  Realsch.  v. 

535-540. 

Betrachtungen  über  die  zweckmässigste  Art,  planimetrische 
Aufgaben  auszuwählen  und  aufzulösen,  verbunden  mit  Bemer- 
kungen über  die  gangbaren  Beispielsammlungen.  Das  treffliche 
Werkchen  Petersen's  (deutsch  von  Fischer- Benzen)  ist  merk- 
würdigerweise nicht  besprochen.  Gr. 


A.  MUKHOPADHYAY.      Proof    of  Euclid    I.  25.     MeBseoger  (2) 
X.  122-123. 

Directer  Beweis  des  Satzes  durch  Inversion.       Glr.  (0.) 


ß.  Tücker,  J.  L.  Kitchin.    Solution  of  a  question  (42). 

Edoc.  Times  XXXIII.  35. 

Zieht  man  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC  drei  Gerade 
dorch  einen  Punkt  0,  welche  die  gegenüberliegenden  Seiten  resp. 
in  den  Punkten  A',  B\  O  schneiden,  so  ist,  wie  bekannt: 
2JABC:JA'ffa  =  AO.BO  XOi  A'O.WO.OO, 

0. 


PorUchT.  d.  Math.   XII.  *i.  27 
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A.  Panek.     üeber  die  Bereclinung  der   Dreiecksfläche 
aus  den  Seitenlangen,    casopis  ix,  162.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  neue  Ableitung  der  bekannten  Formel  unter 
Verwendung  von  Determinanten.  Std. 


N.    VON    Lorenz.      Nachtrag    zu    der    Dreiecksaufgabe 

T.  LXIIL   p.  300.    Grunert  Arch.  LXV.  212-215. 

Die  citirte  Aufgabe  bildet  den  zweiten  Theii  des  in  F.  d.  M. 
XI.  371  besprochenen  Aufsatzes.  Es  bandelte  sich  um  Aosdrficke 
der  Seiten  und  der  in  ihnen  symmetrischen  Grössen  in  drei  aus- 
gewählten der  letztern.  Diese  Bestimmung  giebt  jetzt  Anlass, 
einige  Fälle  von  Maximis  und  Minimis  zu  untersuchen.       H. 


6.  Dostor.      Surface    des   triangles  dont  les  sommets 
sont  les  pieds  des  bissectrices  d'un  triangle  donn^. 

Grunert  Arch.  LXFV.  407-425. 

Die  inneren  und  äusseren  Winkel  eines  Dreiecks  werden  hal- 
birt,  die  durch  die  Schnitte  der  Gegenseiten  begrenzten  Linien 
und  die  entstehenden  Dreiecke  durch  die  Seiten  und  den  Inhalt 
des  Urdreiecks  ausgedrückt.  H. 


G.  Dostor.      Distances   mutuelles   entre  les   pieds  des 

six   bissectrices   d'un   triangle.    Grunert  Arch.  LXIV.  426-131. 

Es  wird  der  durch  den  Titel  bezeichnete  Theil  der  vorigen 
Aufgabe  behandelt  H. 


A.  Haussner.     Constructionsaufgaben.   Gmnert  Arch.  LXV. 

334-336. 

Die  zwei  ersten  Aufgaben,  welche  hier  gelöst  werden,  sind: 
Aus  den  drei  Höhen  ein  Dreieck  und  aus  den  vier  Seitenlangen 
ein  Kreisviereck  zu  construiren.     Hierauf  folgt  die  Theorie  des 


Capitel  3.    Elemeotare  Geometrie.  419 

^Pantograpbeo."  Dies  Instrument  besteht  ans  einem  Rhombus 
mit  Tariabelm  Winkel,  in  einem  Punkte  einer  Seite  fest  in  einer 
Ebene;  ein  Punkt  der  Gegenseite  wird  in  der  Ebene  geführt; 
deijenige  Punkt  einer  dritten  Seite,  welcher  mit  den  zwei  Punkten 
in  gerader  Linie  liegt,  enthält  den  zeichnenden  Stift.  Seine 
Bewegung  ist  parallel  und  proportional  der  Bewegung  des  zweiten 
Panktes;   er  zeichnet  daher  eine  ähnliche  Figur.  H. 


6.  Dostor.     Distances  des  trois  sommets  d'an  triangle 
au  centre  d'un    cercle,   qni  passe  par  les  pieds  des 

trois   hauteurs   du  tl'iangle.    Grunert  Arch.  LXVI.  24-26. 

Sind  a^by  c  die  Seiten  des  Urdreieeks,  R  der  Radius  von 

dessen  Umkreis,  so  ist  das  vierfache  Quadrat  des  Abstands  einer 

Eeke  vom  Mittelpunkt  des  Neunpnnktkreises 

=  Ä»  +  6*  +  c'-a', 

die  andern  analog  und  das  vierfache  Quadrat  des  Abstands  des 

Höhenschnitts  von  demselben  Mittelpunkt  ist 

=  9M-(a'  +  6'  +  0- 

H. 

M.  d'Ocagne.      D^moDstrations    de  thöor^mes   dnoncös 
dans  les  Nouvelles  Annales.    Nouv.  add.  (2)  xix.  304-307. 

Zwei  dieser  Sätze,  am  gleichschenkligen  und  am  beliebigen 
Dreieck,  sind  recht  sinnreich,  doch  die  Figuren  nicht  einfach 
ZOT  Mittheilung;  der  dritte  lautet:  Ein  beliebiger  Punkt  eines 
Kegelschnitts,  der  Fusspunkt  des  Lothes  vom  Mittelpunkt  auf 
die  Tangente  in  ihm  und  die  Endpunkte  einer  Axe  liegen  auf 
einem  Kreise.    Hieraus  folgt  ein  vierter  Satz.  H. 


S.  Kantor.     Geometrische  Untersuchungen.   Schiömiich  z. 

XXV.  54-59. 

Einem  Dreieck  A^  A^  A^  und  einem  zweiten  JB,  B^  B^  auf  dem 
Kreise  IT,  insbesondere  seinem  Gegendreieck,  ist  eine  Ellipse  ein- 

27* 
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beschrieben,  welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  normaler  zu  dem- 
selben Punkte  des  Kreises  gehöriger  Geradenpaare  <r  ist  Ao 
den  Gombinationen  der  Dreieckspaare,  welche  sich  ans  den  sechi 
Ecken  formen  lassen,  werden  eine  grössere  Anzahl  Bemerkangeo 
ohne  Beweis  mitgetheilt,  dann  der  folgende  Satz  bewiesen:  Dei 
Feuerbach'sche  Kreis  des  Dreiecks  B^  0,  JB,  berührt  einen  die 
drei  Seiten  in  A^  Ä^  Ä^  bertihrenden  Kreis  in  jenem  Punkte  T, 
welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass  seine  Gerade  a  bezflglieh 
A^  Ä^  i4,  parallel  der  Euler'schen  Geraden  dieses  letztem  Drei- 
ecks ist.  Ferner  wird  eine  Formel  fttr  das  Kreisviereck  and 
umschriebene  Vierseit  hergeleitet  B. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Dreieck  und  Viereck  von  Cochbz,  N.  H.  Capel, 
A.  L.  Selby,  E.  Rütter,  H.  G.  Day,  D.  East- 
wooD,  J.  Opknshaw,  W.  J.  C.  Miller,  H.  Murphy, 
J.  O'Regan,  J.  M.  Faure,  L ANNES,  A.  Leinekugkl, 
E.  Faüqüembergüe  ,    W.   P.  Casey  finden   sich    Bdnc 

Times  XXXIII.  29-31,  42,  43-44,  83,  112;  Nouv.  Add.  ^2)  XIX.  473^75, 
508-510,  514-517,  557-558;   Analyst  VIL  120. 

0. 


A.  Panek.     Bemerkungen  zur  Lehre  vom  Viereck, 

Casopis  IX.  43.  (Böhmisch.) 

Aus  gewissen  Flächenbeziehangen  wird  schliesslich  Platon's 
Construction  rationaler  Dreiecke  abgeleitet  Std. 


G.  Dostor.  Les  trois  quadrilat^res  convexes  d'Albert 
Girard,  qui  ont  mSmes  cöt^^  mSme  surface  et  sont 
inscriptibles   dans   le  mSme  cercle.    Granert  Arcb.  LXVI. 

27-32. 

Sind  die  Seiten  gegeben,  so  giebt  es  nur  einen  Kreis,  io 
den  sie  sich  als  Sehnen  eintragen  lassen;  durch  Vertanschang 
je  zweier  Sehnen  ergeben  sich  drei  Vierecke,  der  Inhalt  bleibt 
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fenbar  bei  der  VertauBchuog  der  anstossenden  Seiten  derselbe; 

r  ist 

S  =  )/(p-.a)(p-6)(p-c)(p-d), 

D  p  die  halbe  Summe  der  Seiten  a,  6,  c,  d  ist.      Der  Radius 
M  Kreises  ist 

„         V(a6+cd)  {ac+bd)  (arf+6c) 

H. 


ICHLOSSER.       Vom   Studirtische.    Bair.  Bl  XVI.  106 

Bekanntes  vom  Sehnenviereek.  6r. 


1.  Sailbr.     Geometrische  Aufgabe.   Bair.  Bi.  xvi.  7o-7i. 

Wie  findet  man  die  beiden  Diagonalen  eines  Vierseites, 
ttsen  vier  Ecken  unzugänglich  sind?  Die  eine  der  beiden  mit- 
letbeilten  Lösungen  bedient  sich  eines  festen  Kreises,  die  andere 
los  des  Ldneales.  Or. 


L  Miller.       Einige    neue  Beziehungen    im    regulären 

Zehneck.     Bair.  BL  xvi.  269-271. 

Geometrische  Interpretation  gewisser  Zahlenresultate,  welche 
idi  bei  Auflösung  der  Gleichungen 

yi— j/y  =  l,      x  — y  =  4 

leransstellen.  6r. 


1  Lederer.     Einige   neue  Beziehungen  im   regulären 

Zwölfeck.    Bair.  BL  XVL  417-420. 

Wir  haben  soeben  gesehen,  dass  Miller  eine  Theorie  des 
tgelmfasigen  Zehneckes  auf  die  beiden  simultanen  Gleichungen 

ix—iy  =  1,     j?  — y  =  4 
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gegründet  bat.     Indem  Herr  Lederer  dieses  System  durch  «I 
anderes,  nämlich 

ersetzt,  gelangt  er  zu  ähnlichen  Ergebnissen  flir  das  regelmtaigi 
Zwölfeck.  Gr. 


F.  Englert.     Die  Anzahl  S„  der  innerhalb  eines  »-Eck 
fallenden  Schnittpunkte  seiner  Diagonalen.    Gmoert  Are* 

LXV.  446-447. 

Es  ergiebt  sich: 

^     n(fi-l)(n-~2)(it-8) 
1.2.3.4 

H. 


J.  W.  L.  G LAISHER.     Theorem  connected  with  a  certaii 
figure  inscribed  in  a  circle.     Messenger  (2)  IX.  isa  | 

Einem  Kreis  mit  dem  Radius  r  sei  ein  geschlossene 
Polygon  von  n  Seiten  umgeschrieben,  a,  /?,  ;",...  mögen  di 
Längen  der  Geraden  bezeichnen,  welche  die  Ecken  mit  da 
Mittelpunkt  des  Kreises  verbinden.     Wenn  man  dann  in  ein» 

Kreise  mit  dem  Durchmesser  —  {X  willkürlich)  Sehnen  von  de 

XXX 

Längen  — ,  — ,  — , ...   so  zieht,  dass  jede  am  Endpunkt  de 

vorhergehenden  beginnt,  so  wird  die  so  gebildete  Figur  ftlr  ei 

grades  n  ein  geschlossenes  Polygon  sein.  Ist  dagegen  n  eine  oi 

grade  Zahl,  so  ist  das  Ende  der  letzten  Sehne  vom  Anfang  de 

ersten  um  die  halbe  Peripherie  entfernt  Glr.  (O.) 


R.  Hoppe.    Planinietrische  Aufgabe.  Grunert  Arch.  LXiv.  4* 

Die  Aufgabe:  Von  zwei  gegebenen  Punkten  ausserhalb  eio€ 
gegebenen  Kreises  zwei  gleiche  Secanten  zu  ziehen,  deren  End 
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ponkte  einen  der  Grösse  nach  gegebenen  Bogen  begrenzen,  wird 
trigonometrisch  gelöst,  und  das  Resultat  construirt.  H. 


6.  Dostor.      Extension    du  thdor^me    d'Hippocrate   et 
d^termination  du  centre  de  gravit^  de  ses  lunules. 

GniQert  Arch.  LXV.  193-203. 

Um  die  Hypotenuse  und  die  Katheten  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  als  Durchmesser  sind  bezw.  die  Kreise  Jtf,  m,  m*  be- 
lebrieben.  Ausserhalb  M  innerhalb  erst  nt,  dann  w!  liegen  die 
convex-concaven  Bogenzweiecke,  „die  Monde,  ^  innerhalb  m  und 
w!  das  biconvexe  Bogenzweieck,  „das  Segment^,  innerhalb  M 
aiuseriialb  m  und  mf  „das  Bogendreieck."  Nach  Hippokrates 
ist  die  Summe  der  Monde  gleich  dem  Urdreieck.  Der  Verfasser 
findet  nun  weiter:  Die  Differenz  des  Bogendreiecks  und  des 
Seg;ment8  ist  auch  gleich  dem  Urdreieck.  Das  Bogendreieck  ist 
gleich  der  Summe  der  Monde  und  des  Segments.  Die  Summe 
der  Abschnitte  von  M  über  den  Katheten  ist  gleich  der  Summe 
der  Abschnitte  von  m  und  m'  über  der  Hypotenuse  und  des 
bioonvexen   Segments.    Die  Höhe   des  Schwerpunkts  der   ver- 

einigten   Monde   über   der  Hypotenuse  ist   —   des  Kreises  M. 

o 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Inhalt  des  von  den  Monden  durch  Ro- 
tatioo  um  die  Hypotenuse  erzeugten  Körpers.  Der  Abstand 
desselben  Schwerpunkts  vom  Höhenloth  des  Urdreiecks  ist  gleich 
der  halben  Differenz  der  Stücke  der  Hypotenuse.  Dies  wird 
angewandt  auf  Rotationskörper  für  verticale  Axen,  namentlich 
die  ftussersten  verticalen  Tangenten  des  Doppelmondes.  Aehn- 
liche  Schwerpunktsbestimmungen  fllr  die  Differenz  des  Bogen- 
dreiecks und  biconvexen  Segments  ergeben  gleichfalls  einfache 
Ausdrücke.  H. 


C.  H.  Ceaneiro  Lopes.       Solution    d'un    probl^me    de 

g^mdtrie   ^l^mentaire.    Teizeira  J.  II.  (Portagiesisch). 

Grieben  sind  drei  Kreise,  von  denen  zwei  eine  gemeinsame 
Sehne  J3  haben.    Man  soll  durch  3  eine  Transversale,  welche 
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die  Kreise  in  den  Punkteo  x,  y^  z  schneidet,  so  ziehen,  dass  xd 
und  a;y  in  einem  gegebenen  Verhältnis  m:n  stehen.  Herr  Lopa! 
giebt  zur  Lösung  des  Problems  folgenden  Satz:  *Sehneiden  siotj 
zwei  Kreise  und  zieht  man  durch  einen  der  Schnittpunkte  Ge- 
rade; so  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche  die  yoa 
den  Kreisen  auf  der  Geraden  bestimmten  Segmente  in  constantenj 
Verhältnis  theilen,  ein  Kreis,  der  durch  die  Schnittpunkte  gehtj 
und  dessen  Mittelpunkt  die  Centrale  in  demselben  Verhältnis 
theilt.  Tx.  (0.) 


A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.  Solution  d'un  probl^me  au 
moyen  de  la  m^thode  des  ^uipollences.    Teixeira  J.  ii. 

(Portagiesisch). 

Gegeben  seien  zwei  sich  schneidende  Kreise  und  ein  beliebiger 
dritter.  Man  soll  durch  einen  der  Schnittpunkte  der  ersten  Kreise 
eine  Gerade  ziehen,  welche  die  drei  Kreise  in  den  Punkten  X,  y,  Z 
so  schneidet,  dass  XYiXZ  =  m:n,  wo  m:n  ein  gegebenes  Ver- 
hältnis ist.  Das  Problem  ist  aufgestellt  von  Steiner  und  gelöst 
von  Glausen,  Fergola,  Laisant  und  Bellavitis  (von  letzterem  mit 
Htllfe  der  Aequipollenzen) ;  aber  diese  Geometer  gingen  von  der 
Voraussetzung  aus,  dass  sich  die  drei  Kreise  in  einem  Punkte 
^schneiden.    Diese  Beschränkung  ist  hier  fortgelassen. 

Tx.  (0.) 

Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
den  Kreis  und  Kreisfiguren  von  W.  J.  C.  Milleb, 
J.  A.  Kealy,  f.  D.  TnoMson,  Scott,  A.  Droz  finden 

sich    Educ.  Times  XXXIII.  21-22,  55,  99;  Nouv.  Ann.  (2)  XIX.4704?2. 

0. 


E.  Bergold.  Ebene  Trigonometrie  mit  einer  kurzen 
Geschichte  dieser  Disciplin,  einer  Aufgabensammlung 
und  erläuternden   Bemerkungen.    Leipzig  and  Heidelberg, 

Winter. 
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Der  lohalt  dieses  Werkes  entspriebt  der  Titelangabe.  Her- 
Tonoheben  ist  noeh,  dass  es  fttr  Sehttler  einer  Oberseeunda  oder 
Uoterprima  berechnet  ist,  and  demgemäss  nicht  mehr  enthält, 
ab  mit  solchen  Schttlem  zn  erreichen  ist;  es  fehlt  aber  anch 
oiehtB,  was  anf  dieser  Stufe  verlangt  werden  muss.  Die  ein- 
lehien  Theile  des  Buches  sind  völlig  geschieden.  Den  Anfang 
madit  die  Geschichte  der  ebenen  Trigonometrie,  welche  man- 
ches Wissenswerthe  enthält  Dann  kommt  der  eigentliche  theo- 
retische Kern  der  Disciplin:  Die  Winkelfunctionen  und  ihre  Re- 
lationen. Hier  werden  die  bekannten  Dinge  klar  und  einfach 
-  auch  mit  Bezug  auf  das  Goordinatenaxensystem  —  definirt, 
und  dann  weiter  behandelt.  Zahlreiche  Formeln,  auch  Summen 
und  Differenzen  von  Winkeln  und  Winkelfunctionen  betreffend, 
werden  entwickelt.  Am  Schlüsse  dieses  Theils  finden  sich  Sätze 
über  complexe  Grössen. 

Es  folgt  nun  die  Anwendung  der  Winkelfunctionen  zur  Auf- 
lösong  von  Dreiecken  (Trigonometrie  im  engeren  Sinne).  Es 
werden  der  Sinussatz,  Cosinussatz  und  Tangentensatz  bewiesen, 
und  die  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  elementarsten  trigono- 
metrischen Aufgaben  und  die,  welche  beim  Unterricht  diesen 
zunächst  zu  kommen  pflegen,  wird  gezeigt.  Endlich  findet  sich 
eioe  reiche  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Goniometrie  und 
aus  der  Trigonometrie,  wobei  letztere  auf  Planimetrie,  Stereo- 
metrie, Astronomie  und  Physik  anzuwenden  ist.  Mz. 


D.  Bbsso.     Element!   di    trigonometria    piana.      Nebst 
Appendice:  Tavolo  di  seui  e  coseni.   Roma-Torioo.  LöBcher. 

Das  Buch  enthält  die  ebene  Trigonometrie  nebst  der  Auflösung 
der  Dreiecke  nach  den  Hauptaufgaben.  AngefQgt  ist  eine  Note 
Ober  die  Grösse  der  Annäherung  und  Genauigkeit  bei  numeri- 
schen Rechnungen,  und  eine  Tafel  mit  den  natürlichen  Cosinus 
önd  Sinus  von  10  zu  10  Min.,  von  5  zu  5'  bis  20  ^  etc. 

0. 
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I 
I 

J.  W.  Stringuam.     On   vector  ratlos  considered  as  triJ 
gonometric  functions  of  angles.   J.  Hopkins  circ.  1S80. 

Fahrt  man  den  Quaternionen-Cosinas  cq  —  =^  —  des  Win« 

a         a 

kels  zwischen   den  Vectoren  a  und  ß,  nnd  den  Quatemionen- 

Sinus  «9  ~-  =  —desselben  Winkels  ein,  wo  a,  /S,  d  die  Seiten 
P       P 

des  rechtwinkligen  Dreiecks  sind,  so  lässt  sich  f&r  diese  Func- 
tionen eine  der  gewöhnlichen  Trigonometrie  ganz  analoge  auf- 
bauen. M. 


6.  Dostor.     Relations  entre  las  lignes  trigonom^triques 
des  angles  d'un  triangle.    Grunert  Arch.  LXV.  188-192. 

Der  Herr  Verfasser  bemerkt  zu  Anfang,  dass  die  Relationen 
unter  den  trigonometrischen  Functionen  dreier  Winkel,  deren 
Summe  zwei  Rechte  beträgt,  wohl  verdienen  gekannt  zu  werden. 
Sie  drtlcken  nämlich  einerseits  eine  besondere  Eigenschaft  des 
Dreiecks  aus,  andrerseits  gestatten  sie  oft  bedeutende  Abkür- 
zungen in  der  Rechnung  und  zeigen  den  Nutzen,  der  mit  der 
Anwendung  von  Logarithmen  bei  der  Auflösung  der  Dreiecke 
verbunden  ist  Er  glaubt  demnach,  dass  es  nicht  ohne  Interesse 
ist,  wenn  er  einige  dieser  Relationen,  die  seiner  Kenntnis  nach 
noch  nicht  bemerkt  worden  sind,  giebt.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass 

hat  man  bekanntlich  Relationen,  wie: 

sin^  -f- sinß  +  sin C  =  4  cos  -^  cos-^  cos— , 

tg>l  +  Igß  +  tgC  =  tg^  tgß  tgC 

und  manche  andere.    Von  diesen  geht  der  Herr  Verfasser  aus 
und  leitet  viele  andere  her,  z.  B. 

A  B  C  Ä  .    B       C 

cot-2--tg--tg-  =  cot-tg^tgy. 

Er  giebt  dann  auch  den  Satz,  dass  in  jeder  Relation   unter  den 
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inkeln  Aj  Bj  C  eines  Dreiecks  diese  Winkel  einmal  durch  die 
)mplemente  ihrer  Hälften,  und  das  andere  Mai  durch  die  Supple- 
ente  ihrer  doppelten  Werthe  ersetzt  werden  dürfen.  Denn, 
3nn: 

ist  auch 


n        A    ,    n       B    .    n       C 
Ki 


/»  ^>  /•  JLT  /•  \jf 


71  — 2^  +  7r-2JB  +  «  — 2C=  n. 


Mz. 


r.  Dostor.     Formules  de  r^duction  trigonom^triques. 

Noav.  Ann.  (2)  XIX.  362-367. 

Im  Wesentlichen  ist  diese  Arbeit  von  der  vorstehenden  nicht 

srschieden.    Es  sind  nur  einige  andere  Formeln   noch  darin, 

»  z.  B. 

sin'ß-t-sin'C— sinM  =  2sin£sin(7coSi4, 

,ß,        ,C  ,A       ^       B        C    .    A 

cos'  —  +  cos'  Y  ""  ^^8  Y  ^    ^^^  T  ^^Y  ®^°  Y ' 

sin'ii  +  sin'g  +  sin'C  =  coti4  4-eotß  +  cotC, 
28in^sinJBsinC 

2sinil  sing  sin C       _  t^  A  t  —  t^— 
Csin^  +  sing  +  sinC)'  ~  ^Y  ^2  ^  2  ' 

Ile  diese  Formeln  sind  jedoch  ohne    besondere   Vorbereitung 
&ebst  einfach  zu  verificiren.  Mz. 


I.  Baker.      Discussion   of  a  geometrical  problem,   with 
bibliograpLical  notes.   Waeh.  Bull.  III.  55-65. 

Es  wird  die  Aufgabe  behandelt,  ein  rechtwinkliges  Dreieck 
A  bestinuneiiy  f&r  welches  die  Winkelhalbirenden  der  beiden 
pitzen  Winkel  gegeben  sind.  Zunächst  wird  darauf  hingewiesen, 
ass  diese  Aufgabe  nicht  durch  die  Elemente  der  Geometrie, 
*  h.  durch  alleinige  Anwendung  von  gerader  Linie  und  Kreis 
M>ar  ist.     Es  werden  zuerst  trigonometrische,  dann  algebraische 
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Lösungen,   dann  Constructionen   —   in   denen  ein  Kegebehoi 
Parabel   oder   Hyperbel   vorkommt   —  gegeben.     Am 
finden  sich   noch  einige  bibliographische  Notizen.    Zur 
rung  in  Betreff  der  Behandlungsweise  diene  Folgendes:  Si 
o,  ß  die  gegebenen  Winkelhalbirenden,  A  der  spitze  Winkel,  d< 
durch  a  halbirt  wird,   so   führt  eine  elementare  Betrachtoog 
der  Gleichung: 

Als  Beispiel  wird  behandelt: 

a  =  40,    /?  =  50, 
woraus  folgt: 

tgA  =0,49788; 

A  =  52'  56'  8",67;    ß  =  37*  3'  5  [",33 ;     C  =  90'; 

und  die  Seiten  des  Dreiecks 

a  =  47,407275  etc. 

Ml 


J.  W.  L.  Glaisuer.     Note  on  a  trigonometrical  identii 

I 

involving  products  of  four  sines.  Rep.  Brit.  Ass.  issa 

Die  Identität  heisst: 

sin«  sin/?  siny  sind  —  sin(a-fA)  sin(/9+Ä)  sin(y+il)  8in(4j-f  1) 
4-  sinAsin(a+d+A)sin(/J+iJ+A)sin(y+d+i) 
-  sinasinAsin((J+A)sin(ö+/?+y-|-a+2il)  =  0, 

wo  a,  /?,  y,  d,  X  fünf  beliebige  Winkel  sind.  CJsy.  (0.) 


U.   Hart.     A   trigonometrical   identity.     Messeoger  (2)  ij 

191-192. 
H.    Hart.      Addition.    MoBsenger  (2)  X.  63-64. 

Die  Identität  heisst: 

{c\  s^  -  c*  s]y  +  {s\  c*  -  s^  c]y  =  {s^  c*  -  s]  c\)\ 


(0 
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9  «,  s^  nnd  Cj  c,  resp.  die  Sinus  und  Cosinus  zweier  beliebiger 
mkel  bezeichnen.  In  dem  Zusatz  wird  bemerkt,  dass  es  einen 
itten  Winkel  geben  mtlsste,  dessen  Sinus  und  Cosinus  («,,  cj 
m  Gleichungen  genflgen 

«f  c*  -  s^  cf  =  ä|  («^  c*  -  »I  cf ), 
18  welchen  Gleichungen 

(C,ßpC,)^  +  («»  *!»«»)*    =    1 

Igen  wOrde.  Blan  wtirde  dann  aus  der  Symmetrie  dieser  Glei- 
long  sehliessen,  dass  es  zwei  andere  Paare,  ähnlich  wie  (1), 
ibe,  so  da38  man  ans  einem  die  fünf  anderen  herleiten  könnte. 

GIr.  (0.) 


.  W.  L.  Glaisher.  On  algebraical  expansions  of  wbich 
the  fractional  series  for  the  cotangent  and  cosecant 
are  the  limiting  formes.    Rep.  Brit.  Ass.  1880. 

Die  im  Titel  genannten  Entwickelungen  entstehen  aus  den 
itionalen  Brflchen 

1 


Dd 


Csy.  (0.) 


.  W.  L.  Glaisher.     Theorems   in   elementary   trigono- 

metiy.    Proc.  of  Oambr.  III.  319-324. 

.  W.  L.  Glaisher.     Addition    to    a   previous  paper  on 
some  theorems  in  trigonometry.  Proc.  of  Cambr.  in.  383-387. 

.  W.  L.  Glaisher.    Trigonometrical  theorems  involving   ' 
the  products  of  four  sines  or  four  cosines. 

MMseoger  (2)  X.  26-34. 
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Alle  drei  Arbeiten  beziehen  sich  auf  denselben  Gegenstaa 
nämlich  auf  trigonometrische  Sät^^,  in  denen  die  Argumente 
beliebigen  Grössen  a,  6,  c,  d  sind  und  acht  andre  a^,,..,a!\ 
welche  mittelst  der  Gleichungen 

a'  =  -t(_a+6+c+d),  a"  =  ^(a+b+c+d) 
6'  =  iC  a-b+c+d),  b"  =  |(a+&— c— d) 
c'  =  i(  a+6— c+(Oj  c''  =  i(a-6+c— d) 
rf'  =  -^(    a+b+c—d),         d"  =  i(a-6— c+d) 

hergeleitet  werden.    Als  Beispiel  möge  dienen 
.  .        I  sinasin&sincsind -}~  <^o<9A<^os&cosccos(l 
^  '^        i  =  sina'  sin6'  sine'  sinrf'  -}-  cosa'  cosfr'  cosc' cos( 

sinasind  sine  sind 

=  sin a'  sin 6'  sine'  sin  d'  -f  sin  o"  sin  ^'  sine^ sioi 

Die  meisten  Resultate  sind  aus  entsprechenden  Formeln  fllr 
elliptischen  Functionen  hergeleitet  In  der  ersten  Arbeit  fin 
sich  auch  einige  algebraische  Formeln,  in  denen  eine  Fancö^ 
von  a,  6,  e,  d  derselben  Function  von  a\  b\  e',  (f  gleich  i 
Auch  der  Zusatz  enthält  einige  algebraische  Identitäten,  weld 
aus  trigonometrischen  Sätzen  sich  ergeben.  Glr.  (0.) 


(2)        { 


A.  Cayley.     A  theorem  in  spherical  trigonometry. 

Proc.  L.  M.  S.  XI.  48-50. 

Sind  in  einem  sphärischen  Dreieck  a,  6,  e  die  Seiten  oi 
i4,  B,  C  die  ihnen  resp.  gegenüberliegenden  Winkel,  so  ist: 

-tgYtg-|-tgYsin(i4-ß)  =  tg— sin^-tg-|.8inB 

und  ferner: 

tgy(l-tg-|-1gy  C08(^~ß))  =  tg— COSil  +  tg^COSß. 

Beide  Formeln  sind  in  der  einen  Gleichung  enthalten  : 

e  b 

^  tgy  — tgy(coSi4+«8inil) 

tgy(cosß-tsinß)  =  ^ ^ 


1  +  ^  y  t^Y  ^^®  "*  "^*  ^*"^^ 
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Es  werden   diese  Sätze   nun   bewiesen,   wobei   die   bekannten 
Formeln: 

COSii+COSßCOSC 
COSö  =    '     n    '     ^ u.   8.   w. 

sin^  smC 

ab  Ausgangspunkt  dienen,  und  elementare  trigonometrische  Be- 
sehongen  zur  Anwendung  kommen.  Mz. 


8.  Günther.     Die  merkwürdigen  Linien  im  sphärischen 

Dreieck.    Hoffmann  Z.  XI.  421-427. 

Der  Herr  Verfasser  sagt  zu  Anfang,  dass,  wenn  auch  in  den 
bessern  Lehrbttchem  zahlreiche  Uebungen  im  Bereiche  der  sphä- 
rischen Trigonometrie  gefunden  werden,  doch  eine  besondere  Art 
TOD  Angaben  bisher  geringe  Beachtung  gefunden  hat.  Diese 
besondere  Art  bezieht  sich  im  sphärischen  Dreiecke  auf  das,  was 
im  ebenen  Dreiecke  die  sogenannten  merkwürdigen  Linien,  wie 
Transversalen,  Winkelhalbirende,  Höhen  u.  s  w.  sind.  Es  wird 
dqh  gezeigt,  wie  sich  diese  Dinge  auch  beim  sphärischen  Dreieck 
mit  ganz  einfacher  elementarer  Rechnung  behandeln  lassen, 
wie  man  auch  hier  sehr  elegante  und  f&r  logarithmische  Be- 
rechnung geeignete  Ausdrücke  auffinden  kann,  wie  ferner  der 
Debergang  zu  den  analogen  Linien  und  Punkten  des  ebenen 
Dreiecks  sich  in  leichter  und  durchsichtiger  Weise  vollzieht.  Zum 
Sdiloss  wird  auch  auf  den  Nutzen  hingewiesen,  der  guten 
Schülern  aus  der  Beschäftigung  mit  derartigen  Aufgaben  er- 
wäehst  Mz. 


Mbissel.    Lösmig  einer  Classe  von  Aufgaben  der  Sphärik. 

Qranert  Arch.  LXV.  429-433. 

Sind  o,  6,  c  die  Seiten  und  o,  ß,  y  die  ihnen  resp.  gegen- 
fiberliegenden  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  so  wird  die 
Aufgabe  gelöst,  aus  den  drei  Daten: 

a^m  =  2i4,    /J+a'fc  =  2ß,    y+6"c  =  2C, 

wo  «,  ^^  c"  die  Werthe  + 1  oder  —  1  haben,  und  i4,  ß,  C  ge- 
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gebene  Grössen  sind,  das  Dreieck  zu  finden.  Hierzu  vnid  eii 
Gleichung  für  fc,  wo 

_    sina    _    sinfc    _    sine 

""    sino    "~    sin/?   ~    siny 

ermittelt,  indem  zunächst  die  HUlfsgrössen  qp,  17,  &  durch  die  Gh 

chungen : 

eingeführt  werden^  woraus  dann  folgt: 

Hierauf  wird  die  Gleichung  von  Cagnioli: 

cosacosb  cos/-f  <^osacos/?cosc  =  sina  sin/?— sina  sin 6 
angewandt,  indem 

a  =  i4+  g>,    a  =  eiA—fp)  etc. 

gesetzt  werden.  Die  resultirende  Gleichung  enthält  die  Gros» 
j4,  £,  C  9),  17,  ^  und  wird  durch  die  Gleichungen  (I)  so  umg 
formt,  dass  sie  nur  noch  A,  B^  C,  k  enthält,  und  daher  s 
Bestimmung  von  k  dienen  kann.    Mit  Einführung  von 

.         A+B+C        n 

'=  2 T 

ergiebt  sich  dann  ein  für  logarithmische  Rechnung  geeignel 
Ausdruck,  aus  dem  k  gefunden  wird;  das  Andere  ist  dann  leid 

Mz. 


A.  Ennbper.     lieber  ein   Problem  aus   der  Lehre  vo 
Maximum  und  Minimum.    Schlomiich  z.  xxv.  4i-4a 

Im  „Leipziger  Magazin  flir  reine  und  angewandte  Haäi 
matik^,  von  Bemonlli  und  Hindenburg  herausgegeben,  find 
sich  im  Jahrgang  1786  auf  Seite  241  „Leichte  Auflösung  eini 
Problems  aus  der  höheren  sphärischen  Trigonometrie,  n 
Nik.  Fuss.""  Das  Problem  lautet:  Aus  zwei  in  dem  gröfflib 
Kreise  EF  gegebenen  Punkten  A  und  B,  auf  der  Kugelfläebe  d 
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Dreieck  ABC  zu  zeichnen",  dessen  Spitze  C  in  einen  andern 
gegebenen  grössten  Kreis  falle  und  dessen  Inhalt  ein  Maximum 
sei.  Die  Auflösung  ist:  Aus  A  beschreibe  man  senkrecht  auf 
AB  den  Bogen  AG,  und  aus  der  Mitte  D  der  Grundseite  AB 
den  Bogen  DG,  so  dass  er  dem  Bogen  DE  gleich  sei.  Alsdann 
gdineide  man  auf  dem  grössten  Kreise  ECF  aus  F  den  Bogen 
FC=  AG  ab,  und  vereinige  die  Punkte  A  und  B  mit  C  durch 
Bogen  grösster  Kreise;  dann  ist  ABC  das  verlangte  Dreieck. 

Der  von  Fuss  gegebene  Beweis  wird  durch  eine  geschickte 
Combination  von  Geometrie  und  Analysis  gefilhrt.  Es  wird  da- 
bei bemerkt,  dass  man  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  zu  Formeln 
kommen  würde,  vor  denen  der  muthigste  Rechner  erschrecken 
mflflste. 

Herr  Enneper  zeigt  nun,  wie  das  von  Fuss  gefundene  Re- 
roltat  ohne  besondere  Schwierigkeiten  oder  Weitläufigkeiten 
darcb  die  bekannte  analytische  Methode  erhalten  wird,  und  fügt 
noeh  ein  paar  Anmerkungen  hinzu.  Mz. 


W,  W.  Johnson,  A.  S.  Christie  and  E.  B.  Seitz.     Solu- 
tions of  a  problem.    Analyst  Vn.  31,  59-66. 

Wenn  ABC  und  A'  B'C  zwei  sphärische  Dreiecke  mit  drei 
rechten  Winkeln  sind  (die  Buchstaben  nach  der  Rotation  geord- 
net), so  ist 

cobAA'  =  cosJBFcosCC—  cos  FC  cos  JBC. 

Glr.  (0.) 

Websky.     Ueber  die   Berechnung  der   Elemente    einer 
monoklinischen    CSrystallgattung.     Berl.  Monatsber.    1880. 

239-257.  Mz. 

A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.     Sur    Taire   laterale  et  volume 

d'un  coin  COniqne.     TeixeiraJ.  II   (Portogiesisch.) 

Zweck  der  Arbeit  ist  die  Lösung  des  folgenden  Problems:  Ele- 
mentar zu  berechnen   die   Oberfläche  und   das  Volumen    einer 

FotKtir.  d.  Math.  XXL  9.  28 
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conischen  Ecke,  die  bestimmt  ist  cTurch  den  Schnitt  eines  Un^ 
drehungskegels  mit  zwei  Ebenen,  von  denen  die  eine  senkreehj 
zur  Umdrehungsaxe  ist  Durch  Einschreibung  regulärer  Pyrii 
miden  erhält  man  zuerst  allgemeine  Formeln,  deren  Discossioil 
dann  ffir  die  verschiedenen  Lagen,  welche  die  Ebenen  einnehmeii 
können,  folgt.  Glr.  (0.) 


H.  WiTTEK.     Ueber  den  BegriflF  der  geraden  Pyramide, 

Zeitschr  f.  d.  Realsch.  Y.  142-147. 

Zahlreiche  Verweise  auf  die  bekanntesten  Lehrbücher  lasseo 
erkennen,  dass  allerdings  betreffs  der  Definition  einer  „geraden*^ 
Pyramide  eine  ganz  heillose  Confusion  herrscht.  Auf  Grund 
einer  theils  sachlichen,  theils  philologischen  Vorprüfung  wird  als 
geeignetste  Definition  diese  vorgeschlagen :  „  Eine  Pyramide  heiss^ 
gerade,  wenn  der  Fusspunkt  ihrer  Höhe  ein  Centrum  des  Grand- 
flächenpoljgons  ist^  Eine  gerade  Pyramide  kann  „gleich- 
schenklig^,  „gleichgeneigt^  und  „regelmässig^  sein,  je  nachdem 
das  Grundflächenpolygon  nach  den  Ecken  oder  nach  den  Seiten 
oder  nach  beiden  zugleich  centrisch  ist 

Zusagender  noch  dürfte  die  seitens  der  Redaction  von  Prof. 
M.  Kuhn  in  Vorschlag  gebrachte  Fassung  sein :  „Eine  Pyramide 
heisst  gerade,  wenn  ihre  Grundfläche  ein  centrisch-symmetrisches 
Polygon  ist  und  wenn  ihre  Höhe  durch  das  Centrum  der  Grund- 
fläche geht.'' 

Seite  287-290  behandelt  E.  Seewald  die  gleiche  Frage  in 
ähnlichem  Sinne.  Gr. 


H.  J.  S.  Smith.    On  the  distribution  of  circles  on  a  spbere. 

Rep.  Brit  Ass.  1880. 

Csy 


iepik-Bey.     Solution   des    exercices   sur  le  t^traMre 
proposds  par  M.  Genty.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  403-411. 

Es   wird   ein  Tetraeder  besprochen,   bei  welchem  je  xwei 
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6^;eiikaDten  gleiche  Länge  haben.  Die  Medianen-Geraden,  welche 
die  Mitten  je  zweier  Gtegenkanten  verbinden,  sind  zugleich 
die  kürzesten  Linien  zwischen  je  zwei  Gegenkanten  und  paar- 
wdse  za  einander  senkrecht;  die  Winkel  je  zweier  Tetraeder- 
ffiiehen  sind  denen  der  beiden  übrigen  gleich.  Ferner  werden  For- 
mdn  ftlr  das  Volnmen  nnd  die  Radien  der  dem  Tetraeder  um- 
sehriebenen  und  der  eingeschriebenen  Kugel  angegeben.  Es 
finden  sich  aber  auch  einige  Unrichtigkeiten  vor;  so  wird  einmal 
bei  einem  Nachweise  gefordert,  durch  eine  Tetraederkante  eine 
Dir  Gegenkante  lothrechte  Ebene  zu  legen;  und  am  Schlüsse 
wird  behauptet,  die  Gerade  aus  einer  Ecke  des  Tetraeders  nach 
dessen  Schwerpunkt  sei  zugleich  die  Höhe  des  Körpers.  Im 
üebrigen  sind  jedoch  die  Resultate  richtig.  Mz. 


E.  Lemoinb.  Quelques  th^or^mes  sur  las  t^tra^dres 
dont  les  arStes  oppos^es  sont  Egales  deux  k  deux  et 
Solution  de  la  question  1272.   Noqt.  Ann.  (2)  xix.  133-138. 

Es  werden  mehrere  einfache  Sätze,  welche  sich  auf  Te- 
traeder mit  paarweise  gleichen  Gegenkanten  beziehen,  bewiesen; 
so  onter  Anderem,  dass  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  zugleich 
Centmm  der  umschriebenen  und  auch  Centrum  der  eingeschrie* 
beDen  Kugel  ist,  dass  femer  der  Schwerpunkt  auch  Centrum 
einer  Kugel  ist,  die  die  Höhen  des  Tetraeders  berührt;  und  dass 
dasselbe  Centrum  einer  Kugel  angehört,  die  die  in  den  respec* 
ti?en  Höhenschnitten  der  Seitenflächen  zu  letzteren  errichteten 
Lotte  berührt,  u.  a.  m.  Auch  werden  einige  Formeln,  die  hierher 
gehören,  entwickelt  Mz. 


E.  Hain,     lieber  das  Gesetz  der  SäulenverjOngung. 

Oninert  Arch.  LXV.  443-449. 

Mz. 


J.  NeubeTEG.     Sur  le  nombre  des  sph^res  qui  touchent 
quatre  plans  donn^s.   N.  c.  M.  vi.  8-18. 

28* 
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Es  sei  V  das  VolumeD  eines  Tetraeders,  a,  /?,  /,  d  die  In- 
halte seiner  Flächen,  a,  6,  c,  d  die  Entfernungen  derselben  von 
einem  beliebigen  Punkt  J,  Für  jeden  inneren  Punkt  des  Te- 
traeders ist 

3F=  aa  +  bß+cy  +  dd. 

Ist  a  =  6  =  c  =  d,  so  existirt  also  eine  eingesebriebene  Kngei 
mit  einem  Radius 

f  =  3F:(a  +  /9+y4-<J). 
Wenn  J  in  dem  unendlichen  Trieder,  aber  ausserhalb  des  Te- 
traeders, liegt,  in  dem  die  Seite  d  sich  findet,  so  ist 

3Fr=  aa  +  bß  +  cy  —  dd. 

Man  findet  also  eine  aussen-eingeschriebene  Kugel  vom  Radius 
Qß  =  3F:(a  +  |8  +  y-a)  für  a  =  6  =  c  =  d. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  andern  Triedem,  so  dass  es  vier 
aussen-eingeschriebene  Kugeln  giebt  Die  Verlängerungen  der 
Seiten  bestimmen  sechs  Dieder.  Die  Kugel,  welche  dem  von 
den  Verlängerungen  der  Seiten  y  und  ö  gebildeten  Dieder  ein- 
geschrieben ist,  hat  zum  Radius  3V:(a  +  ß'-y  —  ö)^  die,  welche 
dem  entgegengesetzten  von  den  Verlängerungen  von  a  und  ß 
gebildeten  Dieder  eingeschrieben  ist,  hat  zum  Radius 

3F:(y  +  d-a-/9). 

Nur  eine  von  diesen  beiden  Kugeln  ist  reell.  Es  giebt  also 
höchstens  drei  dieser  doppelt  aussen-eingeschriebenen  Kugeln. 
Wenn  a  +  ß  =  )'  +  ö  ist,  so  reduciren  sie  sich  auf  zwei.  Wenn 
ferner  a+y  =  ß  +  ö,  woraus  a  =  d,  ß  =  y  folgt,  so  giebt  es  nur 
noch  eine.  Ist  endlich  a=/?  =  y  =  d,  so  verschwinden  alle  drei. 
Die  Untersuchung  ist  rein  geometrisch  und  enthält  eine  spedelle 
Discussion  der  Fälle,  wo  es  weniger  als  acht  Kugeln  giebt. 

Mn.  (0.) 


L.  Maletx.     Sur  l'^valuation  de  certains  volumes. 

Noay.  Ann.  (2)  XIX.  529-551. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  zu  Anfang  selbst  den  Plan  dieser 
Arbeit  an,   indem  er  sagt,   dass  sie  sich  auf  die  verschiedenen 
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Aasdiücke  des  Volumens  bezieht,  welches  zwischen  irgend  einer 
Fliehe  and  zwei  parallelen  Ebenen  enthalten  ist,  wobei  die  Vor- 
aassetzoDg  besteht,  dass  der  Flächeninhalt  einer  Figur,  die  von 
einer  veränderlichen  Ebene,  die  den  vorgenannten  parallel  ist,  auf 
der  Fläche  ausgeschnitten  wird,  eine  ganze  rationale  Function 
»^Grades  der  Entfernung  eines  festen  Punktes  von  dieser  va- 
riablen Ebene  ist.  Durch  einfache  Integration  oder  eine  diese 
ersetzende  elementare  Grenzbetrachtung  wird  der  fragliche  Raum- 
inhalt sofort  gefunden.  Es  handelt  sich  dann  darum,  die 
Coefficienten  jener  ganzen  rationalen  Function  aus  ebenso  vielen 
besonderen  Werthen  des  Arguments  nebst  ihren  zugehörigen 
Fonetionalwerthen  auszudrücken  und  durch  besondere  Voraus- 
setzangen  Vereinfachungen  eintreten  zu  lassen.  Das  Nähere 
iüerflber  Iftsst  sich  nicht  wohl  im  Auszuge  angeben.         Mz. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus  der 
Trigonometrie  und  Stereometrie  von  C.  Morgan, 
Gbnesb,  Cochbz,  A.  McMürchy,  G.  Eastwood, 
E.  B.  Elliott,  Wolstenholme,  W.  Wilkins,  Moret- 
Blanc,  A.  Lbinbkugel   finden  sich   Educ.  Times  xxxm. 

20-21,  105,  111-112;  Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  464-467,  513-514. 

0. 


Capitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

H.  Drasch,     üeber  die  Stellung  der  synthetischen  Geo- 
metrie zur  darstellenden  Geometrie.    Zeitsohr.  f.  d.  Bealsch. 

V.  393-401. 

Bemerkenswerthe  Reflexionen  über  das  innige  Verhältnis 
der  beiden  genannten  Disciplinen,  sowie  auch  über  die  Mittel, 
durch  deren  Anwendung  diesem  Verhältnis  beim  Schulunterricht 
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Rechnung  getragen  werden  kann.  Aus  pädagogischen  GrQnd( 
glaubt  der  Verfasser  dem  alten  Monge'schen  Verfahren  vor  d( 
Centralprojection  den  Vorzug  geben  zu  sollen.  Gr. 


Lazarski.     Studien  über  verschiedene  Probleme  der  dar- 
stellenden und  neueren  Geometrie.   Pr.  Sumsuwow. 

Dn. 


Lazarski    und   Rbmbach.       Linearperspective.       Erster 

Theil.    Lemberg. 

Dn. 


C.  Pelz.     Zur  wissenschaflHclien  Behandlung  der  ortho- 
gonalen  Axonometrie.    Wien.  Ber.  LXXXI.  300-330. 

Der  Verfasser  giebt  die  LöEHing  einer  Reihe  stereometrischer 
Elementaraufgaben  unter  alleiniger  Zugrundelegung  des  Axen- 
kreuzes,  d.  b.  der  Orthogonalprojection  von  drei  dureh  einen 
Punkt  gehenden  und  zu  einander  senkrecht  stehenden  Coordi- 
natenaxen  auf  eine  Bildebene,  ohne  dass  die  Constmctionen 
durch  Uebertragung  auf  die  gewöhnliche  Orthogonalprojection 
gewonnen  werden. 

Soll  z.  B.  zu  einer  Geraden  in  einer  Coordinatenebene  eine 
zu  ihr  rechtwinklige  in  dieser  Ebene  gezogen  werden,  so  be- 
trachte man  die  Rechtwinkelinvolution  dieser  Ebene,  welche  den 
Ursprung  zum  Centrum  hat.  Von  ihrem  axonometrischen  Bilde 
kennt  man  zwei  Strahlenpaare,  1)  die  Bilder  der  in  der  Ebene 
liegenden  Axen,  2)  das  Bild  der  dritten  A.xe  und  die  zu  ihr  nor- 
male Gerade,  wodurch  zu  jedem  beliebig  gegebenen  Strahle  der 
zugeordnete  bestimmt  ist. 

Gelegentlich  der  Abbildung  von  Kreisen  werden  einfache 
Constmctionen  von  Kegelschnitten  hervorgehoben. 

Der  Verfasser  stellt  weitere  Publicationen  über  diesen  Gegen- 
stand in  Aussicht.  Sg. 
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J.  Strkissler.     Zar  orthogonalen  Axonometrie. 

Gnuiert  Arcb.  LXV.  208-212. 

Die  Arbeit  enthält  nur  Bekanntes.  Bg. 


Tbsar.      Der  orthogonal -axonometrische   VerkUrzungs- 

kreis.    Wien.  Ber.  LXXXI.  453-478. 

Es  wird  der  folgende  Satz  bei^iesen:  Dreht  sich  ein  Kreis 
um  einen  Durchmesser  d,  und  projicirt  man  die  von  einem  seiner 
Endpunkte  ausgehenden  Sehnen  auf  eine  feste  den  Durchmesser 
enthaltende  Ebene,  so  liegen  die  Endpunkte  der  Sehnen,  welche 
beim  Projiciren  in  demselben  Verhältnisse  verktlrzt  werden,  auf 
änem  und  demselben  Kreise.  Mit  Hülfe  dieses  „orthogonalen 
Verkflrzungskreises^  wird  aus  gegebenen  Theilen  des  Spuren- 
dreiecks einer  axonometrisohen  Projection  die  vollständige  Figur 
eongbroirt,  indem  man  eine  oder  mehrere  der  gegebenen  Seiten 
m  Durchmessern  d  nimmt  Bg. 


Ch,  Wiener.     Die  Abhängigkeit  der  Rückkehrelemente 
einer  unebenen  Curve  von  der  Curve  selbst. 

3chl5milch  Z.  XXV.  95-98. 

Lässt  man  auf  einer  gewundenen  Curve  einen  Punkt  (F) 
hingleiten,  mit  ihm  die  zugehörige  Tangente  (i)  ohne  Gleiten 
hmroUen  und  die  Schmiegungsebene  (S)  sich  mitdrehen,  so  führt 
der  Punkt  eine  Bewegung  auf  der  Tangente  gegen  einen  festen 
Punkt  derselben,  die  Tangente  eine  Drehung  gegen  eine  feste 
fierade  der  Schmiegungsebene  und  die  Schmiegungsebene  eine 
I^boDg  um  die  augenblickliche  Tangente  gegen  eine  Ebene  aus, 
welche  durch  diese  Tangente  und  einen  festen  auf  keiner  der 
Tangenten  liegenden  Punkt  des  Baumes  geht.  In  einem 
Punkte  der  Curve  kann  jedes  der  drei  Elemente,  Punkt,  Tan- 
S^,  Schmiegungsebene  seinen  Sinn  beibehalten  oder  umkehren. 
Dieses  Verhalten  soll  sein  Character  heissen  und  derselbe  im 
ersten  Falle  positiv,  im  zweiten  negativ  genannt  werden.  Dann 
^D  folgende  acht  Fälle  auf: 


/    ■ 
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12      3      4      5      6      7       8 

P+     +     +     +     ---- 
<+     +     --     +     +     -- 

S   +   -    +   -    +    -   +    -- 

Im  AUgeroeinen  sind  in  der  Projection  diese  Charactere  die 
selben  wie  bei  dem  entsprechenden  Elemente  der  Originalearr« 
Gehen  jedoch  die  Tangente  oder  die  Schmiegnngsebeiie  dorel 
das  Projectionscentrum  und  dann  in  demselben  Sinne  w^eiter,  so  is 
der  Character  des  Punkts  (F)  und  der  Tangente  (I9>  bezw.  ii 
der  Projection  der  entgegengesetzte 

F=-P,    <'=-/. 
Aendem  aber  Tangente  oder  Schmiegungsebene  ihren   Sinn,  s( 
hat  man 

F  =  P,    t^  =  t. 
Beide  Fälle  sind  also  zusam'mengefasst  in  der  Gleichung 

wo  fttr  t,  P,  S  die  bez.  Zeichen  zu  setzen  sind. 

Nach  diesem  Principe  sind  die  Charactere  ftbr  die  Projee 
tionen  der  Curve  auf  die  Schmiegungsebene  (P,  C),  die  Normal 
ebene  {P\  f')  und  die  zu  beiden  senkrechte  rectificirende  Ebed 
(P",  r)  bestimmt: 

12      3      4      5      6      7      8 

F      +     +     +     +     ---- 

f       +     +     --     +     +     -- 

i^'     --     +     +     +     +     -- 
<"      +-     +     -     +     -     +     - 

f"'    +     +     +     +     ---- 
«'"-     +     +     --     +     +     -. 

Fttr  die  Charactere  der  Schnittcurve  der  Tangentenfläoke  mit 
der  Normalebene  (P^  tj  findet  man 

/>,  =  P";    t^  =  /". 

Der  Verfasser  hat  Modelle  ttber  die  acht  Fälle  der  Curven  und 
ihrer  drei  „Hauptprojectionen"  ausführen  lassen.  Die  Gnrreii 
sind  sauber  aus  Messingdraht  hergestellt  und  mit  ihren  End- 
punkten an  drei  Brettchen  befestigt,  welche  die  Projectionsebenen 
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rorstellen.  Die  Modelle  zeigen  alles,  was  sie  zeigen  sollen,  und 
sind  den  descriptiven  Geometern  anfs  Beste  zu  empfehlen. 
Ref.  macht  noch  darauf  aufmerksam,  dass  man  durch  geringe 
Abweichung  von  der  vorgeschriebenen  Projectionsrichtung  sich 
die  Entstehung  einer  Singularität  aus  einer  niederen  auf  sehr  an- 
scbanliche  Art  klar  machen  kann.  Rg. 


C.  L.  Landre.     Ovar  de  perspectief  van  den  bol. 

Nieaw  Arch.  VI.  203-207. 

Analytische  Behandlung  der  Perspective  der  Kugel,  welche 
jeder  der  drei  Kegelschnitte  sein  kann.  Die  Bedingungen,  unter 
welchen  sie  in  jeden  der  drei  tibergeht,  werden  abgeleitet. 

G. 


RöLLNEB.      üeber    Reflexe   auf   Kreisen  oder   die   üm- 
kehrung  des  Norinalenproblems.  Wien.  Ber.  LXXXil.  1129. 

Dieses  schon  mehrfach  bearbeitete  Problem  (von  Pelz  und 
Niemtschik  in  den  Wien.  Ber.)  behandelt  die  Aufgabe,  den  Be- 
rfihrungspunkt  eines  gegebenen  Kegelschnitts  mit  einem  Kreise, 
Ton  welchem  nur  der  Mittelpunkt  0  bekannt  ist,  zu  finden;  und 
omgekehrt,  den  Bertlhrungspunkt  eines  gegebenen  Kreises  K  mit 
einem  Kegelschnitt,  von  dem  nur  die  Brennpunkte  bekannt  sind, 
m  bestimmen.  W.  St 


C.  Pelz,  Zur  Construction  der  Selbst-  und  Schlag- 
schattengrenzen von  Flächen  zweiten  Grades  unter 
Voraussetzung   centraler  Beleuchtung.      Prag.  Ber.  1879. 

514-534. 

Es  werden  Methoden  entwickelt,  nach  welchen  man  in  or- 
thogonaler Projection  die  Hauptaxen  der  Schattencurven  2^  Ord- 
nung, nämlich  die  Schattengrenze,  den  Schlagschatten  auf  die 
beiden  Projectionsebenen  und  den  Schlagschatten,  den  die  ebene 
BegreDzungscurve   in   die  Fläche  selbst  wirft,  direct  bestimmen 
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kann.    Die  Hauptebenen  der  Fläche  werden  parallel  den  Pn^ 
jectionsebenen  angenommen.  Rg. 


G.  H.  A.  Kröhncke.      Handbucli  zum  Abstecken  voi 

Curven.    Leipzig.   Teubner.  1878. 

Eine  Recension  dieses  Werkes  findet  sich  Z.  d.  Ing.  YXITl 
p.  91.  Bg. 


D.  SlDERSKY.     Neuer  Eilipsograph.    Grunert  Arch.  LX V.  420-42 

Beschreibung  eines  zum  Zeichnen  einer  Ellipse  dienendei 
Instrumentes,  dessen  Construction  auf  der  Constanz  der  Summ 
der  Fahrstrahlen  eines  Curvenpunkts  von  den  beiden  Breni 
punkten  beruht.  Rg. 


Capital  5. 
Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Ebene  Gebilde. 

F.    Buchbinder.      Behandlung    der    Kegelschnitte    au 
Schulen  in  synthetischer  Form  nach  Steiner.  (Schluss] 

Pr.  Pforta. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  der  vom  Verfasser  im  Jahr 
1878  mit  gleichem  Titel  (s.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  367)  veröflFeoliid 
ten.  Die  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  auf  elementarem  Weg 
ausführlich  dargestellt.  Ein  reichhaltiges  Uebungsmaterial  schlieft 
sich  an.  W.  St 


W.  Gallenkamp.     Synthetische  Geometrie  I.  und  11. 

Iserlohn.    Bädecker. 

Auf  der  33^°  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Scho| 
männer  (1878)   erklärte    die   mathematische  Section    durch  ei^ 


Capitel  5.    Neuere  syntbetische  Geometrie.  443 

gtunmigen  Beschluss  die  Aofnabnie  der  Kegelschnitte  in  den 
Lehrplan  des  Gymnasiums  ftlr  möglich  und  wttnschenswerth  und 
8pr«di  sieh  in  diesem  Falle  ftlr  die  synthetische  Behandlung  aus. 
Ebenso  wurde  betont,  dass  auch  auf  den  Realschulen  neben  der 
in  ihnen  nothwendigen  analytischen  Behandlung  die  synthetische 
nicht  yemachlässigt  werden  möchte.  Dem  dadurch  ausge- 
sprochenen BedOrfhisse  soll  das  vorliegende  Lehrbuch  entgegen- 
koQunen,  welches  der  Verfasser  seit  12  Jahren  bei  seinem  Unter- 
richte in  der  Unterprima  der  Friedrich  »Werderschen  Gewerbe- 
schule benutzt  und  erprobt  hat  Das  Buch,  welches  den  4^" 
Theil  der  von  dem  Verfasser  veröffentlichten  ,,Elemente  der  Ma- 
thematik'^ bildet,  zerfällt  in  zwei  getrennt  erschienene  Abthei- 
longen,  von  denen  die  erste  für  Realschulen  und  Gymnasien,  die 
zweite  Abtheilung  dagegen  nur  für  Realschulen  bezw.  Gewerbe- 
schulen bestimmt  ist 

Die  erste  Abtheilung  entwickelt  die  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte nach  einer  Methode,  die  man  elementar -synthetisch 
nennen  könnte.  Zunächst  werden  Ellipse  und  Hyperbel  durch 
die  Gonstanz  der  Entfernungssumme  resp.  Entfemungsdifferenz 
ihrer  Punkte  von  den  beiden  Brennpunkten  definirt.  Dann  wird 
gezeigt  dass  der  Ort  der  Centra  aller  Kreise,  welche  durch  einen 
g^benen  festen  Punkt  gehen  und  einen  gegebenen  festen  Kreis 
berflhren,  eine  Ellipse  ist,  wenn  der  Punkt  innerhalb  des  Kreises, 
eine  Hyperbel,  wenn  der  Punkt  ausserhalb  des  Kreises  liegt 
Bei  d^  letztgenannten  Erzeugung  der  Kegelschnitte  entsteht  die 
Parabel  dadurch,  dass  der  Kreis  zu  einem  Strahle  wird.  Es 
folgt  dann  die  Lösung  der  quadratischen  Aufgabe,  die  beiden 
Sehnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  Kegelschnitte  zu  finden, 
and  mehrerer  anderer  Aufgaben,  wobei  immer  der  Kegelschnitt 
als  durch  den  erwähnten  Punkt  und  Kreis  gegeben  betrachtet 
wird.  Hieran  schliessen  sich  viele  Sätze  und  Oerter,  welche 
grösstentheils  auf  die  Brennpunkte  und  Leitlinien  Bezug  nehmen, 
und  bd  denen  die  Kegelschnitte  auch  als  Träger  ihrer  Tangenten 
aa%e£asgt  werden.  Die  zweite  Hälfte  der  ersten  Abtheilung  des 
Boehes  definirt  die  Kegelschnitte  von  neuem  als  die  ebenen 
ächnittcurven  eines  Umdrehungskegels  und  entwickelt  die  Defi- 
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nition  und   Eigenschaften   von   Pol   und   Polare.     Den   Scblasa 
bilden  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 

Die  zweite  Abtheiluug  entwickelt  nach  dem  Voi^ange  Reye'e 
rein  lage-geometrisch  die  Eigenschaften  der  Grundgebilde,  Kegel^ 
schnitte  und  Flächen   2^  Ordnung.    Die   projective   Beziehung 
zweier  Grundgebilde   wird  in    bekannter  Weise  als  eine  solche 
definirt,  bei  welchen  je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen 
Gebildes  vier  harmonische  des  andern  entsprechen.   Diese  bei  dem 
Aufbau  der  reinen  Lage-Geometrie  unvermeidliche  Definition  ruft 
drei  Fragen   hervor;   erstens,   wie  die  harmonische  Lage  unab- 
hängig von  Massbestimmungen  zu  definiren  ist,   zweitens,    wie 
man  von  drei  Elementen  eines  Gebildes  ausgehend  durch  harmo- 
nische Elemente  zu  allen  Elementen  gelangt,  drittens,  in  wiefern 
bei  einer  solchen  Definition  der  projectiven  Beziehung  sich   die- 
selbe als  ein-eindeutig  erweist.    Diese  drei  Fragen  werden  ähn- 
lich  wie   in  Reye's  Greometrie   der  Lage   erledigt.    Das  zweite 
Capitel   wendet  sich   dann  zu  der  Erzeugung  und  den  Fanda- 
mentaleigenschaften   der   Gebilde   2*^"^  Ordnung,   und  zwar  der- 
jenigen, welche  durch  projective  Grundgebilde  in  incidenter  Lage 
entstehen,  also  entweder  in  derselben  Ebene  oder  in  demselben 
Strahlenbündel  liegen.     Das  dritte  Capitel  entwickelt  die  Eigen- 
schaften der  polar  zugeordneten  Elemente  und  das   vierte  die 
der  involutorischen  Lage,   wobei   auch   die   Kegelschnittbflschel, 
Kegelschnittschaaren    und    Brennpunkte    in  rein  geometrischem 
Kleide  auftreten.    Das  fünfte  Capitel  steigt  zu  den  Erzengnissen 
nicht-incidenter  projectiver  gerader  Punktreihen  und  EbenenbQschel, 
also  zu  den  Regeischaaren  und  Regelflächen  auf.    Das  sechste 
Capitel  macht  auch  die  Eigenschaften  der  CoUineation  nnd  Re- 
ciprocität  der  ebenen  Systeme  Schülern  zugänglich.    Im  siebenten 
Capitel  werden  die  Flächen  2^'  Ordnung  als  Erzeugnisse  zweier 
reciproker  Strahlenbflndel  resp.  zweier  reciproker  Strahlenfelder 
aufgefasst.    Das  achte  Capitel  ist  den  Polar-Eigenschaften  der 
Flächen  2^^  Ordnung  gewidmet    Das  neunte  Capitel  definirt  die 
CoUineation    räumlicher   Systeme   und    wendet    die    Ergebnisse 
auf  die     Bestimmung    der    Fläche    2^'    Ordnung    für    gewisse 
Fälle  an. 
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Das  Hauptverdienst  des  Buches  liegt  darin,  dass  es  die  Me- 
thode und  die  wichtigsten  Resultate  der  Lage-Oeometrie  auch 
Primanern  in  einer  Weise  zugänglich  macht,  bei  welcher  wissen- 
aehaftliche  Strenge  und  Fasslichkeit  sich  paaren.  Es  wird  daher 
den  Lehrern  vieler  Realschul-Primen  gewiss  willkommen  sein. 

Seht 


Lagubrrb.     Sur  la  g^om^trie  de  direction.    Boll.  s  m.  f. 

VIII.  196-208. 

Eb  handelt  sich  hier  um  einen  neuen  Zweig  der  ebenen 
Geometrie,  in  welchem  als  Elemente  ^Direction^  und  ^Cyklus^ 
ängef&hrt  werden.  Eine  Direction  ist  eine  Gerade»  welche  nicht 
allein  durch  ihre  Lage,  sondern  auch  durch  den  Sinn,  in  welchen 
man  sie  durch  einen  Punkt  beschrieben  denkt,  bestimmt  ist.  Jede 
Gerade  der  Ebene  enthält  zwei  entgegengesetzte  Directionen 
i-J  und  — J. 

Ein  Cyklus  ist  ein  Kreis,  welcher  nicht  nur  durch  seine 
Lage,  sondern  auch  durch  den  Sinn,  in  dem  ihn  ein  Punkt 
durchläuft,  bestimmt  ist.  Jeder  Kreis  enthält  zwei  Cyklen.  Eine 
Direction  ist  Tangente  an  einem  Cyklus,  wenn  die  Gerade  der 
ersten  den  Kreis  des  Cyklus  bertlhrt  und  in  den  BerUhrungs- 
ponkten  die  Richtungen  ihrer  Elemente  übereinstimmen.  So  kann 
parallel  einer  Direction  nur  eine  Tangente  an  einen  Cyklus  ge- 
legt werden.  Zwei  Cyklen  haben  nur  zwei  gemeinschaftliche 
Tangenten  und  einen  Aehnlichkeitspunkt. 

Ein  ^Btlschel  von  Directionen^  ist  ein  System  von  Direc- 
tionen, deren  Gerade  durch  einen  Punkt  gehen.  Ein  „Netz  von 
Directionen^  ein  System  von  solchen,  welche  einen  Cyklus  be- 
ithren. 

Das  anharmonische  Verhältnis  Von  vier  Directionen  AyB,C,D 
wird  in  folgender  Weise  definirt.  Man  ziehe  an  einen  beliebigen 
Cyklus  vier  zu  den  Directionen  parallele  Tangenten,  so  ist  das 
anharmonische  Verhältnis  der  vier  Berührungspunkte  auf  dem 
Kreis  gleich  dem  anharmonischen  Verhältnis  der  gegebenen 
Directionen.     Vier  Directionen  heissen  harmonisch,  wenn  ihr  an* 
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harmonisches  Verhältnis    gleich   —  1   ist    und  sie  einena  Netze 
angehören. 

Hierdurch  ergehen  sich  auch  die  Definitionen  tod  iDTolnto- 
rischen  Bttscheln  und  Netzen.  Ein  involutorischer  BOschel  bat 
zwei  Doppeldirectionen,  eine  Doppelgerade,  deren  entgegengesetste 
Directionen  ein  Paar  bilden,  und  eine  Axe. 

Ausser  dem  Doppelverbftltnis  von  vier  Directionen  ist  noch 
eine  zweite  Beziehung  derselben  von  Wichtigkeit. 

Sind  vier  Directionen  gegeben  und  bezeichnet  man  doreh 
Oj  ß,  Y^  ö  die  Schnitte  von  A  mit  Bj  von  B  mit  C,  von  C  mit 
D  und  von  D  mit  A,  so  ist  die  Strecke  aß  —  ßy  -^  yd  —  da  nach 
absolutem  Werthe  und  Vorzeichen  vollständig  bestimmt  Diese 
Strecke  heisst  „Länge^  der  vier  Directionen  und  wird  bezeiebnet 
durch :  L  (4,  B,  C,  Z>). 

Vier  Directionen  eines  Netzes  haben  die  Länge  Null;  und 
haben  vier  Directionen  die  Länge  Null,  so  gehören  sie  einem 
Netze  oder  Büschel  an. 

Zwei  Gruppen  von  vier  Directionen  heissen  projeetiviscb, 
wenn  ihre  anharmonischen  Verhältnisse  sowie  ihre  Längen  ein- 
ander gleich  sind. 

Zwei  Systeme  von  Directionen  heissen  prqjectivisoh,  wenn 
irgend  vier  Directionen  des  einen  und  die  entsprechenden  des 
andern  projectivisch  sind.  Alle  Sätze,  welche  in  Bezug  auf  zwei 
projectivische  Punktreihen  gelten^  gelten  auch  für  zwei  projec- 
tivische  Systeme  von  Directionen.  In  projectivischen  Systemen 
entsprechen  Netze  einander.  Die  Länge  der  gemeinsamen  Tan- 
genten zweier  Cyklen  des  einen  Systems  und  die  Länge  der  ge- 
meinsamen Tangenten  der  entsprechenden  Cyklen  and  ein- 
ander gleich. 

Nun  kommt  der  Verfasser  zu  einer  wichtigen  Transformalion, 
welche  er  ^Transformation  durch  reciproke  Directionen^  nennt, 
und  welche  viele  Analogien  zu  der  bekannten  „Transformation 
durch  reciproke  Radien^  bietet 

Sind  P  und  F  zwei  gegebene  Directionen  einer  Ebene,  so 
kann  zu  jeder  Direction  D  eine  zweite  ZK  der  Art  bestimmt  wer- 
den, dass  DD^  und  PF  ein  harmonisches  System  bilden.    Zwei 
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solche  Directionen  D  and  D*  heissen  oonjugirte  Directionen. 
P  und  P  sind  Doppelelemente  und  können  auch  imaginär  sein. 
Jeder  Cyklus  hat  als  reciproke  Figur  einen  Cyklus  oder  Punkt. 
Die  reciproken  Systeme  sind  projectivisch.  Die  beiden  Systeme 
in  Eins  znsammengefasst  fuhren  den  Namen  eines  involutorischen 
Systems  von  Directionen. 

Zwei  besondere  Fälle  dieser  Transformation  sind  beachtens- 
werth.  Erstens:  P  und  F  sind  entgegengesetzte  Directionen 
einer  Geraden.  Dann  sind  reciproke  Figuren  symmetrisch  in 
Bezng  auf  diese  Gerade.  Zweitens:  P  und  F  sind  imaginär  und 
isotrope  Directionen. 

Ist  0  der  Schnittpunkt  von  P  und  F,  so  sind  reciproke  Fi- 
guren symmetrisch  in  Bezug  auf  0. 

Versteht  man  unter  einer  Gurve  ein  Aufeinanderfolgen  von 
Punkten  in  bestimmtem  Sinne,  so  hat  jede  Curve  M  eine  reci- 
proke. Die  Curve  M  ist  in  Involution,  wenn  ihre  Tangenten 
paarweise  conjugirt  sind  und  heisst  dann  ein  ,,Hypercyklu8.^ 

Da  nun  folgender  Satz  gilt:  ,,In  einem  involutorischen  System 
Ton  Directionen  bilden  die  conjugirt  harmonischen  Directionen 
Ton  irgend  zwei  gegebenen  Directionen  in  Bezug  auf  die  Paare 
der  Involution  zwei  projectivische  Systeme'',  so  kann  ein  Hyper- 
cyklos  M  durch  folgende  Elemente  bestimmt  werden:  Durch  die 
Fondamentaldirection  P  und  Fy  durch  eine  feste  Direction  A  und 
einen  Cyklus  üf,  welcher  eingehüllt  ist  von  den  conjugirt  harmo- 
nischen Directionen  zu  A  in  Bezug  auf  conjugirte  Tangenten  von 
M.  Der  Cyklus  K  heisst  der  Polarcyklus  der  Direction  A.  Ist 
K  der  Polarcyklus  von  A  in  Bezug  auf  M,  so  berührt  der  Polar- 
cyklos  jeder  Tangente  von  K  die  Direction  A. 

Eine  Fortsetzung  dieser  neuen  und  fruchtbaren  Betrachtungen 
wird  angekündigt  W.  St. 

F.  Klein,     üeber  die  geometrische  Definition  der  Pro- 
jectivitat  auf  den  Grundgebilden  der  ersten  Stufe. 

Clebsch  ADD.  XVII.  52-55. 

6.  Darboux.     8ur  le  th^orfeme  fondamental  de  la  g^o- 
m^trie  projeetive.    ciebsch  Add.  xvii.  55-62. 
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F.  Schur,     üeber  den  Fundamentalsatz  der  projectivii 
sehen  Geometrie,   ciebsch  Ann.  xviii.  252.  I88I. 

In  seiner  Geometrie  der  Lage  p.  49  definirt  v.  Staudt:  ,,Zwei 
einförmige  Grundgebilde  sind  projeetivisch,  wenn  sie  so  auf  ein^ 
ander  bezogen  sind,  dass  jedem  harmonischen  Gebilde  des  einen 
ein  harmonisches  Gebilde  des  andern  entspricht.^  Weiter  win) 
dann  pag.  50  der  Satz  aufgestellt:  ^Wenn  zwei  einförmige  pro^ 
jectiyische  Grundgebilde  drei  Elemente  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  alle  ihre  Elemente  entsprechend  gemein.^ 
Herr  Klein  machte  zuerst  in  Ciebsch  Ann.  VI.  132  (s.  F.  d.  M. 
V.  1873.  p.  272)  auf  eine  Lücke  in  v.  Staudt's  Beweisfflhrung 
des  ,,Fundamentalsatzes^  aufmerksam^  zu  deren  Beseitigung  ihm 
Ergänzungen  zur  Definition  nothwendig  erschienen.  Die  Herren 
Lüroth  und  Zeuthen  zeigten  jedoch  später  in  brieflichen  Hitthei- 
lungen  an  Herrn  Klein,  dass  diese  Zusätze  einer  Reduction  fähig 
seien.  Gelegentlich  der  Darlegung  seiner  neuen  hierdurch  gewon- 
nenen Anschauung  Ciebsch  Ann.  VIL  537  hält  Herr  Klein  jedoch 
an  der  einen  Forderung  fest,  dass  einer  Folge  von  vier  Elementen 
immer  eine  Folge  der  entsprechenden  Elemente  zukomme. 

Nun  zeigt  Herr  Darboux,  dass  auch  diese  Forderung  als 
Satz  aus  der  Staudt'schen  Definition  sich  ableiten  lasse,  indem 
er  bemerkt,  dass  andernfalls  die  Punkte  der  ersten  Reibe  sich 
stets  derart  in  zwei  Paare  zerlegen  lassen,  so  dass  ein  zu  beideB 
harmonisches  Punktpaar  existirt,  welches  reell  ist,  während  dieses 
in  der  zweiten  Reihe  imaginär  ist.  Das  darf  jedoch  nieht  Bein^ 
weil  dann  einem  reellen  Paar  ein  imaginäres  entspräche,  und 
damit  ist  der  Beweis  erbracht. 

In  der  ersten  Note  legt  Herr  Klein  die  geschichtliche  Eot- 
wickelung  des  Beweises  für  den  Fnndamentalsatz  dar  und  bringt 
am^  Schlüsse  den  aus  brieflichen  Mittheilungen  entnommenen 
Darboux'schen  Beweis  von  der  Folge. 

Die  zweite  Note  enthält  diesen  Beweis  noch  einmal  in  etwas 
anderer  Fassung.  Ihm  voran  geht  jedoch  ein  anderer  analy- 
tischer. Sind  auf  zwei  in  einander  liegenden  projectivischen 
Punktreihen  drei  Punkte  mit  den  Coordinaten 

0,  1,  00 
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gegeben,  welche  mit  ihren  entsprechenden  coincidiren,  und  definirt 
man  die  Verwandtschaft  durch  die  Functionalgleichung 

80  bat  man  zunächst  die  drei  Gleichungen 

0  =  qp  (0),     1  =  9)(l),     oo  =  (p  (00), 

ans  denen  sich  unter  Berücksichtigung  der  projectivischen  Eigen- 
schaften die  Gleichung 

ergiebty  welche  aussagt,  dass  jeder  Punkt  sich  selbst  entspricht. 
Endlich  wird,  anknüpfend  an  die  Lttroth-Zeuthen*schen  Er- 
örterungen, noch  ein  indirecter  Beweis  angestrebt,  welcher  nicht 
correct  und  zudem,  wie  Herr  Schur  in  der  dritten  Arbeit  bemerkt, 
QberflOssig  ist,  da  der  Satz  von  der  Folge  leicht  den  directen 
Beweis  liefere.  (Verbesserungen  von  den  Herren  Küpper  und 
Bobeck  tbeilt  übrigens  Herr  Klein  in  einer  Fussnote  der  Arbeit 
des  Herrn  Schur  mit)  Da  jedoch  die  Lüroth-Zeuthen'schen  Be- 
trachtungen gewisser  Grenzelemente  bedürfen  und  also  Irratio- 
Dalitäten  in  die  Betrachtung  einführen,  so  möchte  der  Verfasser 
den  Thomae'schen  Beweis  auf  p.  12  von  dessen  „Ebene  geome- 
trische Gebilde  erster  und  zweiter  Ordnung  etc.^  vorziehen.  Es 
ist  richtig,  wenn  der  Satz  von  der  Folge  vorangeht,  dürfen  die 
Tbomae'schen  Ueberlegungen  benutzt  werden,  wenn  auch  dessen 
Definition  von  der  v.  Staudt^schen  abweicht.  Schliesslich  deutet 
der  Verfasser  darauf  hin,  dass  die  v.  Staudt'sche  Definition  viel 
an  Natürlichkeit  gewinne,  wenn  man  von  coUinearen  Systemen 
ausgeht,  da  sie  sich  dann  in  Folge  von  Vierecksconstructionen 
von  selbst  einstellt.  Kg. 


Em.  Weyr.     Beiträge  zur  Curvenlebre.    Wien.  Holder. 

In  diesem  vier  Druckbogen  umfassenden  Werkchen  behandelt 
der  Verfasser  ausführlich  die  (m — ft)-deutigen  Beziehungen  zwi- 
schen zwei  rationalen  Elementensystemen.  Eine  solche  Be- 
oehnng  wird  durch  eine  Gleichung  F(x^y)  =  0  zwischen  den 
Parametern  der  Systeme  hergestellt. 

VoitKhr.  d.  Math.  XIL  S.  29 
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Der  Inhalt  zerfällt  in  sieben  Theile. 

I.  Zuerst  wird  gezeigt^  dass  zwischen  (m+1)  (n+l)  Elej 
mentenpaaren  zweier  (m— ii)-deutiger  Gebilde  eind  von  deren  Lage 
unabhängige  Beziehung  statt  finden  muss.  Ein  Verzweigungs- 
element  eines  Systems  ist  ein  solches,  dem  zwei  zusammenfallende 
Elemente  des  anderen  entsprechen.  Das  it-deutige  System  bat 
2ft(m — 1)  Verzweigungselemente.  Man  erhält  eine  Involution 
ft^°  Grades  für  den  Fall  n»  =  1.  Für  conlocale  Systeme  wird 
dann  der  Ghasles'sche  Satz  bewiesen.    Zwei  conlocale  (m — nyätn- 

tige  Systeme  besitzen  — ^-- — -  ■] ^r — ^  involatorisehe 

Elementenpaare,  die  sich  wechselweise  entsprechen.  Die  Be- 
trachtung wird  anschaulich  gemacht  durch  Verlegung  b^der 
Systeme  auf  einen  und  denselben  Kegelschnitt.  Die  Einhfilleode 
der  entsprechende  Punkte  verbindenden  Greraden  heisst  die 
Directionscurve.    Sie   ist   von   der  {ini-\-n)^  Classe  und  2«iii*"' 

Ordnung;  sie  besitzt  — ^—^ — -   -\ ^~  '    Doppeltangenten 

und  keine  Wendetangenten,  woraus  sich  die  übrigen  Singulari- 
täten ergeben.  Die  Directionscurve  schneidet  den  Kegelsehnitt 
in  den  Verzweigungspunkten  beider  Systeme  und  berührt  ihn  in 
den  m\n  gemeinsamen  Elementen. 

IL  Ist  die  Gleichung  F(xyy)  =  0  symmetrisch  in  Bezog 
auf  X  und  y  und  haben  die  Gebilde  denselben  Träger,  so  stellen 
sie   zusammen   ein    symmetrisches  Elementensystem  n*^  Grades 

ff  (n  i  3) 

dar.    Die  Elementensysteme  sind  identisch,  wenn  sie  — ^-j — - 

unabhängige  Paare  gemein  haben.  Doppelelemente  ergter  Art 
sind  solche,  von  denen  jedes  sich  selbst  entspricht.  Ihre  Zahl  ist 
2ft.  Doppelelemente  zweiter  Art  sind  solche,  welche  durch  Zu- 
sammenfallen zweier  einem  und  demselben  Elemente  entsprechen- 
den Elemente  entstehen.  Ihre  Zahl  ist  2ft(ft—l);  sie  entsprechen 
der  gleichen  Zahl  von  Verzweigungselementen.  Die  Directions- 
curve D  ist  hier  eine  allgemeine  Gurve  n^  Classe,  welche  die 
2n  Tangenten  des  Kegelschnittes  an  den  Doppelpunkten  erster 
Art  berührt;   sie  geht  durch  die  2fi(ii  — 1)  Verzweigungspuokte 
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and  hat  in  ihnen  die  Verbindungsgeraden  derselben  mit  den  zu- 
gehörigen Doppelpunkten  zweiter  Art  zu  Tangenten. 

Eine  Involution  m^  Orades  ist  ein  speeielles  symmetrisches 
Elementensystem  (m  —  1)^°  Grades  und  ist  durch  zwei  Gruppen 
Ton  je  m  Elementen  bestimmt.  Die  Directionscurve  ist  in  diesem 
Falle  von  der  (m— 1)*^  Classe  und  heisst  Involutionscurve;  sie 
bat  weder  Doppel-  noch  Wendetangenten,  ist  aber  doch  nicht 
allgemeiner  Natur.  Die  m(m — 1)  Seiten  zweier  vollständigen 
dnem  Kegelschnitte  eingeschriebenen  m-Ek;ke  berühren  eine 
Corve  (m— !)*•'  Classe,  welcher  unendlich  viele  vollständige 
«-Ecke  umschrieben  sind,  die  dem  Kegelschnitt  gleichzeitig  ein- 
gesehrieben sind.  Ftlr  das  allgemeine  symmetrische  System  findet 
folgende  Betrachtung  statt.  Sind  y^y*  zwei  von  den  Elementen, 
welehe  dem  Elemente  x  entsprechen,  so  bildeq  y,  y'  Paare  eines 
abgeleiteten  symmetrischen  Systems  von  dem  n(n — 1)^°  Grade; 
es  hat  die  Doppelelemente  zweiter  Art  des  ursprünglichen 
Systems  zu  Doppelelementen  erster  Art.  Die  Directionscurve  des 
abgeleiteten  Systems  ist  von  der  »(n— -1)  (2fi  — S)'*"  Ordnung 
and  hat  n(i}— 1^'  (^  —  2)  Doppeltangenten. 

Das  aus  einem  symmetrischen  System  zweiten  Grades  abge- 
leitete System  ist  ebenfalls  vom  zweiten  Grade.  Hieraus  ergeben 
sieh  Sätse,  deren  Urheber  Poncelet  ist,  und  welche  im  Theile  III 
entwickelt  werden. 

III.  Wenn  ein  variables  Polygon  einem  festen  Regelschnitt 
C,  eing^hrieben  ist  und  alle  seine  Seiten,  mit  Ausnahme  einer 
einzigen,  einen  zweiten  festen  Kegelschnitt  C^  berühren,  so  be- 
rührt die  letzte  Seite  ebenfalls  einen  Kegelschnitt  />,,  welcher 
durch  alle  Schnittpunkte  von  C,  und  Ci  geht 

Wenn  ein  Polygon  von  n  Seiten  einem  Kegelschnitt  einge- 
schrieben und  einem  zweiten  umschrieben  ist,  so  giebt  es  unend- 
lich viele  solcher  Polygone  von  n  Seiten,  welche  dem  ersten 
Kegelschnitt  eingeschrieben,  dem  zweiten  umschrieben  sind. 

IV.  Wenn  zwei  Systeme  x,  y  in  zwei-zweideutiger  Beziehung 
»nd,  so  kann  man  das  eine  auf  vier  verschiedene  Arten  auf  das 
andere  so  linear  projiciren,  dass  die  Doppelelemente  des  einen 

29* 
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in  die  Doppelelemente  des  andern  und  die  Verzweigungselemente 
des  einen  in  jene  des  andern  fallen. 

V.  Sind  die  Elemente  eines  rationalen  Trägers  in  solcher 
Wechselbeziehung,  dass  durch  Annahme  von  k  Elementen  weitere 
1}  —  A  Elemente  bestimmt  sind  und  in  dem  Bereiche  der  n  Ele- 
mente vollkommene  Vertauschungsfähigkeit  herrscht,  so  heisst 
diese  Art  der   Verwandtschaft   eine   Involution  it^  Grades  l^ 

Stufe  und  wird  mit  J^  bezeichnet.  Eine  Involution  k*^  Stofe  ist 
bestimmt,  wenn  man  von  ihr  Ar-f-l  von  einander  unabhängige 
Gruppen  kennt. 

Gehören  k  Elemente  einer  Involution  k^^  Stufe  zwei  Gruppen 
an,  so  gehören  sie  zu  einfach  unendlich  vielen  Gruppen  und 
bilden  eine  neutrale  Gruppe. 

VI.  Dieser  Theil  betrachtet  die  Erzeugnisse  mehrdeutiger 
Grundgebilde  erster  Stufe.  Es  findet  sich  unter  andern:  Zwei 
(m— i})-deutige  Ebenenbtlschel,  deren  Axen  sich  nicht  schneiden, 
erzeugen  eine  Regelfläche  (m-f-it)^  Ordnung  mit  einer  m-faehen 
und  einer  n-fachen  Leitgeraden.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist 
die  reducirte  Lage  der  mehrdeutigen  Gebilde,  eine  der  projec- 
tivischen  Lage  projectivischer  Gebilde  entsprechende  Lagenbe- 
ziehung. Wenn  zwei  (m— n)-deutige  in  derselben  Ebene  liegende 
Strahlenbflschel  so  beschaffen  sind,  dass  der  ihnen  gemeinsame 
Strahl  sich  r-mal  selbst  entspricht,  so  sagt  man,  dass  sieb  die 
beiden  Büschel  in  reducirter  Lage  r*^^  Ordnung  befinden. 

Zwei  von  der  r^  Ordnung  reductionsfähige  (m— it)-deatige 
Strahlenbttschel  erzeugen  eine  Curve(iit-fft)^' Ordnung  mit  einem 
m>fachen,  einem  it-fachen  und  einem  r-fachen  Punkte. 

Zwei  projectivische  Strahleninvolutionen  n^  Grades,  in  deren 
gemeinsamen  Strahlen  zwei  einander  entsprechende  n-fache  Strah- 
len beider  Involutionen  vereinigt  sind,  erzeugen  eine  Curve  n^ 
Ordnung  und  ii(n— l)^*"  Glasse.  Jede  durch  die  n'  Schnittpunkte 
zweier  n- strahligen  Büschel  gehende  Curve  n^  Ordnung  kann 
als  Erzeugnis  zweier  projecti vischen  Involutionen  angesehen 
werden.  Eine  solche  Curve  ist  von  n(n  —  1)^'  Classe,  aber  doch 
specieller  Natur  mit  Ausnahme  von  n  =  1,  2»  3. 

VII.    Es   wird  hier  speciell  die  ein-zweideutige  Beziehung 
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betrachtet  Das  zweideutige  Gebilde  ist  eine  quadratische  Invo- 
lation,  welche  projeetivisch  auf  eine  einfache  Reihe  von  Ele- 
menten bezogen  ist  Die  constnictive  Ausführung  dieser  Beziehung 
wird  in  bekannter  Weise  angegeben. 

Zum  Schlüsse  wird  in  einer  Anmerkung  eine  Anwendung  auf 
die  Gonstmetion  der  Hauptkrttmmungsbalbmesser  einer  Fläche 
gemaebt,  auf  Grund  folgenden  Satzes:  Die  Tangenten  einer 
PUche  in  einem  (nicht  singulären)  Punkte  bilden  einen  Strahlen- 
bfischel,  welcher  mit  den  Krttmmungsmittelpnnkten  der  zugehö- 
rigen Normalschnitte  in  ein-zweideutiger  Beziehung  steht,  und 
iwar  ist  die  Reihe  der  Krttmmungsmittelpunkte  eindeutig  und  der 
Büschel  der  Tangenten  zweideutig. 

EHcf  beiden  Hauptkrttmmungsmittelpunkte  sind  die  Verzwei- 
^ngspunkte  der  eindeutigen  Reihe  und  die  ihnen  entsprechen- 
den Doppelstrahlen  sind  die  beiden  Hauptkrtimmungstangenten. 

W.  St. 


E.  Weyr.     üeber  Polargruppen.    Wien.  Ber.  Lxxxi.  841. 

Die  Theorie  der  harmonischen  Mittelpunkte  verschiedener 
Grade  kann  von  der  geraden  Punktreihe  auf  rationale  Curven 
Übertragen  werden.  Hat  man  ein  festes  Punktsystem  von  n  Ele- 
menten a,,  a^,  ...On  und  sind  y^,  y^y^yr  die  harmonischen  Mittel- 
punkte r^""  Grades  von  x  bezüglich  der  ersten  Gruppe,  so  folgt: 
Gehört  y  der  Polargruppe  r^°  Grades  von  x  an,  so  gehört  x  der 
(•  — r)^"  Polargruppe  von  y  an. 

Betrachtet  man  je  zwei  Elemente  y^,  y^j  welche  derselben 
Polargruppe  r^°  Grades  angehören,  als  einander  entsprechende 
Elemente,  so  erhält  mau  ein  symmetrisches  Elementensystem  vom 
Grade  (r— 1)  (n  —  r)  und  daher:  „Die  sämmtlichen  Polargruppen 
{n—iy^  Grades  bilden  eine  Involution  (n — !)'•''  Ordnung,  welche 
projeetivisch  ist  zu  der  Punktreihe  x,^  Es  wird  nun  speciell  ein 
Fondamentaltripel  a^,  a^,  a,  auf  einem  Kegelschnitte  K  betrachtet 
and  die  constnictive  Lösung  folgender  Aufgabe  gegeben:  Zu 
irgend  einem  Punkte  x  von  K  die  zugehörige  Polargruppe  y^ ,  y^ 
xweiten  Grades   und   den   die  Polargruppe   ersten  Grades  dar- 
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stellenden  Punkt  y'  za  construiren.  Die  Untersuchung  fbhrt  auf 
folgenden  zum  Theil  bekannten  Satz:  ^Gonstruirt  man  zu  dea 
Elementen  x  bezüglich  des  Fundamentaltripels  a^,  o,,  o^  die  qua- 
dratische Polargruppe  y^y  y^y  so  erhält  man  eine  ein-zweideotige 
Beziehung.  Die  Doppelelemente  des  zweideutigen  Gebildes  sind 
die  dreifachen  Elemente  einer  kubischen  Involution,  welche  durch 
das  Fundamentaltripel  bestimmt  erscheint;  zugleich  stellen  diese 
beiden  Doppelelemente  die  Verzweigungselemente  des  eindeutigen 
Systems  dar,  so  zwar,  dass  jedes  der  beiden  Elemente,  als 
Doppelelement  aufgefasst,  dem  andern,  wenn  man  dieses  als 
Verzweigungselement  auffasst,  entspricht  Die  drei  gemeinsamen 
Elemente  sind  a,,  a,,  a^.^ 

Für  Curven  3^'  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ergiebt  sich:  L^ 
man  aus  einem  Punkte  x  der  Gurve  die  beiden  Tangenten,  so 
stellen  die  Bertthrungspunkte  y,,  y,  die  quadratische  Polargruppe 
von  X  bezüglich  der  drei  Inflexionspunkte  a,,  a„  a,  dar. 

W.  St 


H.  Schubert.     Die  trilineare  Beziehung  zwischen    drei 
einstufigen  Grundgebilden.    Ciebeoh  Ann.  xviL  457. 

Drei  einstufige  Grundgebilde  y,  ^,  g'*  sollen  zu  einander 
trilinear  heissen,  wenn  ihre  Elemente  einen  derartigen  Zusammen- 
hang haben,  dass  man  erst  auf  zweien  von  den  drei  Grundge- 
bilden je  ein  Element  willkürlich  annehmen  muss,  um  dadurch 
auf  dem  dritten  Grundgebilde  ein  einziges  entsprechendes  Ele- 
ment hervorzurufen,  und  wenn  ausserdem  dieser  Zusammenhang 
algebraisch  ist,  d.  h.  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

X3cfx'^  +  Oixfx"  +  a'  «"a?  +  a"  xs^  ^bx-^  6V  +  6"a:"  =  C 

dargestellt  werden  kann,  wo  a,  a\  a!\  6,  6',  6",  C  sieben  Con- 
stante  und  wo  x,  a?',  x^*  drei  Veränderliche  sind,  welche  beziehungs- 
weise auf  den  Grundgebilden  g^  cf,  f  die  Lage  der  veränderlieheD 
Elemente  bestimmen. 

Der  einfachste  Fall  einer  trilinearen  Beziehung  entsteht  auf 
drei  geraden  Punktreihen  dadurch,  dass  man  ausserhalb  derselben 
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eioeii  festen  Punkt  annimmt  und  als  zusammengehörig  immer 
solebe  drei  Punkte  betrachtet,  deren  Verbindungsebene  durch 
diesen  festen  Punkt  geht.  Liegen  insbesondere  die  Reiben  in 
einer  Ebene,  so  ist  die  Wahl  des  festen  Punkts  beliebig: 
Drei  entsprechende  Punkte  liegen  stets  auf  einer  Geraden,  und 
die  Beziehung  soll  daher  geradlinig  genannt  werden.  Sie  kann 
ab  das  Analogon  der  perspectivischen  Lage  bei  zwei  projecti- 
visdien  Gebilden  anfgefasst  werden  und  giebt  ebenso  wie  diese 
das  bequemste  Mittel  an  die  Hand,  um  allgemeinere  Beziehungen 
festKosetzen.  Während  die  projectiven  Beziehungen  im  AUge- 
meioen  Gebilde  zweiten  Grades  erzeugen,  flihren  die  trilinearen 
Beziehungen  zu  Gebilden  dritten  Grades.  Z.  B.  erzeugen  drei 
trilineare  Ebenenbttschel  durch  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Tripel  eine  Fläche  3^  Ordnung.  Blau  hat  die  August'sche  £r- 
zeogongsweise  vor  sich. 

In  jeder  trilinearen  Beziehung  giebt  es  sechs  singulare 
Elemente, 

p,    q  auf  g 

p',  ^  auf  g' 

p",  f  auf  </', 
welche  sich  derart  zu  sechs  singulären  Paaren 

P^y    PV»    P"9y 
qp',    qY,    fp 

grappiren,  dass  einem  Paar  alle  Punkte  der  dritten  Geraden 
entsprechen. 

Diese  sechs  Punktpaare  und  ein  beliebig  anzunehmendes 
Tripel  o,  a^,  a*^  bestimmen  die  trilineare  Beziehung,  ein  jedes 
weitere  Tripel  6,  V^  6"  wird  aus  der  Doppelverhältnisgleichung 

(pqab)  .  (p'^a'b')  .  (p"^'a"b")  =  1 
erhalten.      Im  Allgemeinen    müssen  n  Tripel    und  7—n  singu- 
Ure  Paare  zur  Bestimmung  gegeben  sein,   doch   ist  diese  dann 
nicht  immer  eine  eindeutige,  wie  bei  der  angegebenen  Annahme. 

Hit  Hülfe  der  geradlinigen  Beziehung,  deren  Kennzeichen 
zoiüLchst  entwickelt  werden,  gewinnt  der  Verfasser  dann  lineare 
Congtructionen  neuer  Tripel  entsprechender  Elemente  und  damit 
insbesondere   die  Erzeugung   einer   Fläche   3^^  Ordnung,  deren 
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Zahl  sich   als  neunzehn  ergiebt  und  sie  als  punki-allgenieiD  er- 
kennen lässt. 

Schliesslich  werden  noch  drei  ausgeartete  trilineare  Be- 
ziehungen von  der  Gonstantenzahl  sechs  untersucht^  welche  aus 
speciellen  Lagen  der  Träger  einer  zu  Grunde  gelegten  gerad- 
linigen Beziehung  hervorgehen.  Sie  führen  bez.  zu  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  drei  C,,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
Verbindung  mit  einer  Ebene  und  drei  Ebenen.  Als  Gonstanten- 
zahl dieser  Gebilde  ergiebt  sich  folglich  achtzehn,  und  so  ent- 
springen aus  den  Definitionen  der  drei  ausgearteten  trilinearen 
Beziehungen  die  genauen  Definitionen  der  angeführten  Aus- 
artungen der  punktallgemeineu  Fläche  dritter  Ordnung. 

ßg. 

J.  Keller.     Die  einander  doppelt-conjugirten  Elemente 
in  reciproken  Systemen.   WoifZ.  XX V.  1-44. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile,  von  welchen  der  erste 
einen  Specialfall  der  quadratischen  Transformation  der  Ebene, 
der  zweite  eine  entsprechende  rationale  cubische  TransformatioD 
des  Raumes  behandelt.  Die  quadratische  Transformation  wird 
vom  Verfasser  geometrisch  definirt,  indem  er  die  in  doppelter 
Hinsicht  conjugirten  Punkte  zweier  vereinigt  liegenden  reciproken 
ebenen  Systeme  einander  entsprechend  setzt.  (Im  Wesentlichen 
dieselbe  Definition  wie  in  Reye,  Geometrie  der  Lage,  Bd.  2 
Vorl.  13.) 

In  ähnlicher  Weise  erhält  der  Verfasser  die  betreffende 
Transformation  des  Raumes  durch  reciproke  räumliche  Syst^ue. 

Es  werden  die  Gebilde  näher  untersucht,  welche  die  Tran«- 
formirten  von  Geraden  und  Kegelschnitten  resp.  von  Ebenen 
sind,  und  die  angestellten  Betrachtungen  finden  Anwendung  auf 
den  unter)  dem  Namen  der  reciproken  Radien  bekannten  Special- 
fall der  quadratischen  Transformation  resp.  auf  einen  analogen 
Specialfall  der  räumlichen  Transformation.  Hz. 
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[.  J.  S.  Smith.     Ou  inverse  figures  in  geometry. 

Bep.  Brit  Abs.  1880. 


L  BoNSDORPF.     Ueber  cyklisch-projectivisclie  Systeme. 

Act.  Soc.  Feoo.  XI. 

M.-L. 


.  S.  VankcEK.     Ueber  die  Verschiebung  geometrischer 

Gebilde.    Jicin.  (Böhmisch.) 

Die  Schrift  hat  den  Zweck,  die  neuesten  Arbeiten  auf  diesem 
lebi^  wie  sie  namentlich  von  Gbasles  und  Mannheim  geliefert 
rorden  sind,  einem  weiteren  Kreise  zugänglich  zu  machen. 

Std. 


l  HüNYADY.     Der  Satz  von  Desargues  über  perspecti- 
vische  Dreiecke.   Borchardt  J.  ixc.  79-81. 

Siebe  Abschnitt  II.  Cap.  3.  p.  116. 


j.  Wedekind.     Lagenbeziehungen   bei   ebenen  perspec- 
tivischen  Dreiecken.   Ciebsch  Ann.  XVL  209-244. 

Unter  Anwendung  von  Dreieckscoordinaten  wird  die  Figur 
'OD  sechs  Geraden,  welche  sich  paarweise  in  drei  Punkten  einer 
ieraden  schneiden  und  also  vier  perspectivische  Dreiecke  bilden, 
tntersacht 

Eine  kurze  Darlegung  der  analytischen  Entwickelung  ist  der 
iden  zu  definirenden  Bezeichnungen  wegen  nicht  wohl  möglich. 

Wir  noiüssen  uns  daher  auf  die  Bemerkung  beschränken,  dass 
tb  Hauptergebnis  der  Arbeit  eine  Reihe  von  Sätzen,  welche 
hu  Pascarsche  Sechseck  betreffen,  anzusehen  ist.  Auf  diese 
Hgor  wird  man  nämlich  sofort  geftlhrt,  da  die  sechs  gegebenen 
Geraden  auf  vier  den  einzelnen  Dreieckspaaren  entsprechenden 
ITeisen  sich  zu  einem  solchen  Sechseck  combiniren  lassen.     Von 
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den  mitgetbeilten  Sätzen  fttbren  wir  die  folgenden  an:  „Di< 
45  Pascal'schen  Punkte  liegen  ISO-mal  zu  vieren  mit  zwei  Eekei] 
des  Sechseeks  („Fundamentalpunkten'')  auf  einem  Kegelscbnittl 
Jedes  Paar  Fundamentalpunkte  gehört  gleichzeitig  zwölf,  jedei 
Pascarsche  Punkt  seehszehn  solchen  Kegelschnitten  an." 

„Die  Kirkmann'schen  Punkte  liegen  180- mal  zu  vieren  mil 
zwei  einfachen  Schnittpunkten  PascaFscher  Linien  auf  einer  Carv< 
2^'  Ordnung." 

„Von  den  drei  auf  einer  Gayley-Salmon'schen  Geraden  ge- 
legenen Eirkmann'schen  Punkten  gehen  neun  PascaFsche  Linien 
aus,  die  sich  ausser  auf  jener  Geraden  noch  in  siebenundzwanzi^ 
Punkten  schneiden.  Diese  siebenundzwanzig  Punkte  liegen  in 
jedem  Fall  108-roal  zu  sechsen  auf  einem  Kegelschnitt 

Rg. 


R.  O.  CoNSENTiüs.     üeber  die  Bestimmung  der  schiefen 
Lage    zweier    projectivischer   Strahlenbtischel    in    der 

Ebene.    Schlomilch  Z.  XXV.  122-125. 

Es  wird  die  Frage  behandelt:  Unter  welchen  Umstanden 
haben  zwei  projectivische,  gleichlaufende  und  concentriacbe 
StrahlenbUschel  reelle  Doppelelemente.  Die  Beantwortung  stimmt 
mit  der  in  der  „Theorie  der  Kegelschnitte^  von  Schröter  gege- 
benen Qberein ;  die  Fassung  des  betreffenden  Satzes  ist  aber  bei 
Schröter  weit  übersichtlicher.  W.  St. 


G.  Dostor.     Theorie  gön^rale  des  polygones  ^toil&. 

Liouville  J.  (3)  VL  344-386. 

Nach  einer  kurzen  historischen  Uebersicht  des  Entwickelungs- 
ganges  der  Theorie  der  Sternpolygone  als  Einleitung  wird  die 
Construction  der  verschiedenen  Arten  dieser  Figuren  bei  gege- 
bener Eckenzahl  n  mitgetheilt.  Denkt  man  sich  die  n  Ek^en  tb 
aufeinanderfolgende  Punkte  einer  convexen  Gurve,  so  erhält  man 
alle  Polygone,  wenn  man  von  einem  beliebigen  ersten  Punkt  am 
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p  (p  relativ  prim  zu  n)  Punkte  weiter  geht,  diesen  Endpunkt 
mit  dem  ersten  verbindet  und  diese  Operation  so  lange  fortsetzt, 
bis  das  Polygon  sich  schliesst,  was  stets^  geschehen  muss. 

Eän  solches  Polygon  wird  von  der  Species  p  genannt.  Die 
eoDvexen  Polygone  wären  also  von  der  ersten  Species. 

Die  spätere  Untersuchung  erstreckt  sich  auf  die  Ermittelung 
der  Winkelsummen  und  Flächeninhalte.  Den  regulären  Polygonen 
ist  ein  besonderes  Gapitel  gewidmet.  Rg. 


F.  Kksslbr.     Beiträge  zur  Geometrie  des  Zirkels. 

Pr.  Bochom. 

Bekanntlich  (Mascheroni,  Geometria  del  compasso)  lassen 
sieh  von  den  herkömmlichen  f&nf  Postulaten  der  elementaren 
Constmctionsaufgaben  der  Ebene  gewisse  zwei  auf  zwei 
andere  zarttckftlhren.  Es  lassen  sich  nämlich  die  beiden  Auf- 
gaben, welche  die  Auffindung  des  gemeinsamen  Punktes  zweier 
Strahlen  und  der  beiden  gemeinsamen  Punkte  eines  Strahls  und 
eines  Kreises  verlangen,  auf  die  beiden  Aufgaben  zurtlckflihren, 
welche  die  Auffindung  der  Schnittpunkte  zweier  Kreise  und  die 
Herstellung  aller  Punkte  verlangen,  welche  von  einem  gewissen 
Punkte  ebensoweit  entfernt  sind,  wie  der  Abstand  zweier  gege- 
bener Punkte  beträgt  Durch  diese  Zurttckftthrung  ist  natürlich 
bewiesen,  dass  jede  durch  die  fünf  Postulate  lösbare  Aufgabe, 
welche  nicht  die  Herstellung  eines  Strahls  verlangt,  durch  die 
erwähnten  zwei  Postulate  lösbar  sein  muss.  Jedoch  gestaltet  sich 
bei  vielen  Aufgaben  die  Construction  wesentlich  einfacher,  wenn 
man  dieselbe  direct  auf  jene  zwei  Postulate  zurückführt,  als  wenn 
man  sie  zunächst  in  herkömmlicher  Weise  auf  die  fünf  Postu- 
late, und  dann  vermittels  der  Mascheroni'schen  Constructionen 
iodirect  auf  jene  zwei  Postulate  zurückführt.  Derartig  verein- 
Eaiehte  Constructionen  hat  nun  Herr  Huth  in  Brandenburg  in 
einer  kleinen  Schrift,  betitelt  „Die  Mascheroni'schen  Construc- 
tionen'^ mitgetheilt.  Die  vorliegende  Arbeit  schliesst  sich  an  die 
Hnth'sche  Schrift  an,  giebt  aber  einige  Constructionen,  welche  von 
denen  Hutb's  abweichen  und  theilweise  einfacher  sind.        Seht. 


n 
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R.    Mehmke.      Anwendung  der   Grassmann'schen   Ana 
dehnungslehre  auf  die  Geometrie  der  Kreise  in  dei 

Ebene.    Diss.  Tflbingen. 

Diese  Arbeit  bildet  eine  Fortsetzung  der  in'^Bd.  XI.  1879 
S.  478  dieses  Jahrbuches  besprochenen.  Anknüpfend  an  Nr.  39^ 
der  „Ausdehnungslehre  von  1862^  entwickelt  der  Verfasser  zuers 
die  Rechnungen  mit  Kreisfunctionen.  Neu  ist  namentlich  di^ 
Auffassung  des  in  der  Discriminante  von  f+hg  (wo  f  and  j 
Kreisfunctionen  sind)  auftretenden  Coefficienten  von  2^  als  innerem 
Product  zweier  Kreise.  Dieser  Begriff  erweist  sich  als  ungemeii 
fruchtbar,  und  es  werden  mittels  desselben  in  höchst  elegante! 
Weise  zahlreiche  Sätze  über  Kreisnetze,  Kreisbttschel ,  Doppel 
Verhältnisse  von  Kreisen  abgeleitet,  wobei  auch  die  Ausartangeo 
sorgfältig  berücksichtigt  werden.  Den  Schluss  bilden  verschiedeoc 
Anwendungen  auf  Sätze  und  Aufgaben  der  Kreisgeometrie, 
worunter  die  Lösungen  einiger  von  Steiner  gestellten  Aufgaben 
besonders  interessant  sind.  Die  Bedeutung  der  Arbeit  liegt  yor 
züglich  in  dem  Umstände,  dass  sie  zeigt,  wie  Beziehungci^ 
zwischen  Kreisen  sich  mit  gleicher  Leichtigkeit  und  Einfachheil 
darstellen  und  auffinden  lassen,  wie  es  die  Ausdehnungslehre  von 
den  Beziehungen  zwischen  Punkten  lehrt.  Schg. 


Talayrach.    Extrait  d'une  lettre.   Nouv.  Ann.  p)  xix.  280-287. 

Der  Brief  enthält  einen  geometrischen  Beweis  des  Poncelef- 
sehen  Satzes :  „Gegeben  sind  zwei  Kreise.  Nimmt  man  auf  einem 
derselben  einen  Punkt  a^  an  und  zieht  der  Reihe  nach  die  Tangen- 
ten a,  a,jj  a^a^,,,.an-i  On  an  den  zweiten,  so  hüllt  die  Gerade  a^a^ 
welche  das  Polygon  schliesst,  einen  Kreis  ein,  dessen  Mittelpunkt 
mit  denen  der  beiden  gegebenen  auf  derselben  Geraden  liegt*'  An 
diesen  Beweis  werden  weitere  Folgerungen  geknüpft.        0. 


C.  Taylor.     On  Gaskin  and  Plücker's  properties  of  the 

onhocyle.     Quart.  J.  XVII.  134-137. 
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Als  „Orthocyle^  wird  der  Kreis  bezeichnet,  welcher  von  den 
Scheiteln  der  rechten  Winkel  gebildet  wird,  deren  Schenkel 
onen  Kegelschnitt  bertlhren.  Auf  geometrischem  Wege  werden 
die  folgenden  Sätze  bewiesen: 

1 .  Ist  PQ  R  ein  Polardreieck  eines  Kegelschnitts  mit  Mittel- 
punkt, 80  schneidet  der  Kreis  den  „Orthogonalkreis^  rechtwinklig. 

2.  Wenn  ein  Kegelschnitt  mit  Mittelpunkt  vorliegt,  so  haben 
die  Kreise,  »deren  Durchmesser  die  beiden  Diagonalen  eines  dem 
K^elschnitt  umschriebenen  Vierecks  sind,  mit  dem  Orthogonal* 
kreis  dieselbe  Radicalaxe.  Analytisch  sind  beide  Sätze  in  dem 
Gaskin'schen  Werke  „Geometrical  construction  of  a  conic  section 
etc^  Cambridge  1852  bewiesen;  einen  anderen  Beweis  des  letztern 
giebt  Plficker  in  seinen  „Analytisch-Geometrischen  Entwicke- 
langen«  Vol.  H.  p.  198  (1831). 

Der  Satz  2)  lässt  sich  auch  so  aussprechen:  Alle  Kegel- 
schnitte, welche  einem  Viereck  einbeschrieben  sind,  haben  Ortho- 
gonalkreise derselben  Radicalaxe. 

Die  Mittheilung  eines  von  Pendlebury  gegebenen  analytischen 
Beweises  des  entsprechenden  stereometrischen  Satzes:  Alle  „Ortbo- 
gonalkugeln^  der  Flächen  2'®'  Ordnung,  welche  acht  Ebenen 
bertthren,  haben  eine  und  dieselbe  Radicalebene'',  bildet  den 
Sehluss  der  Note.  *  Rg. 


J.  Petersen.    Die  Steiner'sche  Lösung  der  Malfatti'schen 

Aufgabe.    Borcbardt  J.  IXG.  127-136. 

Bekanntlich  gelang  es  zuerst  Herrn  Schröter  fUr  die  Steiner'- 
sehe  Lösung  des  Malfatti'schen  Problems  eine  Analysis  zu  finden, 
welche  nur  von  solchen  geometrischen  Betrachtungen  Gebrauch 
macht,  wie  sie  Steiner  der  Mittheilung  seiner  Lösung  voran- 
geschickt  hat  (Borcbardt  J.  LXXVÜ.  p.  230-245,  F.  d.  M.  VI. 
1874).  Dieser  Anforderung  entsprechen  auch  die  beiden  hier 
mitgeth eilten,  sehr  geschickt  angelegten  Analysen,  von  denen 
der  Verfasser  die  eine  schon  in  seinem  schul-geojmetrisch  be- 
deutenden Buche  „Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung  geo- 
metrischer   Constructionsaufgaben'^  (Kopenhagen,    1879,   deutsch 
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von  FiBcher-Benzon,  Jahrbuch  d.  F.  d.  M.  Bd.  XI.  1879.  p.  372] 
mitgetheilt  hat.  Die  andere  Analysis  gestaltet  sich  dadurch  whi 
durchsichtig,  dass  zwei  Httifssätze  vorangeschickt  werden.  De^ 
erste  Httlfssatz  setzt  ein  von  vier  Kreisbogen  gebildetes,  eiDCoi 
Kreise  einbeschreibbares  Viereck  voraus  und  behauptet,  dasi 
auch  diejenigen  vier  Punkte  auf  einem  Kreise  liegen,  in  welebeii 
sich  die  vier  Kreisbogen,  in  derselben  Reihenfolge  betrachtet] 
zum  zweiten  Male  schneiden.  Der  zweite  Httlfssatz-  behauptet] 
dass  ein  einem  Kreise  umbeschreibbares  Viereck  entsteht,  w^ 
man  auf  zwei  gleichnamigen  gemeinsamen  Tangenten  zweie^ 
Kreise  je  einen  Punkt  beliebig  annimmt  und  von  jedem  der  so 
gewählten  beiden  Punkte  aus  die  beiden  noch  möglichen  Tan- 
genten zieht.  Eine  verständliche  Mittheilung  der  beiden  Analysed 
des  Herrn  Petersen  würde  hier  fast  denselben  Raum  einnehmen, 
wie  die  Abhandlung  selbst  und  muss  deshalb  unterbleiben. 

Seht 


Anonyme.  Composition  mathdmatique  pour  l'admission 
ä  Töcole  polytechnique  en  1880.  Exposition  som- 
maire   d'une  Solution    g^omötrique.    Nouv.  Ann.  (2)  XIX. 

337-340.  , 

Man  bestimme  fUr  jeden  Punkt  Q  eines  Kreises  die  Polare 
in  Bezug  auf  eine  feste  gleichseitige  Hyperbel  und  verbinde 
immer  den  Punkt  Q  mit  den  beiden  Punkten,  in  welchen  seine 
Polare  von  dem  Kreise  geschnitten  wird,  so  beschreiben  die 
beiden  Verbindungslinien  zwei  Strahlbttschel,  während  der  Punkt 
Q  die  Peripherie  des  Kreises  durchläuft.  Der  eine  dieser  StrabU 
bUschel  ist  ein  Parallelstrahlenbüschel.  Seht 


M.  Weil.     Th^orfeme  sur  les  polygones  inscrits  et  cir- 
conscrits  k  la  fois  ä  deux  circonf^rences.  Non?.  Ann.  (3) 

XIX.  57-60. 

Liegen   zwei  Kreise  so,   dass   sich  ein  Polygon  construireo 
lässt,  welches  dem  einen  Kreise  einbeschrieben,  dem  andern  um* 
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bMchrieben  ist,  so  giebt  es  bekanntlich  oo'  solcher  Polygone. 
Diyidirt  man  den  Inhalt  jedes  dieser  Polygone  durch  den  Inhalt 
des  Polygons,  welches  aus  den  auf  seinen  Seiten  liegenden  Be- 
rührnngspunkten  gebildet  wird,  so  bekommt  man  stets  dieselbe 
Zahl.  Für  das  Dreieck  ergiebt  sich  speciell,  dass  sein  Inhalt 
mitüere  Proportionale  ist  zwischen  dem  Inhalte  des  Dreiecks, 
das  aus  den  Berührungspunkten  des  einbeschriebenen  Kreises  be- 
steht, nnd  dem  Inhalte  des  Dreiecks,  dessen  Ecken  die  Mittel- 
pankte  der  drei  anbeschriebenen  Kreise  sind. 

Seht. 


A.  ScHiAPPA  MoNTEiRO.    Rechcrche  sur  le  cercle  variable 
assnjetti  k  couper  continuellement  deux  cercles  donnös 

30U8   des   angles   donnc^.    Teizeira  J.  II.  (Portugiesisch.) 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  einen  grossen  Theil 
der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  von  dem  Gesichtspunkte 
ihrer  cyklofocalen  Erzeugung  aus  darzustellen,  eine  Methode, 
die  sehr  leicht  nicht  nur  zu  den  gewöhnlichen  Sätzen,  son- 
dern auch  zu  einer  Reihe  neuer  Sätze  führt.  Die  Unter- 
suchungen können  von  dem  Fall  ausgehen,  dass  die  Directrix- 
kreise  nicht  concentrisch  sind.  Einfacher  aber  ist  es,  sie  zuerst 
als  concentrisch  zu  betrachten.  Man  kann  dann  zu  dem  allge- 
meineren Fall  übergehen  mit  Hülfe  der  Transformation  der  Fi- 
gareo,  die  aus  der  elementaren  synthetischen  Lösung  des  Pro- 
blems, einen  Kreis  zu  finden,  der  zwei  gegebene  Kreise  unter 
gegebenen  Winkeln  schneidet,  hergeleitet  ist  (siehe  Teixeira  J. 
I.  p.  174).  Tx.  (0.) 

A.  RiBAUCouR.     Memoire  sur  las  courbes  enveloppes  de 
cercles  et  sur  las  surfacas  enveloppes  de  sph^res. 

N.  c.  M.  VI.  17. 

S.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  423-424.  Mn. 
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G.  Gribodo.     Nota  sopra  una  proprietk  dei  poli  di  nn 
fascio  di  rette  in  involuzione.    Atti  di  Tonno  XV.  617. 

Bezieht   man   die   Strahlen   eines   inyolutorischen  Strahlen- 

I 

bQschels  perspeetiviseh  auf  einen  durch  seinen  Mittelpunkt  S 
gehenden  Kreis,  so  gehen  die  Verbindungslinien  entsprechender 
Kreispunkte  durch  einen  Punkt,  welcher  Pol  der  Involution  in 
Bezug  auf  den  Kreis  heissen  soll.  Es  wird  dann  bewiesen: 
Dreht  sich  der  Kreis  um  das  Centrum  S  der  Involution,  so  liegen 
die  Pole  auf  einer  Ellipse,  deren  Hauptaxen  die  Rechtwinkel- 
strahlen der  Involution  sind. 

Bei  variabelem  Halbmesser  des  Kreises  erhält  man  ein  System 
homothetischer  Ellipsen. 

Ein  solches  System  hängt  nur  von  der  Natur  der  Involution 
ab.  Für  eine  Involution  mit  rechtwinkligen  Doppelstrahlen  zieht 
sich  das  ganze  System  in  die  unendlich  ferne  Gerade;  einer 
Circularinvolution  entspricht  ein  System  concentrischer  Kreise. 

Bewegt  sich  femer  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  einem 
Strahl  der  Involution,  so  beschreibt  der  Pol  den«conjugirten  Strahl. 
Bei  beliebiger  Bewegung  des  Centrums  werden  von  diesem  und 
dem  zugeordneten  Pole  Curven  derselben  Art  beschrieben. 


W.  Binder.     Ueber  Projectiv-Constructionen  der  Curven 
zweiter  Ordnung.    Wien.  Her.  LXXXI. 

Die  HQlfsmittel  der  projectiven  -  und  collinearen  Verwandt- 
schaft führen  den  Verfasser  zu  einer  elementaren  Constmctioo 
aller  Punkte  eines  Kegelschnitts,  wenn  f&r  denselben  die  Eod- 
punkte  F  und  G  eines  Durchmessers,  sowie  die  Endpunkte  P 
und  0  einer  diesem  Durchmesser  conjugirten  Sehne  gegeben 
sind.  Am  einfachsten  gelangt  man  dann  zu  der  Constmctioo 
der  Kegelschnittpunkte  auf  folgende  Weise:  Man  zeichne  den 
Kreis,  welcher  PQ  zum  Durchmesser  hat,  bestimme  auf  diesem 
Kreise  die  Punkte  F^  und  (7^,  welche  mit  P  und  Q  ein  Quadrat 
bilden,  suche  den  Schnittpunkt  C,  von  FF^  und  GG^ ,  sowie  aacb 
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Sehnittpunkt  C,  von  GF^  und  F(7,.  Nimmt  man  dann  auf 
dem  Kreise  irgend  zwei  zu  PQ  symmetriseh  liegende  Punkte  A^ 
und  J,  an,  so  ist  sowohl  der  Schnittpunkt  von  ^C,  mit  A^C^ 
wie  YOD  Afi^  mit  A^C^  ein  Punkt  des  gesuchten  Kegelschnitts. 

Seht. 

C.Taylor.     On  a  section  of  Newton's  Principia  in   re- 
lation  to  modern  geometry.    Proc.  of  Oambr.  Iil.  359-360. 

Die  Arbeit  enthält  Notizen  über  Section  V  des  ersten  Buches 
TOD  Newton's  ^Principia.^  Namentlich  wird  darauf  aufmerksam 
gemacht,  dass  Newton  in  einem  Corollar  zu  Lemma  25  folgenden 
Satz  beweist:  „Wenn  die  Seiten  Jüf,  ML^  LK,  KJ  eines  festen 
Parallelogramms,  das  einem  gegebenen  Kegelschnitt  umschrieben 
ist,  durch  irgend  eine  ftinfte  Tangente  in  den  Punkten  £,  F,  IT,  Q, 
geschnitten  werden,  so  ist  KQ.ME  =  Const.  =  KB. MF,  so  dass 
(wenn  K  und  M  feste  Punkte  auf  den  von  einem  festen  Punkt  J 
gezogenen  Tangenten  sind)  irgend  zwei  feste  Tangenten  an  einen 
Kegelschnitt  homographisch  durch  eine  variable  Tangente  ge- 
sebnitten  werden.^  Das  ist  aber  die  anharmonische  Eigenschaft 
der  Tangenten  an  einen  Kegelschnitt.  GIr.  (0.) 

C.  Taylor.     On  Newton's  organic  description  of  curves. 

Proc.  of  Cambr.  III.  381-383. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  Newton^sche  Erzeugung  der 
Kegelschnitte  wohl  bekannt  sei,  nicht  aber,  dass  Newton  dieselbe  auf 
höhere  Curven  ausgedehnt  habe.  Diese  giebt  er  in  seinen :  „Theore- 
mata  de  curvarum  descriptione  organica**,  welche  einen  Theil  seiner 
-Enumeratio  lineamm  tertii  ordinis"  bilden.  Die  Erweiterung  um- 
Rchliesst  Chasles'  Verallgemeinerung  der  Erzeugung  von  Kegel- 
schnitten.   (Apergu  historique.  1875.  p.  837).  61r.  (0.) 


J.  A.  Grunert.     Ueber  Newton's  Methode  zur  Beschrei- 
bong  eines  Kegelschnitts  durch  fUnf  gegebene  Punkte. 

Grunert  Arcb.  LXIV.  337-350. 

Fomchr.  d.  Math.   Xll.  2.  30 
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J.  A.  Grünert.  Ueber  Newton's  Methode  zur  Beschrei- 
bung eineB  Kegelschnitts,  welcher  durch  vier  gegebene 
Punkte  geht  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  ge- 
rade Linie  berührt.    Grunert  Arch.  LXV.  1-19. 

Die  erste  Methode  Newton's  zur  Beschreibung  eines  Keg^el- 
Schnitts  durch  fünf  gegebene  Punkte  wird  durch  den  folgenden 
Satz  gegeben:  „Es  seien  A^,  A^j  Ä^,  Ä^,  A^  fBnf  Punkte.  Durch 
A^  lege  man  zwei  den  Verbindungsgeraden  A^  A^  und  A^  .4, 
parallele  Gerade,  welche  A\  A'^  und  A\  A'^  heissen  mögen. 
A\  A'^  möge  A^  A^^  in  5p  A'^  A^  möge  A^  A^  in  B^  schneiden. 
Zieht  man  nun  eine  beliebige  B^  £,  parallele  Gerade,  welche 
A\  A'^  in  B\  und  A'^  A\  in  B\  schneidet,  und  zieht  endlich  die 
Geraden  A^  B\  und  \  B,,  welche  sich  in  A^  schneiden  mögen, 
so  liegen  die  sechs  Punkte  ilj,  4,,  i4„  A^,  A^^  A^  immer  auf 
einem  Kegelschnitte.^  Diese  Construction  begrtlndet  Herr  Grunert 
durch  Rechnung  in  der  ersten  Abhandlung.  In  der  zweiten  Ab- 
handlung wird  ebenfalls  durch  Rechnung  eine  von  Newton  an- 
gegebene Construction  begründet,  bei  welcher  die  beiden  Punkte 
gefunden  werden,  in  denen  eine  gegebene  Gerade  von  einem 
durch  vier  gegebene  Punkte  gehenden  Kegelschnitte  berührt  wird. 
Diese  Construction,  deren  genaue  Mittheilung  hier  zu  viel  Raum 
kosten  würde,  verlangt  mehrfach  die  Construction  der  mittleren 
Proportionale  zweier  Strecken,  und  demgemäss  die  Anwendong 
des  Zirkels.  Trotzdem  betont  Herr  Grunert  fortwährend,  dass 
die  Construction  „linear''  sei,  und  gründet  auf  diesen  Irrthum 
sogar  einen  Angriff  gegen  Herrn  Fiedler  als  den  Verfasser  der 
deutschen  Bearbeitung  von  Salmon's  „Analytische  Geometrie  der 
Kegelschnitte^',  indem  er  Herrn  Fiedler's  Bemerkung  „die  Auf- 
gabe habe  zwei  Auflösungen,  eine  Construction  durch  lineare 
Operationen  sei  desshalb  nicht  zu  erwarten''  „voreihg  oder  nn- 
überlegt  schilt,  und  sich  diese  Bemerkung  nur  dadurch  erklilreD 
kann,  dass  Herr  Fiedler  bei  dem  Niederschreiben  derselben  von 
Kewton's  berühmtem  und  wahrhaft  unsterblichem  Werke  gar  keine 
nähere  Kenntnis  gehabt  haben  könne.  Hierbei  kann  Referent 
zweierlei   nicht   unterdrücken.     Erstens   sein  Bedauern  darüber, 
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dass  Granert  gestorben  ist,  ohne  zu  einem  Verständnis  des 
Untenebieds  zwischen  „elementarer^  und  „linearer^  Construction 
gelangt  zu  sein,  und  ohne  eingesehen  zu  haben,  dass  eine  zwei 
Li3sQDgeD  liefernde  Aufgabe  nicht  linear  construirt  werden  könne. 
Zweitens  seine  Entrüstung  darüber,  dass  ein  Mann,  der  den  Grund- 
gedanken der  modernen  geometrischen  Forschung  verständnislos 
gegenübergestanden  zu  haben  scheint,  in  blindem  Selbstbewusst- 
sein  lieber  die  Worte  eines  bedeutenden  Gelehrten  für  unüber- 
leg:t  erklärt,  als.  dass  er  sieh' die  Htthe  giebt,  zu' einem  Verständ- 
nis dieser  Worte  zu  gelangen.  Seht. 


F.  Amodeo.     Teorema  di  geometria  projettiva. 

Battaglini  G.  XVIU.  15-17. 

Ist  ein  Kegelschnitt  durch  ffinf  Tangenten  gegeben,  so  soll 
eine  sechste  Tangente  construirt  werden  durch  einen  Punkt,  der 
aof  einer  bekannten  siebenten  Tangente  liegt  Die  Lösung  ist 
etwas  allgemeiner,  aber  nicht  einfacher^  als  sie  sonst  durch  den 
Satz  von  Brianchon  gegeben  wird.  W.  St. 


E.  WisKociL.  Stereometrische  Begründung  der  zwölf 
Constructionsaiifgaben  der  Geometrie  der  Lage  von 
der  Bestimmung  der  Curven  zweiter  Ordnung  aus 
fünf  reellen  Elementen.   Zeiucbr.  f.  d.  Reaiscb.  v.  321-334. 

Sollen  Kegelschnitte  gezeichnet  werden,  welche  irgend  f&nf 
Bedingungen  genttgen,  also  durch  gegebene  Punkte  gehen,  von 
g^benen  Geraden  berührt  werden  u.  s.  w.,  so  bedient  sich  die 
ii^Q^e  Geometrie  gewöhnlich  der  coUinearen  oder  involutorischen 
PuDktreihen,  des  Pasearschen  und  Brianchon'schen  Satzes  und 
^nlicher  planimetrischer  Hülfsmittel.  Verfasser  zeigt  nun,  dass 
luan  mittels  der  descriptiven  Geometrie  zu  ganz  denselben  Er- 
gebnissen gelangen  kann,  indem  man  die  zu  construirende  Gurve 

Schnitt  eines  gewissen  Kreiskegels  auffasst.  Gr. 
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E.  HüNYADY.  Ueber  die  von  Möbius  gegebenen  Krite- 
rien   in    der    Theorie    der     Kegelschnitte.    BorchardtJ. 

LXXXIX..  70-79. 

H.  DüREGE.  Ueber  die  von  Möbius  gegebenen  Krite- 
rien für  die  Art  eines  durch  fünf  Punkte  oder  fUnf 
Tangenten  bestimmten  Kegelschnittes.  Wien.  Her.  Lxxxii. 

Herr  Hunyady  leitet  die  im  Titel  genannten  Kriterien  nach 
den  Methoden  der  analytischen  Geometrie  dnreh  geschickte  Be- 
handlung der  Determinanten  ab.  Herr  Durege  weist  nach,  das» 
die  Ausftihrungen  des  Herrn  Hunyady  ungenau  sind,  und  giebt 
bei  dieser  Gelegenheit  eine  correete  Ableitung  der  Möbius'scheD 
Kriterien.  Diese  erhalten  bei  Duröge  für  den  Fall  der  gegebenen 
ftlnf  Tangenten  die  folgende  Form.  Man  lege  an  beliebige  vier 
unter  den  gegebenen  Geraden  die  sie  berührende  Parabel.  Nnn 
sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens,  die  fünfte  Gerade 
schneidet  die  Parabel  nicht.  Dann  ist  der  Kegelschnitt  eine  Hy- 
perbel, wenn  eine  ungrade  Anzahl  der  sechs  Ecken  des  aus  den 
vier  bevorzugten  Geraden  entstehenden  vollständigen  Vierseits 
auf  derselben  Seite  der  fünften  Geraden  liegt  Zweitens,  die 
fünfte  Gerade  schneidet  die  Parabel.  Dann  ist  ,,ungrade^  zu 
sagen,  wo  eben  „grade^  gesagt  war,  und  umgekehrt. 

Seht 


C. '  Pelz.     Zur  Construction  der  Schnittpunkte  von  Ge- 
raden  mit   Kegelschnitten.    GronertArch.  LXVI.  1-17. 

Sind  für  die  Bestimmung  eines  Kegelschnitts  fünf  Punkte 
gegeben,  durch  die  er  gehen  soll,  so  findet  man  seine  beiden 
Schnittpunkte  mit  einer  gegebenen  Geraden  am  einfachsten,  in- 
dem man  dieselben  als  die  beiden  Doppelpunkte  der  projectiven 
Punktreihen  aufiasst,  von  welchen  auf  der  Geraden  drei  ^re 
entsprechender  Punkte  dadurch  bestimmt  sind,  dass  man  ans 
irgend  zweien  der  gegebenen  fünf  Punkte  Strahlen  nach  den 
übrigen  drei  zieht,  und  die  so  entstandenen  drei  Strahlenpaare 
mit  der  Geraden  zum  Schnitt  bringt.    Es  lassen   sich  dann  die 
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beiden  Doppelpunkte  nach  einer  von  Steiner  angegebenen  Con- 
stmction  mit  Benutzung  eines  Hülfskreises  leicht  finden.  In  dem 
Fall,  dass  statt  der  fftnf  Punkte  die  beiden  Axen  des  Kegel- 
schnitts gegeben  sind,  hat  Steiner  für  die  beiden  Schnittpunkte 
mit  einer  Geraden  eine  Construction  gegeben,  welche  aus  der- 
jenigen Definition  des  Kegelschnitts  entspringt,  bei  welcher  seine 
Pankte  als  die  Mittelpunkte  aller  Kreise  erscheinen,  die  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehen  und  einen  gegebenen  Kreis  be- 
rühren. Diese  und  viele  andere  Gonstructionen  hatte  Herr  Peschka 
in  Gmnert  Arch.  LIX.  ausfbhrlich  erörtert. 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Aufsatzes  giebt  für  den  Fall, 
dass  der  Kegelschnitt  durch  seine  beiden  Axen  oder  durch  zwei 
conjugirte  Durchmesser  gegeben  ist,  eine  neue  Construction  seiner 
beiden  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen  Geraden,  indem  er  auf 
jener  Geraden  nicht  die  beiden  erwähnten  projectiven  Punkt- 
reiben, sondern  die  Involution  studirt,  welche  durch  die  oc^  Paare 
von  polar-conjugirten  Punkten  entsteht  und  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte zu  Doppelpunkten  hat  Alle  besonderen  Fälle  der  Auf- 
gabe werden  eingehend  behandelt  Seht 


J.  Carnoy.     Th^orfemes   sur    les  coniques.    N.  c.  M.  vi. 

44S-449. 

J.  Carnoy.     Propri^t^s   descriptives    nouvelles    des   co- 
niques.   Ann.  Soc.  scient  Brux.  IV.  B.  260-272. 

P.  Mansion  et  C.  LE  Paige.     Rapports  sur  ce  memoire. 

Ann.  Soc.  scient  Brux.  IV.  A.  60-61,  62-64. 

Der  Hauptsatz  lautet:  Wenn  fünf  Punkte  eines  Kegelschnitts 
Sieben  sind  und  man  nimmt  vier  davon  als  Ecken  eines  Vier- 
ecks a,  ß^  y^  ä  =  0  und  zieht  durch  den  fünften  zwei  beliebige 
Gerade  «  =  0,  ^  =  0,  so  bilden  die  Verbindungsgerade  tj  =  0  der 
Pnnkte  {eß),  (^a)  und  die  Verbindungsgerade  0  =  0  der  Punkte 
(^<^t  i^y)  n^i^  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  ersten  Vierecks 
a  =  0,  y  =  0;  ß  =  0,  d  =  0  zwei  neue  Vierecke  «,  jy,  y,  ö  =  0  und 
ß,  0,  <),  jj  =z  0,  deren  Diagonalen  sich  in  vier  Punkten  schneiden, 
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von  denen  der  eine  («^  ist,  und  welche  alle  auf  dem  RegelAdmitt 
liegen.  Daraus  wird  der  correlative  Satz  hergeleitet  and  die 
Construction  eines  gegebeneu  Kegelschnitts  aus  iHnf  Punkten^ 
aus  vier  Punkten  und  der  Tangente  in  einem  von  ihnen ,  ans 
drei  Punkten  und  den  Tangenten  an  zweien  von  ihnen.  Ebenso 
wird  auch  das  correlatiTe  Problem  gelöst  Mn.  (O.) 


F.  Gräfe.    Einige  Notizen  über  das  Pascarsche  Sechseck. 

Schlömilch  Z.  XXV.  215-216. 

F.  GrAfb.     Erweiterungen  des   Pascarscben  Sechsecks 
und  damit  verwandter  Figuren,    Wiesbaden.  Limbarth. 

Der  Verfasser  hatte  schon  in  seiner  Dissertation  (Bern,  1879) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  einem  gegebenen  PascaFschen 
Sechseck  180  ebensolche  Sechsecke  in  folgender  Weise  zuge- 
hören.   Wenn  1,  2,  3,  4,  5,  6  sechs  Punkte  eines  Kegelschnitts, 

also 

12,  23,  34,  45,  56,  61 

die  sechs  Seiten  eines  Pascarscben  Sechsecks  sind,  so  sind  auch 

12,  23,  61,  45,  56,  34, 

und  12,  56,  34,  45,  23,  61 

und  12,  56,  61,  45,  23,  34 
jedesmal  sechs  Seiten  von  drei  neuen  Pascarscben  Sechsecken. 
Nun  kann  man  aber  bekanntlich  durch  die  sechs  Punkte  1,  2, 
3,  4,  5,  6  im  ganzen  sechszig  Pascarsche  Sechsecke  legen,  deren 
jedes  diese  sechs  Punkte  zu  Ecken  hat.  Da  nun  jedes  dieser 
60  Sechsecke  noch  drei  neue  Pascarsche  Sechsecke  in  der  eben 
angegebenen  Weise  liefert,  so  erzeugt  das  ursprüngliche  Pas- 
carsche Sechseck  1,  2,  3,  4,  5,  6  im  ganzen  180  neue  solche 
Sechsecke.  Von  diesen  haben  immer  gewisse  zwölf  mit  dem  ge- 
gebenen Sechseck  zwei  Ecken  gemein. 

In  den  beiden  vorliegenden  Abhandlungen,  von  denen  die 
erste  einige  Resultate  der  zweiten  ohne  Beweis  kurz  darstellt, 
werden  nun  viele  interessante  Eigenschaften  des  Systems  der 
erwähnten  180  Sechsecke  entwickelt.  Namentlich  werden  die- 
selben mit  den  auf  das  PascaFscbe  Sechseck  bezOglichen  Lage- 
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äLtzen  von  Steiner,  Hesse,  Kirkmann,  Salmon,  Cayley  in  Zu- 
sammenhang gebracht  Die  Natur  des  Gegenstandes  macht  es 
jedoch  anmöglicb,  die  i^ier  gelieferten  Resultate  über  das  System 
der  180  Sechsecke  kurz  darzustellen.  Seht. 


Weil.     Note  sur  le  triaiigle  inscrit  et  circonscrit  k  deux 

Coniques.    Nouv.  Add.  (2)  XIX.  253-261. 

Der  Verfasser  beweist  durch  ganz  elementare  Hülfsmittel 
theils  bekannte,  theils  neue  Lehrsätze,  von  denen  folgende  hier 
Platz  finden  mögen.  Wenn  ein  Dreieck  sich  so  bewegt,  dass  es 
einem  Kreise  einbescbrieben  und  einem  Kegelschnitte  umbeschrie- 
ben bleibt,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  seines  Feuerbach'- 
schen  Kreises  einen  Kreis,  der  dem  Kegelschnitt  concentrisch  ist 
Ebenso  beschreibt  dann  der  Schnittpunkt  der  drei  Höhen,  sowie 
der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  einen  Kreis.  Liegt  speciell  der 
eine  Brennpunkt  des  Kegelschnitts,  dem  das  Dreieck  umbeschrie- 
ben bleibt,  im  Mittelpunkt  des  durch  die  Ecken  des  Dreiecks 
gehenden  Kreises,  so  bleibt  der  Höhenpunkt  stets  der  zweite 
Brennpunkt  des  Kegelschnitts.  Ebenso  bleibt  dann  der  Feuer- 
baeh'sche  Kreis  constant,  sowie  auch  die  Summe  der  Quadrate 
der  Seiten. 

Wenn  ein  Polygon,  dessen  Seitenzahl  32^  ist,  sich  so  be- 
wegt, dass  es  einem  festen  Kegelschnitt  einbeschrieben  bleibt, 
80  beschreibt  sein  Schwerpunkt  einen  Kegelschnitt.       Seht. 

M.  Genty.     Constructions  diverses  et  solutions  de  pro- 
blfemes  graphiques  relatifs  aux  coniques.    Nouv.  ado.  (2) 

XIX.  216-224. 

Aus  den  Lösungen  der  beiden  bekannten  Aufgaben  (vgl. 
z.  B.  Steiner-Schröter  „Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie^ 
2^'  Theil,  2^  Auflage,  p.  238 fl".): 

„Gegeben  sind  zwei  gemeinschaftliche  Punkte  zweier  Kegel- 
schnitte und  von  jedem  drei  weitere ;  gesucht  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  übrigen  Schnittpunkte'', 
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„Oegeben  sind  drei  Schnittpunkte  zweier  Regelachnitte  und 
von  jedem  zwei  weitere  Punkte;  gesucht  der  vierte  ächnittponkt'', 
werden  Constrnctionen  abgeleitet,  welche  sich  auf  die  Bestimmung 
der  Hauptaxen,  des  Erilmmungsmittelpunktes  in  einem  gegebenen 
Punkte  eines  durch  ftlnf  Bedingungen  definirten  Kegelschnitts  be- 
ziehen. Von  andern  Beispielen  heben  wir  als  interessant  hervor 
die  Bestimmung  der  Durchschnittssehne  eines  Kegelschnitts  mit 
einem  seiner  Punkte,  sofern  man  diesen  als  unendlich  kleinen 
Kreis  auffasst.  Rg. 


G.  DE  LoNGCHAMPs.      Sur  Ic  centre   de  rayon  de  cour- 
bure  en  un  point  d'une  conique.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  68-Ti. 

Zieht  man  durch  einen  Punkt  M  eines  Kegelschnitts  die 
beiden  Parallelen  zu  den  beiden  Axen  und  darauf  denjenigen 
Strahl  durch  My  welcher  rücksichtlich  dieser  beiden  Axen  sym- 
metrisch liegt  zu  der  Tangente  des  Punktes  My  so  schneidet  dieser 
Strahl  den  Kegelschnitt  in  einem  Punkte  L,  welcher  der  vierte 
Schnittpunkt  des  Kegelschnitts  mit  dem  Krtlmmungskreise  des 
Punktes  M  ist.  Diese  bekannte  Eigenschaft  verwerthet  der  Ver- 
fasser zu  der  folgenden  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes 
für  einen  Kegelschnitt-Punkt.  Man  fälle  von  dem  Punkte  M  die 
Senkrechte  MP  zur  Focalaxe,  verlängere  MP  über  P  hinaus  um 
sich  selbst  bis  M'y  suche  den  Schnittpunkt  A  der  Tangente  in  Jf 
mit  der  Focalaxe,  mache  PA*  =  PA  und  verbinde  einerseits  Jf 
mit  A\  andrerseits  M'  mit  dem  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts.  Er- 
richtet man  dann  in  dem  Schnittpunkt  K  dieser  beiden  Verbin- 
dungslinien die  Senkrechte  zu  KM,  so  schneidet  diese  Senkrechte 
die  Normale  des  Punktes  M  in  dem  gesuchten  Krttmmungsmittel- 
punkte. 

Eine  zweite  Construction  basirt  der  Verfasser  darauf,  dasi 
der  Krümmungsradius  eines  Kegelschnittpunktes  die  vierte  Pro- 
portionale zu  den  folgenden  drei  Strecken  ist,  erstens  der  Strecke 
zwischen  dem  K^elschnitte  und  dem  Schnittpunkte  seiner  Tan- 
gente mit  der  Focalaxe,  zweitens  der  Strecke  zwischen  demselben 
Punkte  und  dem  Schnittpunkte  seiner  Tangente  mit  der  Neben- 
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axe,  drittens  dem  senkrechten  Abstände  des  Kegelscbnittmittel- 
pankts  von  der  Tangente. 

Pflr  die  Parabel,  bei  welcher  diese  Construction  illusorisch 
wird,  werden  noch  besondere  Constructionen  angeführt. 

Seht. 


W.  Marx.       Synthetischer    Nachweis    des    Euler'scheii 
Satzes  über  Krümmungsradien.  Ciebsch  aod.  xvil.  100-115. 

Der  Verfasser  giebt  zuerst  eine  einfache  Construction  des 
KrOmmungsradins,  der  zu  einem  Kegelschnittpunkte  gehört,  und 
darauf  eine  neue  Ableitung  der  Euler'schen  Relation 

1     _     eos'(aa)  cos^  (aa^) 


WO  Q^  den  Krümmungsradius  in  einem  beliebigen  Normalschnitt, 
Qt  und  Qa^  die  Hauptkrümmungsradien  bedeuten.  Es  erscheint 
diese  Relation  als  specieller  Fäll  der  Beziehung: 

sin' (/?/?,)  sin' («/?.)     ^       sin'Caff) 

Q"  Qß  Qß^ 

welche  für  Flächen  2*'"  Grades  bewiesen  wird.  Hier  bedeuten 
ß  und  ß^  zwei  Paare  entsprechender  Strahlen  derjenigen  in 
einem  Flächenpunkte  entstehenden  Strahlen-Involution,  welche  die 
beiden  diesem  Punkte  angehörigen  auf  der  Fläche  liegenden 
Geraden  zu  Doppelstrahlen  hat;  ferner  bedeutet  a  eine  beliebige 
andere  Tangente,  und  Qa,  Qß,  Qß,  die  den  Strahlen  a,  ß,  ß^  zu- 
gehörigen Krümmungsradien.  Schliesslich  wird  gezeigt,  weshalb 
die  fbr  Flächen  2^"°  Grades  bewiesene  Euler'sche  Relation  auf 
beliebige  Flächen  übertragbar  ist.  Seht. 


C.  Pelz.      Die    Krümmungshalbmesser -Constructionen 
der    Kegelschnitte   als  Corollarien  eines  Steiner'schen 

Satzes.     Prag.  Ber.  1879.  205-246. 

Unter  Zugrundelegung  des  Steiner'schen  Satzes:    „Die  Tan- 
gente und  Normale  in  einem  beliebigen  Punkte  p  eines  Kegel- 
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Schnitts  C  bestimmen  mit  den  Kegelsohnittaxen  Tier  Tangenten 
einer  Parabel  FI,  welche  die  Normale  im  Erümmungsmittelpunkte 
berührt,^  werden  auf  synthetischem  Wege  (anter  hauptsächlicher 
Benutzung  des  Brianchon*8chen  Satzes)  eine  Reihe  einfacher  Cod- 
structionen  des  Erttmmungsmittelpunkts  oder  der  Länge  des 
Krümmungshalbmessers  abgeleitet  Eine  Reihe  derselben  ist  jedoch 
bereits  durch  Rechnung  in  Schellbach's  Werk  „Die  Eegelschnitte 
für  den  Gebrauch  in  Gymnasien  und  Realschulen^  gefunden. 

Von  neuen  Methoden  greifen  wir  aus  der  grossen  Anzahl 
nur  die  folgenden  heraus,  welche  zugleich  den  Charakter  der 
übrigen  bezeichnen  mögen: 

Errichtet  man  in  den  Schnittpunkten  der  Axen  einer  Hyper- 
bel mit  der  Normale  eines  beliebigen  Punktes  p  derselben  die 
Senkrechten  L,  IL  auf  diese  Axen,  so  geht  die  vom  Schnitt- 
punkt b  dieser  Senkrechten  auf  den  Durchmesser  op  gefällte  Nor> 
male  III  durch  den  Erümmungsmittelpunkt  vonp. 

Der  Erümmungsmittelpunkt  m  eines  beliebigen  Ellipsen^ 
punktes  p  ist  der  Pol  des  Durchmessers  qq^f  welcher  dem  nach  p 
gehenden  conjugirt  ist,  in  Bezug  auf  einen  um  p  als  Mittelpunkt 

mit  dem  Radius  ~^  beschriebenen  Ereis  K. 

Schneiden  die  Normale  und  Tangente  eines  beliebigen 
Parabelpunktes  p  die  Axe  der  Parabel  in  resp.  a,  c  und  trifft 
die  in  c  auf  der  Axe  errichtete  Senkrechte  die  Normale  in  ^,  so 
ist  ag  die  Länge  des  Erümmungshalbmessers  des  Punktes  p. 

Als  Anwendung  auf  die  darstellende  Geometrie  wird  schliess- 
lich eine  Aufgabe  der  Schattenlehre  behandelt.  Nach  Dupin 
erhält  man  die  Tangente  der  Schattengrenze  einer  Oberfläche  12 
im  Punkte  p  folgendermassen:  Man  oonstruire  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung  0,  welche  i2  in  p  osculirt.  Dann  ist  die  gesuchte  Tan- 
gente die  Axe  des  Ebenenbüschels  der  Polarebenen  aller  Punkte 
des  durch  p  gebenden  Lichtstrahls  in  Bezug  auf  0.  Durch  zwei 
derselben,  von  denen  eine  die  Tangentialebene  sein  kann,  ie^  dem- 
nach die  Tangente  bestimmt.  Mit  Hülfe  der  mitgetheilten  Coo- 
struction  wird  die  Construction  von  0  für  einige  Rotationsflächen 
geleistet.  Rg. 
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E.  G.     Demonstration   g^om^trique  d'une  propridt^  des 
foyers  ext^rieurs  au  plan  d'une  conique.    Noov.  Add.  (2) 

XIX.  120. 

W.  St. 


C.  Ladd.     The  nine-line  conic.   Analyst  vir.  147-149. 

Mittels  der  Reciprocität  werden  Eigenschaften  des  Neun- 
Linien-Kegelschnitts  aus  denen  des  Neun-Punkt-Kreises  hergeleitet. 
Dieselben  sind  zum  Tbeil  bekannt,  zum  Theil,  wie  der  Verfasser 
glaubt,  neu.  Gir.  (0.) 

J.  Strbissler.     Zur  Transformation  der  Kegelschnitte. 

Zeitschr.  f.  d.  Realsch.  V.  461-467. 

Die  Transformationsmetboden  von  Stevin  und  Mydorge  einer- 
seits und  von  Gregorius  a  St.-Vincentio  andererseits  (so  drückt 
sich  der  Autor  aus;  geschichtlich  correcter  würde  sie  dem 
Albrecht  Dürer  zugeschrieben),  haben  den  gemeinsamen  Zweck, 
die  Ellipse  aus  dem  Kreise  abzuleiten.  Verfasser  tadelt  es,  dass 
man  diese  schönen  Sätze  gewöhnlich  nur  auf  descriptivem  oder 
analytisch -geometrischem  Wege  ableite,  und  entwickelt  deshalb 
finige  elegante  Beweismethoden,  die  blos  auf  projecti vischen  Be- 
traditnngen  beruhen.  Als  einen  Ausfluss  der  Lehre  von  der 
ColUneation  ebener  Systeme  hat  übrigens  bereits  Gretschel  (Orga- 
nische Geometrie,  S.  223)  diese  Umformungen  abgehandelt. 

Gr. 


V.  Jkrabbk.     Beitrag  zur  Theorie  der  confocalen  Kegel- 
schnitte.   CasopiB  IX.  lOi).  (BöbmiBch.). 

Enthält  einige  Constructionsaufgaben,  namentlich  die  Axen 
der  Ellipse  betreffend,  wenn  die  Hyperbelasymptoten  und  ein 
Durcbschnittspunkt  gegeben  sind.  Std. 

Marx,     lieber  einige  geometrische  Oerter.    Pr.  Friediaod. 
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Dieser  Aufsatz  enthält  die  Beantwortung  von  Fragen ,  wie 
die  folgende:  Welches  ist  der  geometrische  Ort  fbr  den  Scheitel 
eines  harmonischen  Strahlenbüschels,  dessen  vier  Strahlen  durch 
die  Ecken  eines  gegebenen  Rechtecks  gehen.  Später  werden  den 
Ecken  eines  Rechtecks  die  eines  gleichschenkligen  Trapezes  und 
auch  noch  andere  Punkte  substituirt.  Alle  diese  Fragen  erledigen 
sich  durch  den  bekannten  Satz,  dass  der  Ort  der  Scheitel  eines 
Bilschels  von  vier  Strahlen,  die  durch  je  einen  festen  Punkt 
gehen  und  ein  constantes  anharmonisches  Verhältnis  haben,  ein 
Kegelschnitt  ist,  der  durch  die  vier  festen  Punkte  geht.-  Die  Durch- 
führung der  Fragen  in  speci  eilen  Fällen  hat  daher  nur  ftr 
Schüler  ein  gewisses  Interesse,  und  hat  auch  der  Herr  Verfasser 
diesen  Zweek,  wie  er  im  Eingang  sagt,  besonders  im  Auge  gehabt 

Mz. 


W.  Jeäabkck,     Anmerkung  zu  dem  Aufsatze:  ^Beitrag 

zur    Ellipse"    in  Bd,  63,  p.  443.    Grunert  Arch.  LXV.  21ö-21^ 

Herr  Sinram  hatte  es  Air  interessant  gehalten,  analytisch- 
geometrisch eine  bekannte  Construction  der  Aufgabe  zu  begründen, 
dass  eine  Ellipse  gezeichnet  werden  soll,  welche  vier  paarweis 
parallele  Strahlen  berührt.  Dass  diese  Aufgabe  zunächst  un- 
bestimmt ist  und  bei  Hinzufligung  einer  Bedingung  sich  auf  die 
fundamentale  Construction  reducirt,  welche  bei  zwei  projec- 
tiven  Grundgebilden  aus  drei  Paaren  entsprechender  Elemente 
ein  viertes  Paar  findet,  dürfte  inzwischen  Herrn  Sinram  bekannt 
geworden  sein.  Auch  Herr  Jeräbeck  unternimmt  es,  Herrn 
Sinram  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  von  ihm  be- 
wiesene Construction  aus  der  projectiven  Beziehung  gewisser 
zwei  Strahlbüschel  folgt.  Seht 


Fr.ToMES.    EllipsenCOnstrUCtionen.  Caeopis  IX.  275.  (Böhmisch). 

Behandelt  die  Bestimmung  der  Axen  von  Ellipsen,  von 
denen  der  Mittelpunkt  und  ausserdem  noch  andere  Elemente  ge- 
geben  sind.  Std. 
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Fr.  Tomes.      Das   Sechseck   mit    eingeschriebenem   und 

umschriebenem  Kegelschnitt.    Casopis  ix.  277.  (Böhmisch,). 

Std. 


T.  N.  Thiele.     En  Konstruktion  af  Ellipsens  Axer  ved 
et  Par  konjugerte  Diametre.    Zeuthen  Tidsskr.  (4)  iv.  1-3. 

Aas  dem  Endpunkte  q>  des  einen  Halbmessers  einer  Ellipse 
wird  auf  den  conjugirten  Halbmesser  eine  Senkrechte  gefällt, 
und  von  q>  ausgehend  wählt  man  auf  dieser  zwei  Punkte  q  und  a, 
deren  Abstände  von  q>  den  halben  conjugirten  Durchmessern  gleich 
siDd.  Dann  sind,  wenn  o  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  bezeichnet, 
die  Entfernungen  oq  und  oo  gleich  bezw.  der  Differenz  und  Summe 
der  Halbaxen,  und  die  Richtung  der  grossen  Axe  balbirt  den 
Winkel  Qoa^  welcher  selbst  das  Doppelte  der  excentrischen  Ano- 
malie des  Punktes  q>  ist.  Die  Construction  wird  mittels  der 
Theorie  der  complexen  Zahlen  bewiesen.  6m. 


Anoktm.     Solution  d'une  question  pour  Tadmission,  (en 
1879)  ä  r^cole  polytechnique.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  5-12. 

Enthält    eine   synthetische   Behandlung    der   Aufgabe,    die 
folgendennassen  lautet:   Gegeben  ist  ein  Kegelschnitt,  bezogen 

auf  seine  Axen  — j-  -\ — ~-  =  1  und  ein  Punkt  M  auf  demselben. 

Durch  die  Endpunkte  eines  beliebigen  Durchmessers  der  Curve 
und  durch  den  Punkt  M  wird  ein  Kreis  gelegt.  Der  Ort  der 
Mittelpunkte  dieses  Kreises  ist  ein  Kegelschnitt  (üT),  der  durch 
den  Coordinatenanfangspunkt  geht.  Am  Schluss  werden  noch 
einige  Eigenschaften  dieser  beiden  Kegelschnitte  ohne  Beweis 
mitgetheilt  0. 

C.  Taylor.      On    the   directrlx   of  a  parabole  inscribed 

in    a  triangle.     Messenger  (2)  IX.  192. 

Der   Verfasser   beweist   durch    Anwendung   der  Involution, 
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dass  die  Directrix  einer  einem  Dreieck  eingeschriebenen  Parabel 
durch  den  Höhenschnittpunkt  geht.  6Ir.  (O.) 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus 
dem  Gebiete  der  synthetischen  Geometrie  der  Ebene 
von  Genese,  H.  T.  Gerrans,  T.  W.  Openshaw,  Scott, 

WOLSTENHOLME  5    ClIPPORD,    F.  TiRELLI,   D.  EdWARDBS, 

J.  O'Regan,  E.  Rütter,  J.  8.  Jenkins,  A.  Anderson, 
TowNSEND,  L.  H.  Rosenthal,  A,  L.  Selby,  Lieber, 
H.  Murphy,    E.  Presson,    Düpaure,    Morbt-Blanc 

finden  sich  Educ.  Times  XXXIII.  45,  50-51,  54,  58-59,  62,  67,  96, 
98,  100,  103;   Nouv.  Ano.  (-2)  XIX.  331-332,  475-478,  479. 

0. 


S.  Kantor.     Metrische  Formeln   für  das  Kegelschnitt- 
bUschel     mit    vier    reellen    Grundpunkten.    Wien  Her. 

LXXVIII. 

Die  Formeln  beziehen  sich  auf  den  von  den  Hittelpunkten 
der  Biischelcuryen  gebildeten  Kegelschnitt,  auf  die  in  dem  Bfisebel 
enthaltene  gleichseitige  Hyperbel,  auf  diejenige  Ellipse  des 
Büschels,  welche  dem  Kreise  am  nächsten  kommt,  und  diejenige 
Hyperbel,  welche  von  der  gleichseitigen  Hyperbel  am  meisten 
unterschieden  ist,  schliesslich  auf  die  beiden  im  Büschel  vor- 
kommenden Parabeln. 

Von  den  letzteren  werden  die  Parameter  berechnet,  w&hreod 
für  die  übrigen  Kegelschnitte  die  Axenlängen,  Asymptotenwinkel 
und  diejenigen  Halbmesser  bestimmt  werden,  welche  den  Seiten 
des  von  den  Basispunkten  gebildeten  Vierecks  parallel  sind. 
Die  expliciten  Ausdrücke  für  diese  Grössen  enthalten  ausser  deo 
Seitenlängen  des  genannten  Vierecks  noch  die  Radien  der  durch 
je  drei  Basispunkte  gehenden  Kreise.  Aus  dem  Vergleich  der 
erhaltenen  Formeln  fliessen  mehrere  die  metrischen  Bestimmongs- 
stücke  der  in  Betracht  gezogenen  Kegelschnitte  betreffende  Sätze. 

Hz. 
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M.  Trebitschkr.     üeber  Beziehnngen   zwischen  Kegel- 
schnittbüscheln und  rationalen  Curven  dritter  Classe. 

Wien.  Ber.  LXXXI. 

Der  Verfasser  fasst  den  Ort  der  Axen  der  Kegelschnitte 
eines  Büschels  als  das  Erzeugnis  der  Verbindungslinien  der 
entsprechenden  Punkte  zweier  ein -zweideutig  auf  einander  be- 
zogenen Punktreihen  auf,  von  denen  die  eine  die  unendlich  ferne 
Gerade  ist  und  die  zweite  der  von  den  Centren  aller  Kegel- 
schnitte des  Btlschels  erzeugte  Kegelschnitt  U^  ist.  Jeder  Punkt 
Ton  9,  ist  nämlich  Centrum  eines  einzigen  Kegelschnitts,  und 
dessen  beide  Axen  schneiden  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei 
Punkten,  welche  dem  auf  U^  gewählten  Punkte  zugeordnet  wer- 
den. Da  jeder  der  beiden  auf  U^  liegenden  unendlich  fernen 
Ponkte  bei  dieser  Zuordnung  sich  selbst  entspricht,  so  nehmen 
aacAi  zwei  Parallel-StrahlenbQschel  an  dem  gesuchten  Orte  Theil. 
Es  sind  dies  die  ParaHelen  zu  den  Axen  der  beiden  in  dem 
Büschel  liegenden  Parabeln.  Die  übrigen  Strahlen  des  Ortes, 
also  die  eigentlichen  Axen  der  Kegelschnitte  des  Btlschels,  bilden 
eine  rationale  Curve  dritten  Ranges,  welche  die  unendlich  ferne 
Gerade  zur  Doppeltangente  hat.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus 
lassen  sich  die  Beziehungen  zwischen  dem  Kegelschnittbüschel 
nnd  seinem  Axenort  mit  Leichtigkeit  auffinden.  Speciell  sei  er- 
wähnt, dass,  wenn  der  Axenort  eine  Steiner'sche  Hypocycloide 
ist,  der  Mittelpunktskegelschnitt  ein  Kreis  wird  und  das  Büschel 
aus  lauter  gleichseitigen  Hyperbeln  bestehen  muss. 

In  ähnlicher  Weise  studirt  der  Verfasser  auch  die  Umhül- 
langscurre  der  Asymptoten,  und,  indem  er  statt  der  unendlich 
fernen  Geraden  eine  beliebige  Gerade  setzt,  die  Umhüllungscurve 
der  Tangenten,  welche  sich  zu  den  Kegelschnitten  des  Büschels 
in  deren  Schnittpunkten  mit  einer  beliebigen  Geraden  ziehen 
lassen.  Seht. 


R.  Stürm.     Ueber  die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung. 

Borchardt  J.  XG.  85-102. 

Bekanntlich  haben  Curven  dritter  Ordnung  die  Eigenschaft, 
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dass,  wenn  es  Punkte  auf  ihnen  giebt,  von  denen  vier  reelle 
Tangenten  ausgehen,  es  auch  solche  Punkte  giebt,  bei  denen 
diese  Tangenten  sämmtlich  imaginär  sind.  Zu  diesem  Satze, 
welcher  von  Duröge  in  einer  Abhandlung  des  Ib^""  Bandes  des 
Borchardt  J.  mit  Heranziehung  ferner  liegender  Httlfsmittel  be- 
wiesen war,  giebt  Herr  Sturm  im  ersten  Abschnitt  der  vorliegen- 
den Abhandlung  einen  Beweis,  welcher  nichts  anderes  voraus- 
setzt, als  die  Chasles'sche  Erzeugung  der  Curve  durch  Strabl- 
und  KegelschnittbUschel.  Der  zweite  Abschnitt  ergänzt  den 
Salmon'schen  Beweis  für  die  Constanz  des  Doppelverhältnissee 
der  vier  von  einem  Punkte  der  Curve  ausgehenden  Tangenten 
dahin,  dass  die  Constanz  des  Doppelverhältnisses  auch  fUr  solche 
zwei  Punkte  nachgewiesen  wird,  welche  auf  verschiedenen  Zttgen 
der  Curve  liegen. 

Im  dritten  und  vierten  Kapitel  werden  geometrische  Betrach- 
tungen angestellt,  welche  zu  einfacheren  paturgemässen  Beweisen 
von  grdsstentheils  bekannten  Sätzen  führen,  die  sich  auf  die 
Realität  der  Wendepunkte,  Beziehung  zwischen  Bertthrungspankt 
und  Tangentialpunkt,  Realität  der  Tangenten  etc.  beziehen.  Da- 
bei werden  auch  die  Fälle  berflcksichtigt»  dass  die  Curve  einen 
isolirten  Doppelpunkt,  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  oder  einen 
Rückkehrpunkt  besitzt.  Seht 


A.  MiLiNOwsKi.      Zur    Polarentheorie    der  Curven  und 
Flächen  dritter  Ordnung.    Borchardt  J.  ixc.  136-I5i. 

In  dem  Aufsatz  des  Herrn  R.  Sturm:  „Zur  Theorie  der 
Flächen  dritter  Ordnung  (Borchardt  J.  LXXXVIII.  213-241  cfr. 
F.  d.  M.  XI.  447)  hat  Herr  Sturm  eine  rein  geometrische  Polaren- 
theorie für  diese  Flächen  im  Anschluss  an  frühere  Arbeiten  von 
Herrn  Milinowski  entwickelt.  Da  sich  aber  diese  Theorie  ohoe 
Weiteres  auf  ebene  Curven  übertragen  lässt,  und  da  andererseits 
die  von  Herrn  Cremona  angestellten  Untersuchungen  nicht  reio 
geometrisch  geftlhrt  sind,  so  hat  der  Herr  Verfasser  hier  ciM 
rein  geometrische  Theorie  der  Polaren  der  ebenen  Curven  dritter 
Ordnung  ausgearbeitet,   welche  sich  einfach  auf  Flächen  dritter 
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OrdnoDg  übertragen  lässt.  Den  Ausgangspunkt  bilden  folgende 
S&tie:  ^AUe  Punkte,  welche  durch  eine  üurve  dritter  Ordnung 
TOD  einem  festen  Punkte  P  harmonisch  getrennt  werden,  liegen 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  P*,  welche  die  harmonische  Polar- 
canre  von  P  heisst  (cfr.  Heye,  Geometrie  der  Lage,  U.  2^  Aufl. 
S.  203).** 

gSind  vier  Punkte  a,  /},  /,  P  auf  einer  Geraden  gegeben,  so 
g:iebt  es  auf  derselben  ein  und  nur  ein  Tripel  a^  /?,  y  der  Art,  dass 
je  swei  der  letzteren  durch  P  und  je  einen  der  Punkte  er,,  /?,,  ^i 
harmonisch  getrennt  sind.^ 

^Sind  P*  und  Q*  die  harmonischen  Polarcurven  von  P  und  Q 
in  Besug  auf  C*,  so  geht  die  harmonische  Polarcunre  eines  jeden 
ihrer  Durchschnittspunkte  durch  P  und  durch  Q.^ 

„Ist  P  ein  Punkt  von  C,  so  ist  die  harmonische  Polarcurve 
aufgelöst  in  die  Tangente  p  durch  P  und  einen  Kegelschnitt  P', 
welcher  C*  in'P  berührt" 

„Sind  A^B^C  die  Schnittpunkte  einer  Geraden j>  mit  C,  und 
i',  £\  C^  ihre  harmonischen  Polarcurven ,  welche  bezüglich  in 
die  drei  Tangenten  in  Ä^B^C  und  in  die  Kegelschnitte  A\B*^  C 
zerfallen,  so  gehen  diese  drei  Kegelschnitte  durch  vier  Punkte 
F.P^jP^^P^  und  diese  vier  Punkte  heissen  die  vier  Pole  vonp, 
p  dagegen  heisst  die  zweite  oder  gerade  Polare  eines  jeden 
der  vier  Punkte  P." 

Da  femer  C  und  P*  drei  Punkte  einer  Geraden  gemein 
haben,  so  müssen  nach  einem  bekannten  Satze  ihre  sechs  anderen 
Schnittpunkte  auf  einem  Kegelschnitt  liegen.  Dieser  wird  definirt 
ab  die  erste  oder  conische  Polare  des  Punktes  P.  Hiermit  sind 
die  geometrischen  Elemente  festgestellt,  auf  denen  sich  nun  die 
weitere  Theorie  der  Polaren  aufbaut 

Die  Grundlage  für  die  Polartheorie  der  Flächen  wird  folgender- 
massen  gewonnen. 

Es  seien  A^B^C die  Schnittpunkte  einer  Geraden p  mit  der  Fläche 
P\  ihre  drei  harmonischen  Polarflächen  zerfallen  in  die  drei  Tan- 
gentialebenen a,  &,  c  und  die  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  J*,  £',  C, 
welche,  wie  bewiesen  wird,  einem  Büschel  angehören.  Legt 
man  durch  A  eine  zweite  Gerade  /,  welche  F'  noch  in  fb  und  @ 

FortMhr.  <L  Math.  XU.  2.  31 
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schneidet,  so  sind  die  harmonischen  Polarflächen  von  Sß  und  6 
aufgelöst  in  die  Tangentialebenen  b  und  c,  und  die  Kegelschnitte 
93*^  (S*,  und  auch  die  drei  Kegelschnitte  A^^  93',  @*  gehören  einem 
Bttschel  an.  Die  Grundcurven  der  Büschel  Ä%  B\  C  und  A\  »•,  6* 
sind  zwei  Raumcurven  vierter  Ordnung  q^  und  q\  auf  A*,  welche 
sich  in  acht  Punkten  P  schneiden,  die  harmonische  Polarfläche 
eines  dieser  acht  Punkte  P  geht  durch  die  fbnf  Punkte  A^B^  C,  S,^, 
und  es  lässt  sich  weiter  zeigen,  dass  sie  durch  den  DurchscbnitI 
der  Ebene  py  oder  n  mit  der  Fläche  F'  geht.  Die  Ebene  fr 
heisst  die  Polarebene  von  P,  die  Curve  q^  heisst  die  erste  Polare 
von  p.  Die  Flächen  P*  und  F^  müssen  ausser  der  ebenen  Carve  in  n 
noch  eine  Raumcurve  6^  Grades  gemein  haben,  durch  welche  noch 
eine  Fläche  2^"  Grades  P*  geht,  welche  die  erste  Polarfläcbe  von 
jedem  der  acht  Punkte  heisst.  Auf  dieser  Grundlage  werden  nun 
die  weiteren  Polareigenschaften  entwickelt  A. 


R.  Heger.     Eine  Construction  von  Curven  dritter  Ord- 
nung aus  conjugirten  Punkten.  SchiSmiichZ.  xxv.  loo-ioa. 

Wenn  zwei  Strahlbüschel  zwei -zweideutig  auf  einander  be- 
zogen sind,  so  bilden  die  Schnittpunkte  von  je  zwei  einander 
entsprechenden  Strahlen  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  in 
den  Scheiteln  der  beiden  Strahlbüschel  Doppelpunkte  besitzt 
Entspricht  die  Verbindungslinie  dieser  Scheitel  sich  selbst,  so 
zerfällt  die  Curve  vierter  Ordnung  in  diese  Verbindungslinie  und 
und  eine  Curve  dritter  Ordnung.  Die  beiden  einander  ent- 
sprechenden  Strahlenpaare,  zu  welchen  die  Verbindungslinie  ge- 
hört, enthalten  dann  ausserdem  noch  die  beiden  Tangenten  der 
Curve  dritter  Ordnung,  und  da  ihr  Schnittpunkt  auf  der  Curve 
liegt,  so  haben  die  Strahlbüschel -Scheitel  J,  und  A^  einen  und 
denselben  Tangentialpunkt  ii,.  Hierauf  gründet  der  Verfasser 
eine  lineare  Construction  der  Curve  dritter  Ordnung,  wenn  fUr 
dieselbe  fbnf  beliebige  Punkte  und  die  beiden  Berührungspunkte 
zweier  Tangenten  gegeben  sind,  die  von  einem  dieser  f)lnf  Punkte 
ausgehen. 

Ebenso  leitet  der  Verfasser  dann  noch  aus  der  Construction 
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der  entsprecbeDden  Strahlen  zweier  zwei-zweideutig  bezogener 
Strahlbüschel  in  allgemeiner  Lage  die  Construction  einer  Curve 
yierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  ab,  wenn  für  dieselbe 
die  beiden  Doppelpunkte,  vier  beliebige  Punkte  und  noch  vier 
solche  Punkte  gegeben  sind,  die  mit  den  beiden  Doppelpunkten 
nsammen  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  bilden. 

Seht. 


Em.  Weyr.     üeber  Projecti vi  täten  und  Involutionen  auf 
ebenen  rationalen  Curven  dritter  Ordnung.  Wien.  Ber.  1880. 

Jeder  von  den  co'  Kegelschnitten,  welcher  die  drei  Wende- 
tangenten Jj,  J,,  J,  einer  Plaucurve  CJ  dritter  Ordnung,  vierten 
Banges  und  eine  willkürlich  angenommene  Gerade  Ä  berührt, 
hat,  da  jede  der  Wendetangenten  doppelt  zählt,  noch  8  — 3.2  =  2 
Tangenten  mit  der  CJ  gemeinsam.  Der  Geraden  A  werden  so 
co'  Tangentenpaare  oder  eine  quadratische  Tangenteninvolution 
zogeordnet  Die  auf  diese  Weise  den  sämmtlichen  oo'  Gera- 
den der  Ebene  eindeutig  zugeordneten  quadratischen  Tangenten- 
Involutionen  unterwirft  Herr  Weyr  hier  einer  eingehenden  Unter- 
suchung. Namentlich  werden  auch  die  oc*  die  Cl  dreifach  be- 
rührenden Kegelschnitte  behandelt.  Herr  Weyr  hatte  nämlich 
schon  im  Jahre  1879  in  den  Wien.  Ber.  LXXX.  (siehe  F.  d.  M. 
XI.  1879.  p.  514)  nachgewiesen,  wie  jede  auf  einer  C,  gegebene 
quadratische  Involution  einen  dreifach  berührenden  Kegelschnitt 
eindeutig  bestimmt,  und  wie  umgekehrt  jeder  solcher  Kegelschnitt 
eine  einzige  quadratische  Involution  der  Punkte  und  also  auch 
der  Tangenten  der  CJ  hervorruft.  Deshalb  gewinnt  Herr  Weyr 
hier  eine  ein-eindeutige  Zuordnung  der  oo'  Geraden  A  der 
Ebene  mit  den  oo'  eine  CJ  dreifach  berührenden  Kegelschnitten. 
Wird  die  Gerade  A  die  die  drei  Wendepunkte  enthaltende  Gerade, 
so  ist  die  ihr  zugeordnete  Involution  die  der  coigugirten  Punkte, 
d.  h.  das  System  der  Punktepaare,  deren  Tangentenpaare 
sich  auf  der  Curve  schneiden.  Unter  den  vielen  Besultaten, 
welche  sich  dem  Verfasser  mit  Leichtigkeit  ergeben,  heben  wir 
den  Satz  hervor,  dass  die  beiden  Kegelschnitte,  welche  durch 
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den  Doppelpunkt  gehen,  die  drei  Wendetangenten  and  den  W< 
punktstrahl  berühren,  im  Doppelpunkte  auch  die  beiden 
punkttangenten  berühren. 

Mit  Benutzung  analytischer  Hülfsmittel  werden  die  im 
volutionen  betrachtet,  welche  als  Doppelelemeote  zwei 
besitzen,  deren  Tangenten  durch  Wendepunkte  gehen, 
kommt  der  Verfasser  nur  auf  analytischem  Wege  den  drei 
lutionen  bei,  deren  Involutionscurven  die  sechspunktig-b^ 
den  Kegelschnitte  sind. 

Unter  den  auf  der  Cl  auftretenden  Projectivitäten 
besonders  diejenigen  studirt,  für  welche  die  Naohbarponkte 
Doppelpunktes  Doppelelemente  sind.  Nach  einigen  Sätzen  fil 
cubische  Punkt-Involutionen  der  C\  wendet  sich  Herr  W< 
schliesslich  zu  den  Punktgruppen,  welche  einen  gemeinsehi 
^ten  Tangentialpunkt  besitzen,  und  beleuchtet  dadurch  von  m 
die  Frage  nach  den  der  Cl  gleichzeitig  ein-  und  ambeschrii 
nen  einfachen  Polygonen.  (Cfr.  Duröge,  Ueber  foi 
Tangentenziehen  u.  s.  w.  in  den  Prag.  Ber.  1869,  8.  F.  d.  IL 
1870.  p.  507).  Seht 

Em.   Weyr.      üeber    Involutionen    bei    Curven    dril 

Grades.    Gasopis  IX.  145.  (Böhmlsoh.) 

Enthält  die  Ableitung  der  Bedingungen,  wann  ein  K( 
schnitt  in  Bezug  auf  eine  Curve  dritten  Grades  als  Involuti< 
Kegelschnitt  auftritt,  was  durch  Einführung  des  eindeul 
Parameters  u  und  entsprechende  Vereinfachung  der 
gleichung  sehr  einfach  effectuirt  wird.  Std. 


t 


C.  Lb  Paige.     Ueber  eine  Belation    zwischen  den 
gulären  Elementen  cubischer  Involutionen.     Wien. 

LXXXI. 

Em.  Weyr.  Bemerkung  über  Herrn  C.  Le  Paige's  k\ 
handlang :  ^lieber  eine  Relation  zwischen  den  singi 
lären    Elementen    cubischer  Involutionen.^     Wien.  B^ 

LXXXI. 
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EntsprecheD  in  einer  einstufigen  Mannigfaltigkeit  nullten  Ge- 
schlechtes jedem  Elemente  zwei  Elemente,  so  wird  dadurch  eine 
Verwandtschaft  festgestellt,  welche  unter  dem  Namen  „cubische 
bvolution^  von  Herrn  Weyr  in  den  Prag.  Ber.  1874  (s.  F.  d.  M. 
VII.  1875.  p.  364)  ausführlich  behandelt  ist  Aus  dem  Correspon- 
denzprincip  ergiebt  sich,  dass  jede  cubische  Involution  vier  Doppel- 
elemente  besitzen  muss.  Das  Element,  dem  ein  Doppelelement 
entspricht,  heisst  Verzweigungselement.  Zwischen  den  vier 
Doppelelementen  und  den  vier  Verzweigungselementen  besteht 
eine  Relation,  welche  Herr  Weyr  in  den  Wien.  Ber.  von  1876 
abgeleitet  hat  Mit  Hinweis  auf  diese  Relation  beweist  nun  Herr 
Le  Paige  in  der  ersten  der  vorliegenden  Abhandlungen  auf  alge- 
braischem Wege  den  Satz,  dass  bei  zwei  cubischen  Involutionen 
mit  gemeinschaftlichen  vier  Doppelelementen,  die  zweimal  vier 
Verzweigungselemente  und  die  Doppelelemente  selbst  drei  Qua- 
drupel einer  biquadratischen  Involution  bilden. 

Die  Anwendungen,  welche  Herr  Weyr  von  diesem  Satze  des 
Herrn  Le  Paige  in  der  zweiten  Abhandlung  macht,  gehen  davon 
aus,  dass  die  vier  Doppelelemente  einer  cubischen  Involution 
nigleich  Doppelelemente  einer  ganz  bestimmten  zweiten  cubischen 
Involution  sind,  so  dass  in  dieser  Weise  jeder  cubischen  Invo- 
lation  eine  zweite  beigeordnet  ist.  Namentlich  betrachtet  Herr 
Weyr  die  beigeordneten  Involutionen,  welche  zwischen  den 
Ponkten  eines  Kegelschnitts  und  den  Punkten  einer  Plancurve  C^ 
vierter  Ordnung  dritten  Ranges  festgestellt  werden  können.  Auf 
einer  C\  entstehen  zwei  beigeordnete  cubische  Involutionen  da- 
durch, dass  man  die  beiden  einfachen  Schnittpunkte  «'  und  «" 
der  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  s  aufsucht  und  alle  mög- 
iidien  Pnnkttripel  bestimmt,  welche  der  C\  angehören  und  mit  j', 
resp.  /'  in  gerader  Linie  liegen.  Die  beiden  so  erzeugten  ein- 
stufigen Systeme  von  Punkttripeln  sind  beigeordnete  cubische 
Involutionen,  und  ihre  vier  gemeinsamen  Doppelpunkte  fallen  in 
den  Punkt  s  und  in  die  drei  Rttckkehrpunkte. 

Seht 
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Em.  Weyr.     üeber  biquadratische  Involutionen  zweit 
Stufe  und  ihre  typischen  Curven.    Wien.  Her.  lxxxl 

Ate  der  Träger  der  hier  betrachteten  Punktsysteme  wird 
Conre  vierter  Ordnung  C^  mit  drei  Doppelpunkten  und  ein 
ihr  in  eindeutiger  Beziehung  stehender  Kegelschnitt  K  zu  6i 
gelegt.  Diese  Abbildung  kann  in  bekannter  Weise  durch 
geometrische  Verwandtschaft  zweiten  Grades  ausgeftahrt 

Sechs  quadratische  Fundamentalinvolutionen  auf  C^ 
sich:   1)  durch  die  Punktepaare,  deren  Verbindungslinien  di 
je  einen  Doppelpunkt  gehen.    2)  durch  die  benachbarten 
eines  Doppelpunktes  als  Ordnungselememente.' 

Die  drei  ersten  Involutionen  heissen  central,  die 
nicht  central.  Vier  Punkte  von  Q,  welche  in  einer 
liegen,  bilden  eine  gerade  Punktgruppe.  Alle  geraden 
gruppen  bilden  eine  Involution  vierten  Grades  zweiter  Stufe. 
Abbildung  eines  solchen  Quadrupels  auf  dem  Eegelsehnitt  K 
giebt  vier  Punkte,  welche  mit  drei  festen  ausserhalb  K  lii 
den  Punkten  0^^  O^j  0,  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte 
Die  Berührungspunkte  einer  Doppeltangente  bilden  ein 
res  Quadrupel,  fbr  welches  man  folgenden  Satz  bat:  „L^ 
aus  den  drei  Doppelpunkten  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnoiig 
die  drei  Tangentenpaare  an  die  Curve  und  lässt  man  die  B^ 
rflhrungspnnkte  eines  jeden  Paares  einander  projectivisch  est- 
sprechen,  so  erhält  man  vier  projectivische  Punktsysteme  auf  do 
Curve.  Die  Berührungspunkte  jeder  der  vier  Doppdtangentei 
sind  die  Doppelpunkte  einer  jener  vier  projectivis<^en  Ponkt^ 
Systeme.^ 

„Die  Osculationspunkte  der  sechs  durch  0,,  0„  O,  gebend« 
und  K  osculirenden  Kegelschnitte  sind  die  Bilder  der  seehi 
Wendepunkte  von  C^." 

Fflr  die  Berührungspunkte  der  vier  Doppeltangenten  J  oii 
der  sechs  Wendetangenten  T  findet  sich  der  Satz: 

„Die  Berührungselemente  irgend  zweier  von  den  zehn  Gera 
den  J^  J  (wenn  der  Berührungspunkt  von  J  als  ein  Paar,  de 
von  J  als  ein  Doppelelement  einer  Involution  aufgefasst  wird 
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bestimmen  eine  quadratische  Panktinvolntion ;  die  ttbrigen  acht 
Garaden  und  die  Tangenten  in  irgend  zwei  Punkten  eines  Paares 
der  Involution  sind  zehn  Tangenten  einer  Curve  dritter  Classe.^ 
Die  Zahl  dieser  quadratischen  Involutionen  ist  45. 

Allgemeine  quadratische  Involutionen  auf  C^  werden  durch 
an  Kegelschnittbtischel  ausgeschnitten,  dessen  Grundpunkte  die 
drei  Doppelpunkte  und  ein  beliebiger  nicht  auf  C^  liegender 
Pnnkt  sind.  Ein  beliebiges  Punktpaar  m^  x'  auf  C^  bestimmt  ein 
swdtes  Punktepaar  |,  ^,  das  mit  dem  ersten  auf  einer  Geraden 
^^  ^1  ?  heisst  das  x,  oi  begleitende  Punktepaar.  Eine  qua- 
dratische Involution  wird  von  einem  symmetrischen  Punktsystem 
begleitet  Jedes  symmetrische  Punktsystem  zweiten  Grades  auf 
C^,  welchem  auch  die  benachbarten  Punkte  der  Doppelpunkte 
ids  Paare  angehören,  begleitet  eine  quadratische  Involution. 

Halbfundamentale  Punktinvolutionen  auf  C^  sind  solche,  ftir 
welche  die  Nachbarpunkte  eines  Doppelpunktes  ein  Paar  bilden. 
Es  giebt  daher  drei  Systeme  solcher  halbfnndamentaler  Involu- 
tionen. Jede  halbfundamentale  Involution  wird  von  einer  zweiten 
Involution  desselben  Systems  begleitet.  Die  Involutionscurven 
dieser  Punktinvolutionen  auf  C^  sind  Kegelschnitte,  welche  C^ 
Tierfaeh  berühren.  W.  St. 


Em.  Weyr.    üeber  vollständig  eingeschriebene  Vielseite. 

Wien.  Ber.  LXXXI. 

Es  werden  hier  sogenannte  Involutionscurven  betrachtet, 
welche  der  Ort  der  Schnittpunkte  solcher  Tangentengruppen  eines 
Kegelschnittes  sind,  welche  eine  Involution  n^  Grades  auf  ihm 
bilden.  Die  Curve  ist  von  der  (n—l)^°  Ordnung,  aber  nicht  all- 
gemeiner Natur.  Es  ergeben  sich  folgende  Sätze:  „Soll  eine 
Cmve  (fi  —  1)**'  Ordnung  Involutionscurve  bezüglich  eines  ge- 
gebenen Kegelschnittes  sein,  so  zählt  dies  ftir   -^ ^-^ ^ 

die  Curve  beschränkende  Bedingungen.^    Da  nun 

(„-,)(n+2)_(n-l)(«-2)^^^^_^^^ 
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80  folgt:  „Eine  Involution  n^""  Grades  ist  bestimmt  durch  2(ii— 1) 
Elementenpaare.^  Die  Bestimmung  ist  nicht  eindeutig,  sobald 
n>2.  Eine  Involutionscurve  (n — !)*•'  Ordnung  ist  (nicht  ein- 
deutig) durch  2(ft — 1)+5  Bedingungen  bestimmt.  Dabei  ist  zu 
bemerken,  dass  der  Trägerkegelschnitt  als  mitgegeben  erscheint 
Für  n  —  1  =  4  folgt :  Unter  den  Curven  vierter  Ordnung,  welche 
dreizehn  gegebenen  Bedingungen  genügen,  giebt  es  nur  eine 
bestimmte  Anzahl,  welche  Involutionscurven  sind.  Einer  Curve 
vierter  Ordnung  Iftsst  sich  im  Allgemeinen  kein  vollständiges 
Fünfseit  einschreiben;  giebt  es  jedoch  ein  solches,  so  giebt  es 
unendlich  viele,  welche  alle  einem  und  demselben  Kegelschnitt 
umschrieben  sind. 

Wenn  eine  Curve  C^  einen  Doppelpunkt  von  der  Beschaffen- 
heit besitzt,  dass  seine  Tangenten  mit  den  nach  den  Berührungs- 
punkten einer  Doppeltangente  gehenden  Strahlen  ein  harmonisches 
Büschel  bilden,  dann  ist  C^  eine  Involutionscurve. 

W.  St 


S.  Kantor.     Ueber  gewisse  Curvenbüschei  dritter  und 
vierter  Ordnung.   Wien.  Ber.  LXXix. 

Der  Verfasser  unterwirft  diejenigen  Curvenbflschel  dritter 
und  vierter  Ordnung  rein  synthetischen  Betrachtungen,  bei 
welchen  einer  oder  mehrere  von  den  Basispunkten  fbr  sämmt- 
liche  Curven  des  Büschels  Inflexions-,  bezüglich  Undulations- 
punkte  sind. 

Die  Basispunkte  dieser  speciellen  Curvenbüschei  gruppir^ 
sich  in  bestimmter  Weise  auf  Geraden  und  Kegelschnitten  bez. 
auf  Geraden^  Kegelschnitten  und  Curven  dritter  Ordnung.  Es 
wird  einerseits  gezeigt,  wie  man  diese  Gruppirungen  construetiv 
herstellt,  andererseits  erschliesst  der  Verfasser,  wesentlich  mit 
Hülfe  dieser  Lagenverhältnisse  der  Basispunkte,  mehrere  inter- 
essante auf  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  bezügliche  Sfttxe. 
Von  diesen  seien  die  folgenden  als  Beispiele  angeftlhrt: 

„Sind  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Scheitel  eines 
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BOsehels  von  Curven  dritter  Ordnung  für  alle  Curven  Inflexions- 
punkte,  8o  besitzen  gleich  alle  Scheitel  des  Büschels  diese  Eigen- 
schaft und  das  Btlschel  ist  ein  sycigetisches.^ 

„Sind  für  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung  drei 
Scheitel  gemeinsame  Undulationspunkte ,  so  hat  stets  ein  vierter 
Scheitel  dieselbe  Eigenschaft.^ 

„Die  sechzehn  Inflexionspunkte,  welche  jede  Bttschelcurve 
aosser  den  vier  Undulationspunkten  hat,  bilden  auf  ihr  die  Basis 
eines  Cnrvenbüschels  vierter  Ordnung.^ 

Den  Schluss  der  Note  bilden  einige  ohne  Beweis  angegebene 
Sitze  ähnlichen  Charakters.  Hz. 


C.  Andreep.      üeber  die   Constructiou   der   Polaren    in 
Bezug  auf  die  geometrischen  ebenen  Curven. 

Chark.  Nachr.  1880. 

Der  Verfasser  behandelt  in  diesem  Aufsatze  verschiedene 
Aufgaben  aus  der  Polarentheorie  im  Zusammenhange  mit  der 
Coostruction  der  durch  eine  genügende  Anzahl  von  Punkten  ge- 
gebenen Curve.  Unter  anderem  wird  bewiesen,  dass,  wenn  eine 
Cnrve  n^  Ordnung  durch  eine  genügende  Anzahl  von  Punkten 
gegeben  ist,  die  Bestimmung  der  (n—1)^  Polare  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  diese  Curve  sich  mittels  ganz  bestimmter  Con- 
stmctionen,  mit  Hülfe  des  Lineals  allein,  durchführen  lässt.  Von 
diesem  Satze  werden  Anwendungen  auf  die  Construction  der  Curve 
selbst  gemacht.  P. 


C.  Dewülp.     Correspondance.   Nouv.  Ann.  (2)  xix.  428-429. 

Der  Brief  giebt  eine  von  der  gewöhnlichen  abweichende 
Methode  zur  Construction  einer  Tangente  an  ein  Descartes*sches 
Oyal  0. 


j 
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B.    Bäamliche  Gebilde. 

F.  AscHiKRi.     Sulle  forme  coUineari  e   reciproche  nelF 
ordinaria  geometria«    Mem.  di  Bologna  (4)  l.  145-151. 

Die  Definition  der  coUinearen  und  reoiproken  Benehnng  von 
Grundgebilden  der  zweiten  und  dritten  Stufe  wird  hier  in  etwas 
anderer  Weise»  als  sonst  üblich  ist,  aufgestellt  im  Anschlüsse  tn 
die  von  Cremona  gegebene  Definition  der  projectivischen  Be- 
ziehung von  Grundgebilden  der  ersten  Stufe.  Hiemach  sind 
zwei  Gebilde  erster  Stufe  als  projectivisch  zu  bezeichnen«  wenn 
ihre  entsprechenden  Elemente  durch  eine  endliche  Zahl  von  Ope- 
rationen, d.  h.  Projectionen  und  Schnitten  auf  einander  gebracht 
werden  können. 

Der  Verfasser  definirt  demgemäss:  „Zwei  Grundgebilde 
zweiter  Stufe  heissen  collinear,  wenn  das  eine  auf  das  andere, 
Element  für  Element,  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Projec- 
tionen aus  einem  Centrum  und  Schnitten  mit  einer  Ebene  ge* 
fhhrt  werden  kann.^  Und  weiter:  „Zwei  Grundgebilde  zweiter 
Stufe  heissen  reciprok,  wenn  das  eine  auf  das  andere,  Element 
für  Element,  gebracht  werden  kann  durch  ein  Polarsystem  in 
Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  und  eine  endliche  Anzahl  der 
ebengenannten  Operationen. " 

Es  wird  in  der  That  folgender  Satz  bewiesen:  „Durch  eine 
endliche  Zahl  von  Operationen  kann  man  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Weisen  von  jeder  Ek^ke  eines  Viereckes  (Q)  oder 
Seite  eines  Vierkantes  (q)  zu  der  entsprechenden  und  bestimmten 
Ecke  eines  andern  Viereckes  (Q*)  oder  Seite  eines  Vierkantes  (fO 
gelangen.^  Damit  ist  gezeigt,  dass  die  CoUineation  zweier 
Grundgebilde  zweiter  Stufe  stets  herstellbar  ist,  sobald  man 
vier  Paare  entsprechender  Elemente  kennt.  Ohne  die  Sfttxe 
über  harmonische  Elemente  scheint  es  dem  Referenten  aber 
weder  bei  der  projectivischen  Beziehung  von  Grundgebilden 
erster  Stufe  noch  bei  der  coUinearen  derjenigen  zweiter  Stufe 
möglich,  die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  nachzuweisen,  warn 


Gapitel  5.    Neuere  ejothetische  Geometrie.  491 

drei,  resp.  vier  Paare  eDtsprecbender  Elemente  gegeben  sind.  Zu- 
dem setzt  die  Definition  der  reciproken  Beziehung  die  Kenntnis 
der  Polarentheorie  voraus,  welche  doch  sonst  erst  als  specieller 
Fall  der  ersten  aufgefasst  wird,  hier  aber  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  vorher  entwickelt  werden  muss.  Die  gegebenen 
Defimtionen  sind  deshalb  wohl  nicht  einfacher,  als  die  bekannten, 
jedoch  als  Unterrichtsmittel  von  Wcrth. 

Nachdem  weiter  die  räumliche  Perspective  oder  Projection 
akVM  worden  ist,  gie^t  der  Verfasser  f&r  die  Beziehungen  der 
Grondgebilde  dritter  Stufe  folgende  Definitionen. 

^Zwei  Grundgebilde  dritter  Stufe  heissen  coUinear,  wenn 
das  eine  auf  das  andere,  Element  für  Element^  durch  eine  end- 
liehe Zahl  von  räumlichen  Projectionen  ttbergeftihrt  werden  kann.^ 

Und  femer:  „Zwei  Gebilde  dritter  Stufe  heissen  reciprok, 
wenn  das  eine  auf  das  andere,  Element  für  Element,  durch  ein 
Polarsystem  und  eine  endliche  Zahl  von  räumlichen  Projectionen 
fibergeftlhrt  werden  kann.^ 

Diese  Definitionen  werden  auf  Grund  des  vorher  bewiesenen 
Satzes  aufgestellt:  „Durch  eine  endliche  Zahl  von  Baumprojectionen 
kann  man  auf  unendlich  verschiedene  Weisen  aus  fttnf  Punkten 
Aj  B,  C,  D,  E  oder  fünf  Ebenen  a,  ß,  y^  d,  6  der  Reihe  nach  zu  fanf 
aDderen  analogen  Punkten  A\  F,  (7,  /y,  Ff  oder  fünf  analogen 
Ebenen  a',  /?,  /,  d',  «'  gelangen. "  W.  St. 


P.  E.  Nbumatr.  üeber  die  Begründung  der  projectiven 
Beziehung  der  reellen  Elemente  zweier  Grundgebilde 
erster  Stufe  in  der  reinen  Geometrie  und  die  Ein- 
führung der  Zahlen  in  die  reine  Geometrie. 

Innsbr.  Ber.  IX. 

In  den  letzten  Jahren  sind  gegen  die  Form,  in  welcher 
y.  Staudt  das  grundlegende  Capitel  der  reinen  Geometrie  behan- 
delt hat,  Bedenken  geäussert.  Diese  Bedenken  veranlassten  den 
Verfasser  zu  der  vorliegenden  Arbeit  Es  sind  darin  die  Winke, 
welche  Klein,  Lflroth^  Zeuthen  und  andere  in  dieser  Richtung 
gegeben  haben,  berücksichtigt.    Bemerkt  mag  hier  werden,  dass 
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der  Verfasser  die  Stetigkeit  eines  Stückes  einer  (geraden  durch 
das  folgende  Axiom  definirt  „Zerfallen  alle  Punkte  eines  Stflckee 
einer  Geraden  in  zwei  Classen  von  der  Art,  dass  jede  Classe 
für  sieb  wieder  ein  Stück  derselben  Geraden  ist,  so  existirt  immer 
ein  und  nur  ein  Punkt,  der  diese  Eintheilung  der  Punkte  in  zwei 
Classen  hervorbringt^  Die  sich  hieran  anschliessende  Definition 
der  Grenzpunkte  einer  Punktreibe  (cfr.  Klein,  Clebscb  Ann.  YII. 
536,  s.  F.  d.  M.  VII.  1875.  p.  310)  bereitet  dann  die  auf  die  har- 
monische Lage  Bezug  nehmende  Definition  der  projectiven  Ver- 
wandtschaft vor. 

Der  zweite  Theil  der  Abhandlung  untersucht  die  Grundlage 
für  die  Anwendung  der  reinen  Mathematik  auf  geometrische 
Probleme.  Der  Verfasser  betont,  dass  der  Begriff  der  Grösse 
kein  der  allgemeinen  Arithmetik  wesentlich  angehöriger  B^riff 
ist,  dass  es  vor  Staudt  nicht  gelungen  sei,  ein  reales  Substrat 
der  Zahlenlehre  zu  finden,  welches  nicht  den  Begriff  der  Grösse 
mit  sich  brächte,  dass  aber  das  von  Staudt  erfundene  Beebnen 
mit  Würfen  dies  leiste.  Es  wird,  dann  das  Rechnen  mit  Wflrfen 
ausführlich  erörtert  .  Seht 


6.  KiLBiNGBR.     Problem  der  homologen  Kreise  in  col- 
liuearen  Bäumen.    Dias.  Strassbnrg. 

Bekanntlich  lassen  sich  zwei  collineare  Räume  im  Allge- 
meinen nicht  in  perspectivische  Lage  bringen.  £s  giebt  in 
coUinearen  Räumen  stets  zwei  einander  entsprechende  unend- 
lich ferne  Gerade,  für  welche  folgender  Satz  bewiesen  wird. 
„Die  Räume  2  und  2,  lassen  sich  nur  dann  und  zwar  auf  zwei- 
fache Weise  in  perspectivische  Lage  bringen,  wenn  die  beiden 
homologen  unendlich  fernen  Punktreihen  derselben  projectivisch 
gleich  sind.^ 

Es  wird  dann  die  Frage  erörtert,  welche  Lage  haben  die 
Kreise  in  2,  denen  in  S^  wiederum  Kreise  entsprechen,  und 
es  ergeben  sich  folgende  Resultate:  „Sind  zwei  collineare 
Räume  2  und  2,  nicht  affin  und  lassen  sie  sich  nicht  in 
perspectivische    Lage   bringen,  so  geben  durch  jeden  Punkt  P 


Gapitel  5.    Neuere  synthetische  Geometrie.  493 

des  Raumes  S  doppelt  unendlich  viele  Kreise,  denen  wieder 
Kreise  in  ^,  entsprechen.  In  einem  ebenen  Systeme  E  in  S^ 
wekhes  zu  dem  homologen  E^  in  S^  nicht  affin  ist,  geht 
doroh  jeden  Punkt  ein  und  nur  ein  Kreis,  dem  ein  solcher  in 
^  entspricht;  dagegen  enthalten  zwei  homologe  affine  ebene 
Systeme  Ton  Jund^^  keine  entsprechenden  Kreise.  Jene  Kreise 
io  £  bilden  einen  KreisbUschel;  dessen  Potenzaze  in  der  Gegen- 
ebene Ton  S  liegt;  sie  haben  keinen  reellen  Punkt  mit  einander 
gemein,  und  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  einer  Geraden  tti,  welche 
auf  der  Oegenaxe  von  £  senkrecht  steht  Jeder  solcher  Kreis 
Ton  S  wird  von  unendlich  vielen  analogen  Kreisen  in  Punkt- 
paaren geschnitten.  Die  Ebenen  dieser  Kreise  in  S  schneiden 
die  Gegenebenen  von  JS  in  parallelen  Geraden.  Die  Ebene  £ 
enüiftlt  zwei  Punktkreise,  denen  solche  in  E^  entsprechen.  Diese 
Panktkreise  sind  die  resp.  Mittelpunkte  der  beiden  homologen 
projectivisch  gleichen  Strahlenbüschelpaare  von  £  und  £,.  Jeder 
Ponkt  von  Sj  der  ausserhalb  der  Gegenebene  von  2  liegt,  ist 
Mittelpunkt  von  zwei  und  nur  zwei  Strahlenbttscheln,  denen  in  2, 
projectiviach  gleiche  Strahlenbttschel  entsprechen.'' 

.„Zwei  collineare  nicht  affine  Bäume  können  dann  und  nur 
dann  in  perspectivisohe  Lage  gebracht  werden ,  wenn  in  ihnen 
homologe  Kugelflächen  existiren.^ 

Lassen  sich  die  Räume  2  und  2,  in  perspectivisohe  Lage  brin- 
gen, so  ergiebt  sich  hinsichtlich  der  Lage  homologer  Kreise  folgen- 
des: ^  Jedem  Kreise  des  Raumes  2,  dessen  Ebene  zu  der  Gegen- 
ebene von  2^  parallel  läuft,  entspricht  ein  Kreis  in  2^.  Durch 
jeden  Punkt  P  von  2  können  im  Allgemeinen  zwei  Ebenen  gelegt 
werden,  so  dass  £  ein  Punktkreis  desselben  wird.  In  2  ist  ein 
KngelbÜBchel  K  vorhanden ,  dem  wieder  ein  Kugelbüschel  IT,  in 
2^  entspricht;  auf  ihnen  liegen  die  sämmtlichen  nicht  affinen 
homologen  Kreise  der  beiden  Räume ;  zwei  der  Kugeln  reduciren 
sieh  auf  einen  Punkt '^ 

Zum  Schlüsse  werden  die  analogen  Sätze  für  affine  Systeme 
aufgestellt.  W.  St. 
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P.  H.  ScHOüTE.     Over  het  projecteeren  op  opperrlakkc 

Nieuw  Arch.  VI.  19-48. 

Die  Frage  nach  der  Zahl  der  Normalen  einer  algebnii 
Curye  und  einer  algebraischen  Oberfläche ,  welche  dtircb 
gegebenen  Punkt   gehen,   wird   hier  nochmals  auaftlhrlich 
handelt. 

Zunächst  wird  eine  geschichtliche  Uebersicht  der  Ai 
gegeben  und  nachgewiesen,  wie  besonders  Steiner  durch  Am 
düng  der  synthetischen  Methode  ein  neues  Licht  auf  A&i 
stand  geworfen  und  ihm  grosse  Ausbreitung  und  wichtige 
deutung  gegeben  hat.  Auch  Herr  R.  Sturm  hat  sich  mit 
Aufgabe  der  Normalen  beschäftigt  und  sie  so  allgemein 
möglich  gefasst.  Darauf  geht  der  Verfasser  zu  seinem 
liehen  Gegenstande  über  und  entwickelt  nach  und  nach  auf 
thetischem  Wege  verschiedene  Sätze  über  das  Projidren 
Gurve  auf  eine  Oberfläche.  Hierbei  fBhrt  er  einen  neoai 
ein,  nämlich  die  Socia  der  Projection,  und  definirt  diesdbe 
die  Curye,  welche  mit  der  Projection  den  vollständigen 
schnitt  der  Oberfläche  mit  der  projicirenden  Oberfläche  bi 
Verschiedene  Eigenschaften  dieser  Socia  werden  aoseii 
gesetzt  und  in  Verbindung  mit  dem  Projiciren  von  Punkten 
Linien  auf  Oberflächen  gebracht  6. 


H.  Schröter.  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnunj 
und  der  Raumeurven  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis« 
projectivischer  Gebilde.  Nach  Jacob  Steiner's  Prin- 
cipien  auf  synthetischem  Wege  abgeleitet.  Leipiig.  Teob«« 

Dieses  umfangreiche  Werk  kann  als  Fortsetzung  der  toi 
demselben  Verfasser  bearbeiteten  (bereits  in  zweiter  Aufligi 
erschienenen)  Steiner'schen  Vorlesungen  über  Kegelschnitte  be 
trachtet  werden;  in  weiterer  Verfolgung  des  von  Steiner  in  de 
Vorrede  zu  der  „systematischen  Entwickelung^  angekflndigtea 
aber  nicht  zur  Verwirklichung  gebrachten  Planes,  in  einem  folgen 
den  (fünften)  Theile  auf  Grund  der  von  ihm  aufgestellten  Prin- 
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dpien  eine  ansfUhrlicbe  Behandlung  der  Curven  und  Flächen 
zweiten  Grades  zu  liefern,  hat  Herr  Schröter  unter  (alleiniger) 
Voraussetzung  der  in  seinem  früheren  Werke  fllr  die  ebenen  Ge- 
bilde gewonnenen  Resultate  die  einfachsten  Erzeugnisse  projec- 
tirifleher  Gebilde  im  Baume  in  sehr  eingehender  Weise  nach 
Stdner'schen  Principien  behandelt.  Hierzu  stand  ausser  der  in 
der  ^systematischen  Entwickelung^  gegebenen  Grundlage  fGlr  die 
Bdiandlong  der  geradlinigen  Flächen  zweiter  Ordnung  und  den 
?on  Herrn  Geiser  in  Borchardt  J.  LXVIII.  191  ff.  veröffentlichten 
Mannscripten  von  Seiten  Steiner's  nichts  zu  Gebote;  dagegen  hat 
der  Herr  Verfasser  den  durch  andere  Geometer  wie  Chasles, 
Seydewitz,  Möbius,  Cremona,  von  Staudt  u.  A.  aufgesammelten 
Sehatz  von  Resultaten  ttber  die  genannten  räumlichen  GebildCi 
ebenso  wie  von  ihm  selbst  herrtthrende,  theils  anderweitig  ver- 
öffentlichte, theils  in  seinen  Universitätsvorlesungen  vorgetragene 
Ergebnisse  nach  Steiner's  Principien  einheitlich  und  ihrem  natur- 
gemässen  Zusammenhange  nach  geordnet,  so  dass  das  Buch 
Dsmentlieh  auch  fllr  die  Einfllhrüng  in  dies  Gebiet  geometrischer 
Foraehnng  geeignet  ist,  umsomehr,  als  die  Darstellung  galiz  ele- 
m^tar  gehalten  ist  und  an  passender  Stelle  literarische  Hinweise 
gegeben  sind. 

Das  Werk  ist  in  zwei  (fast  gleich  starke)  Abschnitte  getheilt, 
von  denen  der  eine  der  Behandlung  der  Elementargebilde  erster  Stufe, 
der  andere  der  der  Elementargebilde  zweiter  Stufe  gewidmet  ist 
Demgemäss  beginnt  der  erste  Abschnitt  mit  der  Untersuchung 
deqenigen  Gebildes  von  einfacher  Mächtigkeit;  welches  zu  den 
beiden  Grundgebilden  der  ebenen  Geometrie,  der  geraden  Punkt- 
reibe und  dem  Strahlbttschel,  im  Räume  als  neues  hinzutritt, 
nämlich  desEbenenbttschels,  behandelt  die  perspectivische  Lage  und 
dann  die  projectiviscbe  Beziehung  zweier  Ebenenbttschel  im  All- 
gemeinen und  in  coaxialer  Lage,  speciell  die  Ebeneninvolutionen 
und  die  Gonstruction  der  Doppelelemente,  im  Anschluss  hieran 
die  besonderen  Aufgaben:  eine  elliptische  Ebeneninvolution  in 
einer  orthogonalen  Strahleninvolution  und  einer  gleichseitig  hyper* 
bolischen  Strahleninvolution  zu  schneiden,  deren  Lösung  es  er- 
möglicht, projectiviscbe  Ebenen-  und  Strahlenbttschel  in  perspec- 
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tivische  Lage  zu  bringen.  Und  nun  wendet  sich  die  Untersaelnqi 
den  Erzeugnissen  je  zweier  projeetiviseher  beliebig'  im  iam 
gelegener  Grundgebilde  erster  Stufe  zu,  zunächst  dem  Eegi 
zweiten  Grades  als  Erzeugnis  sowohl  von  Punktreihe  and  Stnhkflr 
büschel,  als  von  zwei  Ebenenbttscheln  mit  sich  schneidenden  Aietf 
seine  perspectivische  Beziehung  zum  Kegelschnitt  und  der  ^ 
rakteristische  Unterschied  von  demselben  in  dem  Yerfaaltoi  M{ 
den  unendlich  fernen  Gebilden^  sowie  andererseits  sein  duta 
Verhältnis  zu  demselben^  sofern  der  Kegelschnitt  hier  in  im\ 
Geometrie  des  Raumes  in  der  neuen  Erzeugungswdse  donk 
Strahlenbttschel  und  Ebenenbüschel  auftritt,  werden  allseitig  ^ 
örtert. 

Gleichwie  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte  das  ebeii 
Polarsystem  von  den  reellen  Gebilden  zu  erweiterten  Begriffic« 
fflhrt,  ist  es  dasselbe  Princip  der  Polarität,  das  d 
vom  Verfasser  benutzt  wird,  um  auch  den  räumliehen 
nissen  projeetiviseher  Gebilde  allgemeinere  zu  substitmrea, 
auch  die  imaginären  Fälle  umfassen.  An  Stelle  des  Kegeb 
daher  ftas  Polarbttndel,  dessen  Eigenschaften  aus  den 
der  projecti vischen  Gebilde,  welche  den  Kegel  enengen,  di 
hergeleitet  werden.  Als  einfachster  Fall  eines  elliptiBeben  Poll^ 
bündeis  wird  das  orthogonale  hervorgehoben;  hieran  sdifieail 
sich  einerseits  die  Frage  nach  denjenigen  Strahlen  des  allgeoMi* 
neu  Polarbündels^  dessen  Polarebenen  zu  ihnen  rechtwinklig  «wL 
welche  auf  die  Hauptaxen  und  -ebenen,  deren  Realität  nack 
gewiesen  wird,  führt,  andererseits  die  Frage  nach  den  orthogo: 
Ebenen-  und  Strahleninvolutionen  des  Bündels,  welche  auf 
Brennstrahlen  und  Kreisebenen  führt.  Sodann  werden  Ei 
des  Kegels  abgeleitet,  welche  den  Brennpunkteigenschaften 
Kegelschnitte  analog  sind,  und  als  Analoga  zu  Kreis  und  glekk 
seitiger  Hyperbel  der  orthogonale  und  der  gleichseitige  Kegd 
und  der  Zusammenhang  des  letzteren  mit  einer  speddlea  At 
von  Tetraeder  einer  eingehenden  Betrachtung  unterworfen. 

Es  folgt  die  Theorie  des  einfachen  Hyperboloids.  Der  Her 
Stellung  des  einfachen  Hyperboloids  aus  drei  Geraden,  der  & 
örterung  der  hyperboloidischen  Lage  von  vier  Geraden  oad  de^ 
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Eigenschaften  des  Mittelpunkts  und  Asymptoten-Kegels  des  Hyper- 
boloids folgen  lineare  Constmctionen  desselben ;  die  Behandlung 
der  Berflhmngsebenen  bereitet  die  Betrachtung  des  räumlichen 
Polarsystems  vor,  dessen  Construction  unmittelbar  aus  den  Ele- 
menten der  projeotiyischen  Gebilde,  welche  das  Hyperboloid  er- 
leogen,  nach  einer  Digression  ttber  das  auf  dem  Hyperboloid 
liegende  Sechseck,  gegeben  wird.  Um  das  räumliche  Polarsystem 
sor  Vermittelung  des  Ueberganges  von  der  geradlinigen  zur  nicht- 
geradlinigen  und  imaginären  Fläche  2^'  Ordnung  zu  verwenden, 
mius  dann  dasselbe  aus  einer  gewissen  Anzahl  seiner  eigenen 
Elemente  (ohne  Hinzuziehung  von  incidenten)  construirt  werden, 
wag  f&r  eine  Reihe  verschiedener  Fälle  geschieht  Eine  Unter- 
saebung  des  Charakters  des  Polartetraeders  fthrt  dann  umgekehrt 
zur  Sonderung  der  Fälle,  in  denen  ein  Polarsystem  eine  reelle, 
dne  geradlinige  oder  eine  reelle  nicht-geradlinige  Eemfläche  be- 
sitit  Der  letzte  Fall  erfordert  eine  neue  Construction  der  Eern- 
fliche,  welebe  unabhängig  davon  ist,  ob  dieselbe  gerade  Linien 
enthUt  oder  nicht;  da  diese  Construction  auf  reciproke  Gebilde 
fweiter  Stufe  fOhrt,  so  wird  die  weitere  Behandlung  des  Polar- 
systems aaf  den  zweiten  Abschnitt  verschoben.  Ebenso  wie  die 
IVorie  des  Kegels  wird  auch  die  des  einfachen  Hyperboloids 
mit  der  Betrachtung  einiger  wichtiger  Specialfälle  geschlossen,  näm- 
lich mit  der  des  orthogonalen  und  des  gleichseitigen  Hyperboloids. 
An  jenes  knüpfen  sich  metrische  Relationen ,  die  mit  dem  Nach- 
weis seiner  Identität  mit  dem  Orte  sämmtlicher  Punkte,  deren 
Abstände  von  zwei  windschiefen  Geraden  in  einem  constanten 
Verhältnis  stehen,  schliessen,  an  dieses  seine  Beziehungen  zum 
allgemeinen  Tetraeder.  Endlich  folgt  noch  das  hyperbolische  Pa- 
raboloid  und  als  specieller  Fall  aller  drei  Arten  von  Hyperboloiden 
das  gleichseitig-hyperbolische  Paraboloid. 

Uebei^ehend  zu  den  Erzeugnissen  dreier  projectivischer  Ge- 
bilde erster  Stufe  wendet  sich  die  Untersuchung  der  Raumcurve 
dritter  Ordnung  als  Erzeugnis  zunächst  von  Ebenenbüscheln  zu, 
ihrem  Zusammenhange  mit  dem  einfachen  Hyperboloid  und  dem 
Kegel  und  ihrer  Construction  aus  einer  Anzahl  von  Punkten  und 
Sekanten.    Die  darauf  folgende  Betrachtung  der  Tangenten  und 
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SchmieguDgsebenen  vermittelt  den  Nachweis  ihrer  Identität  mit  der 
Ranmcnrve  dritter  Classe  als  dem  Erzeugnisse  dreier  projectiyiBcher 
Punktreihen.  Hieran  schliesst  sich  die  gemeinschaftliche  Unter- 
suchung der  (eigentlichen  und  uneigentlichen)  Sekanten  und 
Schnittlinien  zweier  Schmiegungsebenen.  Den  Schluss  des  pro- 
jectivischen  Theils  bildet  das  Nullsystem.  Dann  folgt  die  Classi* 
fication  nach  dem  Verhalten  zur  unendlich  fernen  Ebene  in 
cubische  Ellipse,  Hyperbel,  parabolische  Hyperbel  und  Parabel 
eine  Untersuchung  über  den  Character  der  Kegelschnitte,  welche 
in  einer  Schmiegungsebene  von  den  übrigen  ausgeschnitten  werden, 
und  schliesslich  die  Behandlung  von  gewissen  Geraden,  die  als 
Durchmesser  der  Raumcurven  dritter  Ordnung  bezeichnet  werdoL 
Der  zweite  Abschnitt  beginnt  mit  der  Einführung  der  vier 
Grundgebilde  zweiter  Stufe,  des  Strahlenbündels,  des  Ebenen- 
bttndels,  des  Punktfeldes  und  des  Strahlenfeldes,  mit  der  Fest- 
stellung der  projectivischen  (coUinearen  und  redproken)  Beziehung 
ihrer  Elemente  auf  einander  und  der  Construction  entsprechoider 
Elemente  vermittels  projectivischer  Gebilde  erster  Stufe.  Um  die 
Frage  nach  der  Möglichkeit,  zwei  beliebige  colUneare  Gebilde  in 
perspectivische  Lage  zu  bringen,  zu  entscheiden,  werden  die  aas- 
gezeichneten Elemente  derselben  ermittelt,  zunächst  indem  tob 
der  perspectivischen  Lage  ausgegangen  wird,  und  dann  aueh  bei 
allgemeiner  Lage  wiedergefunden.  Da  sich  die  collinearen  Ge- 
bilde zweiter  Stufe  im  Gegensatz  zu  den  projectivischen  Gtebildeo 
erster  Stufe  im  Allgemeinen  nicht  in  involutorische  Lage  bringen 
lassen,  so  wird  einerseits  die  Bedingung  ermittelt,  unter  welcher 
dies  möglich  ist,  und  gezeigt,  wie  unter  ihrer  Annahme  die  in- 
volutorische Lage  herzustellen  ist,  andererseits  die  Frage  dainn 
erweitert,  ob  sich  zwei  collineare  Gebilde  stets  so  auf  einander 
legen  lassen,  dass  zwei  entsprechende  congruente  Dreied^e  (resp. 
Dreikante)  in  cyclischer  Vertauschung  auf  einander  fallen,  was 
in  der  That  der  Fall  ist,  und  diese  als  trilineare  bezeichnele 
Lage  näher  untersucht.  Dagegen  zeigt  die  darauf  folgende  Be- 
trachtung der  ausgezeichneten  Elemente  zweier  reciprok^  GelHlda, 
dass  sich  diese  stets  so  vereinigen  lassen,  dass  ihre  entsprechen- 
den Elemente  ein  ebenes  Polarsystem,  resp.  ein  Polarbflndel  oon- 
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stitiiireii.  Hieran  reiht  sich  die  Untersuchung  zusammenliegender 
ledproker  (Gebilde  und  ihrer  incidenten  Elemente,  und  nun 
wendet  sich  die  Untersuchung  den  Erzeugnissen  der  projectivi- 
sehen  Gebilde  zu.  Als  Erzeugnis  zweier  collinearer  Strahlen- 
bflndel  oder  Strahlenfelder  tritt  uns  hier  von  Neuem  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  entgegen,  und  sie  erfährt  von  diesem  neuen  Ge- 
siehtspunkte  aus  eine  nochmalige  und  deshalb  kürzere  Be- 
handlung, worauf  sich  die  Betrachtung  nunmehr  ausschliess- 
lieh  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  als  Erzeugnis  recipro- 
ker  Bflndel  zuwendet  Aus  dieser  Erzeugungsweise  wird  eine 
CoDstruction  derselben  durch  neun  gegebene  Punkte,  die  mit  der 
ron  Ghasles  gegebenen  übereinstimmt,  ausführlich  hergeleitet,  die 
fibrigen  bekannten  derartigen  Constructionen  im  Anschluss  hieran 
km  charakterisirt  Die  dann  folgende  Behandlung  der  Be- 
rührungsebenen  ftahrt  auf  die  Eintheilung  der  Flächen  in  gerad- 
linige, in  Kegel  und  in  elliptische;  für  den  letzten  Fall  macht 
die  Construction  der  Berührungsebene  in  einem  beliebigen  Punkte 
dar  Fläche  eingehende  Erörterungen  nöthig.  Die  Polareigen- 
sehaften  der  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  auch  die  Identität 
derselben  mit  der  Fläche  zweiter  Classe,  d.  h.  dem  Erzeugnis 
iweier  reeiproker  ebener  Felder^  erweisen,  führen  dann  zu  dem 
ränmlichen  Polarsystem  zurück,  dessen  Untersuchung  im  ersten 
Abschnitte  abgebrochen  war.  Nach  einer  eingehenden  Classifi- 
estion  der  Fläche  zweiter  Ordnung  und  dem  Hinweis  auf  ge- 
gewisse Grenzübergänge,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
den  verschiedenen  Gattungen  herstellen,  wendet  sich  die  Unter- 
snchung  den  metrischen  Beziehungen  zwischen  den  conjugirten 
Dnrchmessem  der  Mittelpunktsflächen  und  solchen  für  das  räum- 
hehe  Polarsystem  überhaupt  zu,  auf  welche  wegen  ihrer  Reich- 
haltigkeit hier  nicht  eingegangen  werden  kann,  sondern  auf  das 
Werk  selbst  verwiesen  werden  muss.  Die  Focaleigenschaften 
und  in  Verbindung  mit  ihnen  die  Kreisschnitte  führen  zu  der 
Mae-Cullagh'schen,  Jacobi'schen  und  Salmon'schen  Erzeugungsart 
der  Flächen  zweiter  Ordnung.  Es  folgt  die  Betrachtung  der 
Sehaaren  confocaler  Flächen  zweiter  Ordnung  und  im  Anschluss 
hieran  eine  Ableitung  der  metrischen  Eigenschaften  der  Krümmungs- 
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linien,  welche  Heilermann  auf  analytischem  Wege  gefanden  hat 
Zum  Schlüsse  begnügt  sich  der  Herr  Verfasser  mit  einer  Dar- 
stellung der  allgemeinsten  Eigenschaften  des  Flächeabttschels 
und  des  Flächenbündels  zweiter  Ordnung  und  der  ihnen  dual 
gegenüberstehenden  Gebilde,  da  ihre  genauere  Erforschang  den 
Umfang  des  Buches  ungehörig  vergrössert  hätte. 

Nicht  unerwähnt  bleibe,  dass  in  dem  Werk  eine  theilwdse 
neue  Bezeichnung  der  geometrischen  Elemente  und  der  mit  ihnen 
yorzunehmenden  Operationen  consequent  durchgeführt  wird,  weldie 
die  Anschauung  in  geeigneter  Weise  erleichtem.  T. 


J.  Ph.  Weinmeister.     Die  Flächen  zweiten  Grades  nach 
elementar-synthetischer  Methode  bearbeitet  Pr.  Leipzig. 

Elementar -synthetisch  nennt  der  Verfasser  seine  Methode 
deshalb,  weil  er  erstens  von  dem  Principe  der  ProjectivitlU  im 
Steiner'schen  Sinne  und  zweitens  von  dem  Princip  der  analyti- 
schen Geometrie  keinen  Gebrauch  macht  Er  geht  davon  ans, 
dass  in  der  Ebene  der  Ort  eines  Punktes,  welcher  von  einem 
gegebenen  Punkte  S  und  einer  durch  ihn  gehenden  Greradeo  G 
das  constante  Entfernungs Verhältnis  e  besitzt,  aus  zwei  durch  S 
gehenden  Geraden  besteht  wenn  e>I  ist  Botirt  nun  die  Figur  um 
Gj  so  ergiebt  sich  ein  Botationskegel  mit  der  Axe  G  und  der  Spitze  S 
als  Ort  aller  Punkte,  welche  von  einem  Punkte  S  und  einer  dnreh  ihn 
gehenden  Geraden  G  ein  constantes  Entfemungsverhältnis  haben. 
Botirt  aber  die  Figur  um  das  in  ihrer  Ebene  liegende  in  S  auf  G 
errichtete  Loth,  so  ergiebt  sich  der  Botationskegel  als  Ort  aller 
Punkte,  welche  von  einem  Punkte  S  und  einer  durch  S  gehenden 
Ebene  ein  constantes  Entfemungsverhältnis  besitzen.  Hieraus  findet 
man  nun  zunächst,  dass  jeder  Punkt  der  Schnittcurve  des  Bota- 
tionskegels  mit  einer  beliebigen  Ebene  die  Eigenschaft  haben 
muss,  von  einem  Punkte  ausserhalb  und  einer  Geraden  innerhalb 
der  Ebene  ein  constantes  Entfemungsverhältnis  zu  besitzen. 
Weiterhin  ergeben  sich  dann  die  Brennpunkts-Eigenschaflen  der 
Kegelschnitte. 

Im  zweiten  Capitel  leitet  der  Verfasser  die  wichtigsten  Eigen- 
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sdaften  der  Gylinderflächen  zweiten  Grades  ab,  indem  er  die- 
selben als  die  Erzeugnisse  einer  Geraden  definirt,  welche  über 
die  Peripherie  eines  Kegelschnitts  gleitet  und  ihre  Richtung  stets 
beibeh&lt 

Im  dritten  Capitel  werden  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
bebandelt,  und  im  Einklang  mit  der  Methode  des  Verfassers  in 
solche  geschieden,  welche  die  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  als 
Drehaxe  haben,  und  solche,  welche  durch  Rotation  um  die  Neben- 
axe  des  Kegelschnitts  erzeugbar  sind.  Die  ersteren  erscheinen 
als  Ort  eines  Punktes,  welcher  von  einem  festen  Punkte  und 
einer  beliebig  liegenden  festen  Ebene  das  constante  Abstandsver- 
bältnis  6  haben.  Die  letzteren  dagegen  werden  von  allen  solchen 
Packten  gebildet,  die  von  einem  festen  Punkte  und  einer  beliebig 
liegenden  constanten  Geraden  das  constante  Abstandsverhältnis  e 

haben.     Je  nachdem  ^=1   ist,  erhält  man  im  ersten  Falle  ein 

gestrecktes  Rotations-EUipsoid,  ein  Rotations-Paraboloid  oder  ein 
zweischaliges  Rotations- Hyperboloid,  im  letzteren  Falle  dagegen 
ein  abgeplattetes  Rotations-EUipsoid,  einen  parabolischen  Cylinder 
oder  ein  einschaliges  Rotations-Hyperboloid.  Unter  den  zahl- 
reichen Sätzen,  welche  sich  dem  Verfasser  bei  seiner  auf  der 
CoDstanz  der  Abstandsverhältnisse  beruhenden  Herleitung  der 
Eigenschaften  der  Rotationsflächen  mit  Leichtigkeit  ergeben, 
möge  der  folgende  hier  Platz  flnden.  Der  Ort  aller  Punkte  im 
Räume,  deren  Tangenten  an  eine  gegebene  Kugel  zu  ihren  Ent- 
fernungen von  einer  gegebenen  Ebene  im  Verhältnis  e  stehen, 
ist  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid,  ein  Rotationsparaboloid 
oder  ein  Rotationshyperboloid,  je  nachdem  £<1,  =1  oder 
>1  ist 

Natürlich  enthält  die  Arbeit  keine  neuen  Resultate,  sie  macht 
auch  keinen  Anspruch  darauf,  neues  zu  bieten.  Ihr  Verdienst 
liegt  nar  darin,  den  streng  synthetischen  Weg  gezeigt  zu  haben, 
wie  man  in  einer  Prima  zu  den  Haupteigenschaften  der  Rota- 
tionsflächen gelangen  kann,  wenn  man  von  der  Constanz  der 
Abstandsverhältnisse  ausgehen  und  die  durch  die  neuere  Geo- 
metrie der  Lage  gelieferten  Hülfsmittel  vermeiden  will.     Natur- 
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gemäss  kann  aber  der  Verfasser  so  nur  zu  den  Botationsfliehci 
zweiten  Grades,  nioht  aber  zu  den  allgemeinen  Flfteheii  zwatai 
Grades  gelangen.  Leider  mrd  die  Ungeduld  dee  Lesers,  snf 
dem  beschrittenen  Wege  bis  zu  den  allgemeinen  Flächen  iweitoi 
Grades  geführt  zu  werden,  nicht  befriedigt,  „da  die  zweite  HÜfle 
der  Abhandlung  wegen  Raummangels  erst  nächstes  Jahr  erschdnen 
solL^  Die  zweite  Hälfte  der  Abhandlung  wird  also  vermutfaliek, 
wie  auch  eine  Stelle  der  Einleitung  zu  verrathen  scheint,  der 
Rechnung  soviel  Raum  geben  müssen,  dass  die  Verwertbnng  der 
selben  für  den  Unterricht  in  der  Prima  jedem  Lehrer  fragficii 
erscheinen  muss,  der  seinen  Schülern  lieber  wenig  nach 
lieber  Methode  als  vieles  nach  buntscheckiger  Methode  giebt 

Seht 


G.  Veronese.  Sopra  alcune  notevoli  configorazioni  di 
punti,  rette  e  piani,  di  coniche  e  di  superfieie  di 
2"  ordine.   acc.  r.  d.  L.  (3)  IV.  132-149. 

Der  Verfasser  giebt  in  zwei  Noten  eine  grosse  Reibe  voo 
Sätzen  über  projectivische  Gruppen,  welche  offen  oder  geschl 
sein  können. 

Betrachtet  man  zwei  Flächen  zweiter  Ordnung  und  eina 
Punkt  P,  so  kann  man  die  Polarebene  p  von  P  bezüglich  da 
ersten  Fläche  aufsuchen,  den  Pol  P^  dieser  Ebene  p  besfiglid 
der  zweiten  Fläche,  die  Polarebene  p^  von  P,  in  Bezug  auf  die 
erste  Fläche,  von  p,  den  Pol  P^  für  die  zweite  etc.  Die  Punkte 
P^  P^^  P^^P^...  und  die  Ebenen  p,  Pii  Pt  * •  •  bilden  projectiviaobe 
Gruppen  (P)  und  (p). 

Ist  Pn  identisch  mit  P,  so  hat  man  eine  cyklische  Gruppe. 

Es  wird  nun  die  Frage  beantwortet,  welche  gegenseitig 
Lage  die  beiden  Flächen  haben  müssen,  damit  die  Punkte  (P] 
einen  Cyklus  bilden.  Insbesondere  werden  die  Fälle  it  =  2  und 
ft  =  3  betrachtet 

Sämmtliche  Sätze  sind  ohne  Beweis  mitgetheilt;  der  Ver- 
fasser verspricht  bei  einer  andern  Gelegenheit  diese  Arbeit  dnrdi 
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die  Beweise   zu   vervolIständigeD ,   und  es  soll  dann  auch  hier 
Diher  auf  sie  eingegangen  werden.  W.  St 


G.  Königs.     Propriötö  des  courbes  ou  des  surfaoes  du 
second  ordre  homofocales.   Noar.  Ann.  (2)  xix.  74-76. 

Drei  Kegelschnitte  A,  B^  C  sind  verbunden  durch  die  Be- 
dmgung,  dass  die  zwei  ersten  reciprok  polar  in  Bezug  auf  den 
dritten  sind.  Sind  N  und  J  ein  Punkt  der  Ebene  und  seine 
Polare  in  Bezug  auf  C,  so  ergiebt  sich  folgender  Satz:  ^Die 
Tangenten  von  dem  Punkte  N  an  A,  die  Kegelschnitt  B  und  C 
schneiden  auf  J  drei  Punktepaare  einer  Involution  aus.^ 

und  fbr  den  Fall,  dass  A  und  C  confocal  sind:  „Die  Polare  J 
eines  Punktes  AT  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  C  schneide  den- 
selben in  den  Punkten  Q  und  Q\  sie  schneide  femer  in  M  und  M' 
anen  Kegelschnitt  B,  der  in  Bezug  auf  C  die  reciproke  Polare 
ein^  mit  C  confocalen  Kegelschnittes  ist,  dann  sind  die  Winkel 
MNQ  und  M'N^Q'  einander  gleich." 

Die  Ausdehnung  dieser  Sätze  auf  den  Raum  ergiebt:  „Sind 
i,  B,  C  drei  Flächen  zweiten  Grades  der  Art,  dass  die  beiden 
ersten  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  die  dritte  sind,  femer  N 
ein  beliebiger  Punkt;  dann  schneiden  der  Kegel,  dessen  Spitze  N 
ist  und  der  A  umschrieben  ist,  und  die  Flächen  B  und  C  auf  der 
Ebene  der  Polarebene  von  JV  in  Bezug  auf  C  drei  Kegelschnitte 
aas,  welche  ein  gemeinsames  Polardreieck  haben." 

„Die  Polarebene  J  eines  Punktes  N  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
C  schneide  C  in  dem  Kegelschnitt  Q,  J  schneide  ferner  in  dem 
Kegelsehnitte  M  die  in  Bezug  auf  C  reciproke  Polarfläche  B  einer 
mit  C  confocalen  Fläche;  dann  haben  die  Kegel  mit  der  gemein- 
samen Spitze  JV  und  den  Leitcurven  Q  resp.  M  dieselben  Axen." 

W.  St. 

E.  HüNYADY.    Beitrag   zur  Theorie  der  Flächen  zweiten 

Grades.    Borchardt  J.  IXO.  47-70. 

Insofern  der  Pascal'sche  Satz  die  Lage -Abhängigkeit  von 
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sechs  aaf  einem  Kegelschnitt  liegenden  Punkten  in  einer  neuen 
geometrischen  Form  ausspricht,  können  als  räumliche  Analoga 
des  Pascal'schen  Satees  die  beiden  folgenden  Sätze  gelten,  welche 
Paul  Serret  in  seiner  „Göomötrie  de  direction^,  p.444,  art388  ab- 
geleitet hat.  Zehn  Punkte  liegen  auf  einer  und  derselben  Fläche 
zweiten  Grades,  wenn  sich  in  gewisser  Weise  aus  ihren  Verbin- 
dungsebenen  zehn  Mal  zwei  Ebenen  zusammenstellen  lassen, 
welche  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  zweiten  Grades 
conjugirt  sind.  Man  muss  nämlich  die  zehn  Punkte  irgendwie 
zu  Ecken  zweier  räumlicher  Ftlnfecke  machen  und  dann  mit  je- 
der  Winkelebene  die  Ebenen  derjenigen  beiden  Winkel  zusammen- 
stellen,  deren  Scheitel  nicht  auf  ihr  liegen.  Ebenso  werden  auch 
immer  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  zweiten  Grades 
jedes  Tetraeder  und  jedes  Oktaeder  conjugirt,  deren  sämmtliche 
zehn  Ecken  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen.  Conjugirt 
heisst  hier  ein  Tetraeder  einer  F^^  wenn  je  zwei  seiner  Ecken 
conjugirte  Punkte  und  je  zwei  Ebenen  conjugirte  Polarebenen  in 
Bezug  auf  F^  sind.  Conjugirt  heisst  ein  Oktaeder  einer  F,,  wenn 
dessen  gegenüberliegende  Seitenebenen  conjugirte  Ebenen  in  Be- 
zug auf  F,  sind. 

Im  Anschluss  an  diese  Serret'schen  Sätze  stellt  Herr  Huny- 
ady  durch  Einfllhrung  geschickter  Abkürzungen  ftlr  Determinanten 
die  verschiedenen  Formen  der  algebraischen  Bedingungsgleichnog 
dafür  auf,  dass  zehn  Punkte  auf  einer  F^  liegen,  und  studirt  dann 
den  gegenseitigen  Zusammenhang  dieser  Bedingungsgleichungen. 

Seht 


R.  Hbgbr.     Zur  Construction  einer  Fläche  zweiter  Ord- 
nung aus  neun  gegebenen  Punkten.    Schiomiich  z.  xxv 

98-100. 

Die  von  Ghasles  in  den  Gomptes  rendus  des  Jahres  1855 
mitgetheilte  für  alle  Fälle  ausreichende  Construction  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten  wird  hier  linear 
erledigt,  während  bei  Chasles  auch  quadratische  Constructioneo 
erforderlich  waren.  Seht 
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L.  F.  Marrbcas  Ferreira.     Solution  d'une  question  de 

gtom^trie,    Teixeira  J.  11.  (Portugiesisch). 

Enthält  einen  Beweis  mit  Httlfe  der  descriptiven  Geometrie 
Ar  den  folgenden  Satz:  ^Die  geometrischen  Orte  der  Punkte  im 
Baom,  deren  Entfernungen  von  zwei  festen  Geraden,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  liegen,  ein  constantes  Verhältnis  haben,  sind 
xwei  Hyperboloide."  Tx.  (0.) 

F.  Schub,  üeber  die  gemeinsamen  Tangenten  zweier 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  windschiefes 
Viereck  gemein  haben.   Schiömiich  z.  xxv.  4U-416. 

FBr  ein  Strahlensystem  zweiter  Ordnung  und  Classe,  dessen 
Brennfläche  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades  zerfällt,  werden 
einige  für  das  allgemeine  Strahlensystem  bekannte  Sätze  direct 
nachgewiesen. 

Jede  in  einer  solchen  Fläche  zweiten  Grades  R  enthaltene 
Gerade,  welche  eine  gemeinsame  Tangente  zweier  Flächen  zwei- 
ten Grades  F  und  F'  enthält,  die  ein  windschiefes  Vierseit  ge- 
mein haben,  und  welche  ferner  Fund  F  in  zwei  gegenüberliegen- 
den Ecken  dieses  Vierseits  berührt,  ist  eine  gemeinsame  Tan- 
gente von  F  und  F*.  Zwei  solcher  Flächen  R  und  A',  welche 
durch  eine  gemeinsame  Tangente  von  F  und  P  gelegt  werden 
und  F  und  P  in  verschiedenen  Paaren  gegenflberliegender  Ecken 
des  genannten  Vierseits  berühren,  schneiden  sich  in  einem 
Vierseit 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Satz:  „Haben  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  F  und  F'  ein  windschiefes  Vierseit  gemein,  so  ordnen 
sich  die  gemeinsamen  Tangenten  derselben  zu  zweifach  unend- 
lich vielen  windschiefen  Vierseiten,  von  denen  je  zwei  gegen- 
überliegende Ecken  mit  den  zugehörigen  Seitenflächen  Punkte 
mit  den  zugehörigen  Tangentialebenen  von  F  resp.  F'  sind.^ 

W.  St. 
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H.  G.  Zeuthbn.  Konstruktion  af  det  ottende  Skjarings- 
punkt  mellem  de  Flader  af  anden  Orden,  som  gaa 
gjennem  syv  givne  Punkter.   Kjbhvn.  Porh.  I88O. 

Im  18^°  Bande  der  „Mathematischen  Annalen^  hat  der  V^- 
fasser  n.  A.  eine  nene  Gonstruetion  des  achten  Schnittpunktes 
der  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  sieben  gegebene 
Punkte  hindurchgehen,  dargestellt.  Diese  C!onstruction  nebst 
einer  Modification  derselben  wird  hier  auf  einfachere  und 
directere  Weise  hergeleitet  vermittels  des  folgenden  Httlfsatzes: 
„Wenn  die  Schnittpunkte  2,  3,  5,  6,  7  gegeben  sind,  während  1 
und  4  auf  gegebenen  Geraden  a  und  c  durch  2  und  3  li^en, 
so  wird  die  Ebene  148  durch  einen  festen  Punkt  F  der  Ebene  567 
hindurchgehen.''  Dieser  Satz,  für  welchen  sowohl  ein  zahlengeo- 
metrischer als  ein  synthetischer  Beweis  geliefert  wird,  dient  nicht 
nur  zum  Beweise  der  Gonstruetion  Zeuthen's,  sondern  kann  auch 
leicht  zur  Herleitung  der  von  Paul  Serret  angegebenen  Gon- 
struetion verwendet  werden.  Gm. 


G.  Bauer,      üeber  eine   Eigenschaft    des    geradlinigen 

Hyperboloids.    Manch.  Ber.  1880. 

Im  Borchardt  J.  LXXXVI.  297-317  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879. 
434-487)  leitet  Herr  H.  Vogt  von  einem  Hyperboloid ,  welches 
durch  drei  auf  einander  senkrechte  windschiefe  Gerade  definirt 
ist,  den  Satz  her:  „Drei  Normalstrahlen,  aus  einer  Regelschaar 
entnommen,  und  die  drei  zu  ihnen  parallelen  Strahlen  der  an- 
deren Regelschaar  bestimmen  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon 
von  constantem  Volumen.^  Herr  6.  Bauer  lässt  durch  eine  affine 
Transformation  dieses  Hyperboloids  erkennen,  dass  je  drei  (Jermde 
einer  Regelschaar  auf  einem  beliebigen  Hyperboloide  und  die 
drei  zu  ihnen  parallelen  der  anderen  Schaar  stets  ein  Parallel- 
epipedon von  constantem  Volumen  bestimmen,  und  giebt  fbr  diesen 
Satz  eine  zweckmässige  Herleitung  aus  den  analytischen  Formen 
der  betreffenden  Geraden.  Sehn. 
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P.  Cassani.      La    quadrica   dei    dodici    punti   e  le  sue 
relazioni  con   altri  elementi  geometrici.   Atti  d.  ist.  Yen. 

(5)  V.  263-274. 

Der  Inhalt  dieser  Schrift  ist  im  Wesentlichen  derselbe,  wie 
der  Inhalt  derjenigen,  über  welche  im  ll^°  Bande  des  Jahr- 
baehs  p.  452  referirt  worden  ist]  Mz. 


H.  Drasch.      Zur  Construction    der  Schmiegungsebene 
der    DurchdringUDgscurve    zweier     Flächen    zweiter 

Ordnung.    Wien.  Ber.  LXXXI.  254. 

Dorch  eine  Tangente  t  einer  Schnittcurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  nnd  die  Gurve  lässt  sich  stets  eine  reelle  Regel- 
sehaar zweiten  Orades  legen.  Die  Gerade  der  Schaar,  welche 
dnrch  den  Bertthrungspunkt  der  Tangente  t  geht,  bestimmt  mit 
letzterer  die  Schmiegungsebene  der  Curve  in  diesem  Punkte.  Der 
Ebenenbttschel  t  besteht  aus  Tangentialebenen  der  Regelfiäche 
and  ist  projectivisch  auf  die  Pnnktreihe  t  bezogen,  wenn  jeder 
Ebene  ihr  Berührungspunkt  zugewiesen  wird.  Kennt  man  dess- 
balb  f^  drei  Ebenen  des  Bttschels  die  zugehörigen  Berührungs- 
punkte mit  der  Begelfläche,  so  kann  man  auch  für  den  Bertth- 
ningspunkt  von  t  mit  der  Gurre  die  Schmiegungsebene  be- 
stimmen. 

Auf  Grund  dieser  Betrachtung  wird  die  Construction  der 
Sehmiegungsebene  in  einem  Punkte  der  Durchdringungscurve 
zweier  Kegel  mit  einem  System  gemeinschaftlicher  Kreisschnitt- 
ebenen durchgeführt. 

Die  reciproke  Aufgabe,  die  Rückkehrkante  einer  zweien 
Flächen  zweiten  Grades  umschriebenen  abwickelbaren  Fläche  zu 
finden,  ist  identisch  mit  der  Aufgabe :  Das  Projectionscentrum  zu 
finden,  welches  den  einen  von  zwei  in  verschiedenen  Ebenen 
beliebig  gegebenen  Kegelschnitten  so  auf  die  Ebene  des  andern 
projidrt,  dass  diese  Projection  den  letzteren  in  einem  bestimmten 
Ponkte  osculirt.  W.  St 
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H.  Drasch.     Tangentenconstruction  für  die  Bertthrungs- 
linie  zwischen    einer  windschiefen   Fläche   and   ihrer 

Leitfläche.     Wien.  Ber.  LXXXH.  lUO. 

Sind  Fj,  F^y  F,  drei  beliebige  Flächen ,  welche  von  den  Er- 
zeugenden einer  windschiefen  Fläche  (Z>  berührt  werden,  so  soU 
die  Aufgabe  gelöst  werden,  die  Punkte  der  Raumcarve,  längs 
welcher  F,  von  (Z>  berührt  wird,  nebst  den  zugehörigen  Tangenten 
zu  construiren.  Wählt  man  in  den  Tangentialebenen  der  zuge- 
hörigen Punkte  auf  F^  und  F,  an  diesen  Flächen  beliebige  durch 
diese  Punkte  gehende  Gerade  G^  und  (?,  und  betrachtet  man 
6, ,  (7,  und  F,  als  Leitelemente  einer  neuen  windschiefen  Fläche, 
so  hat  diese  mit  der  ursprünglichen  Regelfläche  zwei  unendlich 
nahe  Erzeugende  gemein.  Die  Berührungslinien  beider  Flächen 
mit  F,  berühren  einander  in  den  Punkten  der  Erzeugenden.  Ist 
F,  nicht  von  der  zweiten  Ordnung,  so  wird  zur  Construction  eine 
F,  osculirende  Fläche  zweiten  Grades  verwendet  Es  werden 
nun  folgende  Sätze  bewiesen: 

^Die  Berührungslinie  zwischen  einer  durch  zwei  Gerade  und 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  gegebenen  windschiefen  Fläche  und 
ihrer  Leitfiäche  ist  identisch  mit  der  Durchdringungscurve  dieser 
Leitfläche  mit  einem  einfachen  Hyperboloide,  dessen  Erzeugende 
des  einen  Systems  eine  der  beiden  Leitgeraden  und  die  Polare 
der  anderen  Leitgeraden  bezüglich  der  Leitfläche  sind;  diese  Be- 
rührungslinie ist  demnach  eine  Curve  vierter  Ordnung.'^ 

„Zwei  Tangenten  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmeD 
als  Leitelemente  einer  windschiefen  Fläche  zwei  einfache  Hyper- 
boloide; diese  sind  immer  reell,  wenn  die  Leitfläche  imaginäre 
geradlinige  Erzeugende  hat ;  sie  sind  imaginär  oder  reell ,  wenn 
die  Leitfläche  reelle  geradlinige  Erzeugende  hat,  je  nachdem  die 
Leittangenten  durch  die  Leitfläche  getrennt  sind  oder  nicht^. 

Auf  Grund  des  ersten  Satzes  wird  in  einem  Beispiele  die 
Tangentenconstruction  der  Berührungslinie  durchgeführt  F^  ist 
eine  Kugel,  die  eine  Leitgerade  ist  beliebig,  die  andere  befindet 
sich  im  Unendlichen.  W.  St 
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Pbschka.    Normalenfläcben  längs  ebener  Flächenschnitte. 

Wien.  Ber.  LXXXI. 

Der  Verfasser  lässt  seiner  Abhandlung  über  Normalenflächen 
längs  beliebiger  Curven  an  beliebigen  Flächen  (cf.  F.  d.  M.  XII. 
1880.  p.  526)  eine  zweite  Abhandlung  folgen,  welche  die  Theo- 
rien der  projectiven  Geometrie  dazu  verwendet,  um  die  beson- 
deren Eigenschaften  derjenigen  Normalenflächen  aufzufinden, 
welche  den  ebenen  Schnitten  von  Flächen  zweiter  Ordnung  zu- 
gehören. Eine  solche  Normalenfläche  ist  immer  vom  vierten 
Grade  und  besitzt  eine  Doppeicurve  dritter  Ordnung,  sowie  vier 
Toreallinien.  Für  ihre  Strictionscurve  findet  der  Verfasser  den 
Satz,  dasB  dieselbe  zugleich  die  Berührungscurve  der  Normalen- 
fläche  mit  demjenigen  ihr  umschriebenen  Kegel  ist,  dessen 
Scheitel  im  Pole  des  die  Normalenfläche  erzeugenden  ebenen 
Schnittes  liegt.  Von  den  oo'  Bitangentialebenen,  d.  h.  denjenigen 
Ebenen,  in  welchen  zwei  Erzeugende  liegen,  wird  nachgewiesen, 
dass  jede  derselben  die  Normalenfläcbe  ausser  in  den  zwei  Er- 
xengenden  noch  in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  welcher  die- 
selben in  den  zugehörigen  Berührungspunkten  und  ausserdem  in 
zwei  Punkten  der  Doppeicurve  trifil. 

Besondere  Betrachtungen  stellt  der  Verfasser  dann  noch  (Ur 
diejenigen  Normalenflächen  an,  welche  ebenen  Schnitten  zuge- 
horen,  die  erstens  zu  einer  der  drei  Axen- Ebenen  senkrecht 
stehen,  zweitens  zu  einer  solchen  Ebene  parallel  sind.  Der 
Sehlnss  der  Abhandlung  ist  der  Normalenfläche  eines  Rotations- 
ejlinders  längs  eines  schiefen  Schnittes  gewidmet.  In  diesem 
Falle  ergiebt  sich  ftir  die  Normalenfläche  ein  Kegelschnittconoid, 
dessen  Richtebene  die  zu  den  Cylinder- Erzeugenden  senkrechte 
Ebene,  und  dessen  Leitgerade  die  Gylinderaxe  ist.  Die  Doppei- 
curve dritter  Ordnung  besteht  v  aus  der  genannten  Leitgeraden, 
der  anendlich  fernen  Leitgeraden  und  der  kleinen  Axe  des  er- 
zeugenden Kegelschnitts.  Seht. 


Ed.  Weyb.      Construction    der    Osculationshyperboloide 
windschiefer  Flächen.    Wien.  Ber.  Lxxxi. 
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Längs  jeder  Erzeugenden  einer  Regelfläche  giebt  es  ^n  os^ 
culirendes  Hyperboloid,  d.  h.  ein  solches,  welches  durch  die  Er- 
zeugende und  auch  durch  die  beiden  ihr  unendlich  nahen  Er- 
zeugenden hindurchgeht  Jedes  solches  Hyperboloid  umfasst  lüso 
die  Gesammtheit  aller  Strahlen,  welche  drei  consecutive  Erx6o< 
gende  zugleich  schneiden.  Der  Verfasser  giebt  ConstructioneD 
eines  solchen  Osculationshyperboloides  f&r  den  Fall,  dass  die 
Regelfläche  durch  drei  Leitcurven  gegeben  ist.  Er  betrachtet  also 
gewissennassen  dreimal  drei  unendlich  nahe  Punkte,  durch  welche 
das  gesuchte  Hyperboloid  gehen  soll.  Die  erste  Construction  ba- 
sirt  auf  der  Bestimmung  des  zwei  Involutionen  gemeinsamen 
Punktepaares,  ist  also  quadratisch.  Die  zweite  Constmction  ist 
jedoch  durchaus  linear. 

Schliesslich  behandelt  der  Verfasser  noch  den  Fall,  dass  die 
Regelfläche  der  Ort  derjenigen  Strahlen  ist,  welche  zwei  Carren 
schneiden  und  in  einer  der  <x>'  Schmiegungsebenen  einer  dritten 
Curve  liegen.  Seht. 


W.  JEftÄBEK.  üeber  den  geometrischen  Ort  des  Cen- 
trums der  CoUineation  zwischen  einer  Nichtregel- 
fläche  zweiter  Ordnung  und  einem  System  von  Kugel- 
flächen.   GronertArch.  LXV.  161-171. 

Es  wird  auf  elementarem  Wege  der  bekannte  Satz  bewiesen, 
dass  die  Focalcurve  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  der  Ort  der- 
jenigen Punkte  ist,  deren  Tangentialkegel  an  die  Fläche  Bota- 
tionskegel  sind.  Jeder  Punkt  derjenigen  Focalcurve,  welche  in 
der  Ebene  des  auf  die  Kreisschnitte  senkrechten  Hauptscbnitles 
liegt,  kann  als  Gentrum,  eine  beliebige  Ereisschnittebene  als 
Gollineationsebene  einer  collinearen  Beziehung  benutzt  werden, 
welche  die  Fläche  in  eine  hierdurch  bestimmte  Kugel  dberfUirt. 
Die  hierzu  nothwendigen  Gonstructionen  sind  ausgeftihrt 

W.  St 

Kröber.     Ueber   die  Aehnlichkeitspunkte    der  Kugeln 
einer  Dupin'schen  Kngelschaar.  Schiömiich  z.  xxv.  279-2srt 
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£b  werden  folgende  Sätze,  von  welchen  der  erste  sich  schon 
bei  Steiner  findet,  bewiesen:  ^Die  änsseren  Aehnlichkeitspunkte 
je  tweier  Kreise,  welche  zwei  gegebene,  sich  einschliessende 
Kreise  so  berühren,  dass  der  innere  Kreis  ausgeschlossen  wird, 
l^n  auf  der  Potenzaxe  der  beiden  festen  Kreise.^ 

„Die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte  je  zweier  Erzeugungskugeln 
der  ersten  Art  einer  Dupin'schen  Kingcyclide  liegen  auf  der 
äosseren  Potenzaxe  derselben  und  die  inneren  Aehnlichkeitspunkte 
erzeugen  eine  Schaar  von  Ellipsen,  welche  in  der  inneren  Sym- 
metrieebene  der  Gyclide  liegen,  alle  durch  einen  Punkt  gehen 
und  die  Elllipse  der  Kugelmittelpunkte  in  je  einem  Punkte  be- 
rühren.« W.  St 


C.  LE  Paige.     Bemerkungen  über  cubische  Involutionen. 

Wieo.  Ber.  LXXXI. 

Es  wird  durch  Aufstellung  der  Gleichung  der  vier  Verzwei- 
gongspunkte  der  Weyr'sche  Satz  (cf.  die  Note  des  Herrn  Weyr 
sa  Herrn  Le  Paige's  Abhandl.  ttber  die  singulären  Elemente  cu- 
bischer  Involutionen ;  hier  im  Jahrbuche  besprochen  auf  p.  484) 
bewiesen,  dass  es  immer  zwei  cubische  Involutionen  mit  gemein- 
samen Doppelpunkten  giebt.  Sollen  die  cubischen  Involutionen 
auf  einer  cubischen  Raumcurve  liegen,  und  sind  die  vier  Doppel- 
ponkte  als  vier  Punkte  der  Baumcurve  gegeben,  so  erhält  man 
die  beiden  cubischen  Involutionen  dadurch,  dass  man  in  den  ge- 
gebenen vier  Punkten  die  vier  Tangenten  zieht,  die  beiden 
Strahlen  g  und  h  zieht,  deren  jeder  diese  vier  Tangenten  schnei- 
det, und  die  beiden  einstufigen  Systeme  von  Punkttripeln  auf- 
sackt, welche  auf  der  Raumcurve  durch  die  beiden  Ebenen- 
büschel ausgeschnitten  werden,  deren  Träger  g  und  h  sind.  Die 
zweimal  vier  Verzweigungspunkte  sind  dann  einfache  Schnitt- 
ponkte  der  durch  g  und  h  an  die  Baumcurve  gelegten  Tangential- 
ebenen. 

Dem  Beweise  des  Weyr'schen  Satzes  folgen  noch  andere 
algebraische  Untersuchungen  ttber   die   cubischen   Involutionen, 
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welche  den  Verfasser  in  einfachster  Art  zur  geometrischen  Dar** 
Stellung  vieler  Invarianten  von  algebraischen  Formen  fbhren. 

Seht 


R.  O.  CoNSENTius.    Der  cubische  Kreis.  JSchiömiich  z.  xxv. 

119-122. 

Die  cubische  Ellipse  ist  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit 
nur  einem  unendlich  fernen  Punkte  und  liegt  auf  einem  ellip- 
tischen Gylinder.  Ihre  Projection  auf  die  zur  Cylinderrichtung 
senkrechte  Ebene  ist  eine  Ellipse.  Der  Verfasser  stellt  die 
Frage  auf:  „Unter  welchen  Umständen  ist  diese  Ellipse  ein  Kreis?' 
und  findet  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  mit  einem  reellen 
unendlich  fernen  Punkte  nebst  zwei  unendlich  fernen  Kreispunkten 
in  der  Ebene,  welche  senkrecht  zu  den  durch  den  ersten  Punkt 
gehenden  Geraden  steht,  mit  der  verlangten  Eigenschaft.  Man 
sieht  leicht  ein,  dass  diese  Raumcurve  nicht  die  einzige  ist, 
welche  der  gestellten  Bedingung  genflgt  W.  St 


C.  Pelz,     üeber  die  Focalcurven  des  Quetelet. 

Wien.  Ber.  LXXXU.  1207. 

Dieser  Aufsatz  befasst  sich  mit  dem  synthetischen  Bewräe 
einiger  von  Ghasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  ohne 
Beweis  angeführten  Sätze  ttber  die  Brennpunkte  solcher  auf 
einem  Kegel  befindlichen  Schnitte,  deren  Ebenen  durch  eine  za 
einer  Hauptebene  senkrecht  stehenden  Tangente  Ä  des  Kegels 
gelegt  werden. 

Es  wird  dargethan ,  dass  der  Ort  der  Brennpunkte  eine  Corve 
dritter  Ordnung  C,  ist,  welche  in  der  betreffenden  Hanptebene 
liegt,  durch  die  Spitze  des  Kegels  geht  und  den  Punkt  a  ent- 
hält, in  welchem  Ä  den  Kegel  berührt;  die  Curve  geht  ferner 
durch  die  unendlich  fernen  Kreispunkte,  die  Tangenten  in  ilmen 
treffen  sich  in  a,  dem  Mittelpunkte;  der  nicht  durch  a  gehende 
der  Hauptebene  angehörende  Kegelstrahl  ist  die  reelle  Asymptote. 

Drei  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

1)   Die   durch  A  gehenden  Kreisschnitte  des   Kegds    sind 
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reelL  Die  Ebenen  derselben  treffen  die  Hauptebene  in  zwe| 
Strahlen,  welche  C,  in  zwei  Punkten  m^  und  m,  berühren.  Die 
Corve  C,  erschöpft  nicht  alle  Brennpunkte  der  durch  a  gehenden 
Schnitte.  Es  kommt  noch  als  Ort  derselben  ein  Kreis  hinzu, 
dessen  Durchmesser  m,  m,  ist  und  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Hanptebene  steht. 

2)  Die  durch  A  gehenden  Ereisschnitte  sind  imaginär.  Dann 
besitzt  Cj  ein  den  Punkt  a  enthaltendes  Oval;  C,  erschöpft  alle 
gesachten  Brennpunkte. 

3)  Die  durch  A  gehenden  Kreisschnitte  fallen  zusammen. 
Der  Kegel  ist  gerade.  C,  besitzt  in  dem  Mittelpunkte  des  durch 
a  gehenden  Kreisschnittes  einen  Doppelpunkt,  dessen  Tangenten 
senkrecht  auf  einander  stehen. 

Zum  Schlüsse  wird  eine  Tangentenconstruction  flir  die  Focal- 
enrven  angegeben.  W.  St. 


Caron.      Sur    r^pure    des    27  droites   d'une  surface  du 
troisi^me  degr^,  dans  le  cas  oü  ces  droites  sont  reelles. 

BülL  8.  M.  P.  VIII.  73-74. 

Der  Verfasser  hatte  der  mathematischen  Gesellschaft  ein 
Gyps-Modell  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  ihren  27  Geraden 
Torgezeigt  und  giebt  hier,  ohne  Schlaefli  zu  citiren,  eine  Ausein- 
andersetzung der  auf  der  Bevorzugung  eines  Doppelsechsecks  be- 
nihenden  Schlaefli'schen  Bezeichnung  und  der  dadurch  erleich- 
terten Angabe  der  zehn  Geraden,  welche  jede  der  27  Geraden 
schneiden.  Der  Verfasser  ist  ftlr  die  Construction  des  Netzes 
von  einer  verticalen  Geraden  a,  und  den  flinf  a,  schneidenden 
Geraden  6,,  6„  6^,  6^,  6^  ausgegangen.  Die  oo'  Secanten  von  je 
drei  dieser  fünf  Geraden  bestimmen  ein  Hyperboloid,  welches 
ansser  a^  noch  eine  zweite  verticale  Erzeugende  besitzt,  durch 
deren  Spur  auf  einer  Horizontalebene  nun  die  horizontale  Pro- 
jeetion  jeder  Geraden  gehen  muss,  die  alle  drei  schneidet.  So 
entstehen  auf  der  Horizontalebene  zehn  Spurpunkte,  von  denen 
immer  vier  auf  der  Projection  jeder  der  5  Geraden  a,,  a,,  a^,  a^,  a^ 
liegen.    Auf  ähnliche  Weise  wird  die  Gerade  6,  bestimmt,  und 

roraebr.  d.  Math.  XII.  2.  33 
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darauf  hat  die  Auffindung  der  im  Doppelsechseek  nicht  enthalte- 
nen 15  Geraden  keine  Schwierigkeit  mehr.  Seht 


H.  J.  J.  Smith.     Od  skew  surfaces  of  the  third  order. 

Rep.  Brit.  Abb.  1880. 

C8y. 


A.  MiLiNOWSKi.      Zur   Polarentheori^    der   Curven    uod 
Flächen  dritter  Ordnung.    Borchardt  J  ixc.  136-151. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5.  A.  p.  480. 


Em.  Wetr.     Notiz  über  harmonische  Mittelpunkte  eines 

Quadrupels.    Wien.  Ber.  LXXXI.  i2ia 

Der  Verfasser  verlegt  das  zu  betrachtende  Punktsystem  auf 
eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung. 

^Es  seien  a^y  a„  a,,  a^  die  Berührungspunkte  einer  solchen 
Curve  mit  den  vier  stationären  Schmiegungsebenen;  durch  einen 
beliebigen  Punkt  y  der  Curve  lassen  sich  drei  Schmiegungsebenen 
legen,  deren  Berührungspunkte  x^,  x^,  x^  die  harmonischen  Mittel- 
punkte dritten  Grades  von  y  bezüglich  des  Quadrupels  a^ ,  o^,  o,,  a« 
darstellen'*. 

Die  Tripel  x^.x^y  x^  bilden  eine  cubische  Involution ,  deren 
Doppelpunkte  bekanntlich  die  Berührungspunkte  der  Curven  mit 
den  vier  sie  schneidenden  Tangenten  sind.  Diese  Involution  ist 
projectivisch  mit  der  einfachen  Reihe  y,  und  a,,  a,,  o^,  a^  sind  die 
der  Involution  und  der  Reihe  gemeinsamen  Punkte.  Die  vier 
Punkte  y,  x^,  x^y  x^  bilden  ein  Quadrupel  der  biquadratisohen 
Punktinvolution  dritter  Stufe,  welche  durch  die  vier  Punkte 
^p  ^9»  ^f«  ^4«  wenn  man  jeden  als  vierfaches  Element  aufibsst, 
bestimmt  erscheint.  W.  St 

C.  JuEL.      En    geometrisk  Fremstilling  af   Hovedegen- 
skaber    ved    Flader    af  f  jerde  Orden    med  Dobbelt- 

keglesnit.    Zeathen  TidBskr.  (4)  IV.  81-108,  113-181. 
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Der  Verfasser  giebt  in  dieser  Abhandlung  eine  synthetische 
Darstellnng  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt.  Eine  solche  Fläche  wird  de^ 
finirt  als  der  Ort  der  Schnittcurven  der  einander  entsprechenden 
Flächen  in  zwei  projectiven  Büscheln  von  Flächen  der  zweiten 
Ordnung  (a)  und  (/?),  welche  alle  einen  Kegelschnitt  w  gemeinsam 
haben.  Diese  Definition  giebt  sogleich  zur  Betrachtung  der  ver- 
sehiedenen  auf  der  Fläche  liegenden  Eegelschnittsysteme  Anlass, 
ebenso  zur  Untersuchung  ihrer  Schnittcurve  mit  einer  willkür- 
lichen Fläche  der  zweiten  Ordnung  durch  w.  Hier  treten  denn 
die  ftnf  Kummer'schen  Kegel  auf  —  sie  ergeben  sich  als  Enve- 
loppeflächen  der  Ebene  derjenigen  Kegelschnitte,  in  welchen  sich 
(a)  und  (ß)  ausserhalb  to  schneiden.  Hiernach  folgt  eine  Erörte- 
rung der  16  Geraden,  der  mehrfach  berührenden  Ebenen,  sowie 
der  auf  der  Fläche  liegenden  Raumcurven  der  dritten  und  vierten 
Ordnung.  Femer  wird  gezeigt,  dass  die  F^  von  Kegelschnitt- 
fliehen  berührt  werden  kann  längs  derjenigen  Raumcurven  der 
vierten  Ordnung,  welche  durch  die  Rttckkehrpunkte  der  Fläche 
geben.  Diese  ^einbeschriebenen'*  Flächen  haben  verschiedene  be- 
sondere Eigenschaften.  Berührt  z.  B.  eine  F*  eine  solche  Fläche 
längs  eines  ganzen  Kegelscbnittes ,  so  schneidet  sie  F^  in  zwei 
Raumcurven  der  vierten  Ordnung.  Eine  genauere  Betrachtung 
der  einbeschriebenen  Flächen  führt  wieder  auf  die  Kummer'schen 
Kegel. 

Der  letzte  Theil  der  Abhandlung  enthält  die  Bestimmung 
einer  Reihe  von  geometrischen  Oertem^  welche  mit  der  F^  in  enger 
Verbindung  stehen.  Mehrere  der  hier  gewonnenen  Resultate 
sind  neu  und  recht  hübsch.  Es  giebt  fünf  Systeme  von  F*  durch 
(ä,  welche  die  F^  in  je  zwei  Punkten  berühren.  Der  Ort  der 
Pole,  welche  der  Ebene  von  w  in  Bezug  auf  solche  doppelt- 
berfthrende  F*  in  einem  einzelnen  Systeme  entsprechen^  ist  eine 
r.  Nimmt  man  die  Pole  nur  in  Bezug  auf  die  Flächen  durch 
einen  gegebenen  Punkt,  so  erhält  man  nur  einen  einzigen  Kegel- 
aehnitt 

Berühren  die  Flächen  eine  feste  Ebene,  so  erhält  man  eine 
Banmcurve   der  vierten  Ordnung  und  erster  Art.     Dasselbe  ist 

33* 
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der  Fall,  wenn  die  benutzten  Flächen  eine  feste  Gerade  berühre^ 
Hieraus  ergeben  sieb  schliesslich  verschiedene  Anzahlbestiinmiingeo 
So  giebt  es  von  Eegelschnittflächen ,  welche  F*  in  ta  und  xwe 
anderen  Kegelschnitten  schneiden  und  ausserdem 

1)  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen:   10, 

2)  durch  einen  Punkt  gehen  und  eine  (Gerade  oder  Eb^ 
berühren:  20, 

3)  zwei  Gerade  oder  Ebenen  berühren:  40, 

4)  eine  Gerade  und  eine  Ebene  berühren:  40. 

Von  Eegelschnittkegeln,  welche  F*  in  to  schneiden,  in  twd 
Punkten  berühren  und  ausserdem 

1)  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  giebt  es  20, 

2)  eine  gegebene  Ebene  oder  Gerade  berühren :  40. 

Gm. 


A.  Ameseder.     Die  Regelfläche  vierten  Grades  mit  zwo 

Doppelgeraden.    Gmnert  Arch.  LXV.  73-110. 

A.    Ameseder.      Ueber    rationale    Begelflächen    viertel 

Grades.    Gmnert  Arch.  LXV.  239-287. 

Diese  beiden  umfangreichen  Studien  aber  Regelfl2ichen  vierte 
Ordnung  mit  zwei  Doppelgeraden  betreffen  eines  Theils  solcki 
Sätze,  welche  für  Regelfiächen  ttberhaupt  gültig  sind,  anderei 
Theils  solche,  welche  durch  Anwendung  bekannter  Methode 
leicht  gewonnen  werden  können.  Neue  Gesichtspunkte  and  Me 
thoden  sind  in  ihnen  nicht  enthalten.  V. 


A.  Ameseder.      Beitrag    zur  Theorie  der   Regelflächei 
vierten  Grades  mit  Doppelkegelschnitt.    Wien.  Ber.  is^ 

A.  Ameseder.    Ueber  Regelfiächen  vierten  Grades,  derei 
Erzeugende  sich  zu  Quadrupeln  gruppiren. 


Wien.  Ber.  1880. 


In  dem  ersten  dieser  Aufsätze  wird  die  Regelfläche  viole 
Ordnung  mit  Doppelkegelsqhnitt  als  Durchschnitt  eines  Ebenes 


.j 
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iflscfaels  mit  einer  projectiven  Tangentenebeneninvolution  auf 
nnem  Kegel  zweiten  Grades  constrnirt  und  ans  dieser  Erzeugung 
bre  Haapteigensehafteu  abgeleitet  In  dem  besonderen  Falle, 
Itse  die  Ebene  der  Involution  und  die  darcb  die  Axe  des  Ebenen- 
iSscbels  nnd  die  Kegelspitze  gelegte  Ebene  in  Bezug  auf  den 
tegel  Gonjugirt  sind,  entsteht  eine  Fläche,  deren  Erzeugende 
ich  za  Vierseiten  gruppiren,  deren  gegenüberliegende  Ecken  sich 
mf  dem  Doppelkegelschnitt  und  der  Doppelgeraden  befinden: 
fit  der  Untersuchung  dieser  Fläche  beschfifUgt  sich  die  zweite 
Uthandlong.  V. 


LtAQOiERK.     Theorie  g^om^trique   des  courbes  auallag- 
matiqaea,   sections   plana   de  la  cyclide.     N.  c.  U.  Vi. 

333-3&1.  402-406,  4S3-43B. 

E.  Catalan.     Sur  la  cyclide.     N.  C.  m.  vi.  439-416. 

Zusammenfassende  Darstellung  der  bekannten  Eigenschaften 
1er  Fläche,  wobei  sich  der  Verfasser  so  viel  als  möglich  dem 
lange  Ton  Dupin  anschliesst.  Mn.  (0.) 


P.  H.  ScHOüTE.  Sur  une  transformation  g^om^triquef 
d'an  Probleme  de  la  th^orie  des  enveloppes  ditea 
„Courbea   de    suret^*'    et  sa    g^näralisation.     Veial.  eaA 


Hededeel.  XV.  435-444. 

CoUignoD  hat  gefunden,  dass  die  Ellipse  die  EinbBlIangB-:;'j 
mrre  ist  von  verschiedenen  elliptischen  Bahnen  um  einen  festenj 
Punkt  nach  dem  Newton'schen  Gesetz  der  Anziehung  durch  eineii 
Punkt,  dem  eine  Geschwindigkeit  von  gegebener  Grösse,  abeJ 
verschiedener  Richtung  ertheilt  ist  Im  Zusammenhang  hiemiifl 
nntersucht  der  Verfasser  im  ersten  Theile  seiner  AbhandlungJ 
welches  die  gemeinscbafUiche  Einhüllende  der  Ellipsen  ist,  welche! 
dordilanfen  werden,  wenn  die  Anziehung  proportional  dem  Ab-I 
Mand  ifltj  auf  geometrischem  Wege  findet  er  auch  hier  eine  El- 
lipse.   Dieselbe  geht  in  eine  Parabel  aber,  wenn  die  Anziehung| 
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nach  Grösse  und  Richtung  constant  angenommen  wird,  und  ia 
eine  Hyperbel,  wenn  die  Kraft  abstossend  wirkt. 

Zurückkommend  auf  sein  zuerst  erhaltenes  Resnltat  giebt 
der  Verfasser  im  zweiten  Theile  demselben  eine  projeetivische 
Bedeutung  und  leitet  hieraus  die  Eigenschaft  ab,  dass,  wenn  zwei 
beliebige  Curven  im  Raum  nach  einander,  die  eine  aus  einem 
Punkte  der  anderen,  als  Mittelpunkt  auf  dieselbe  Ebene  projicirt 
werden,  die  Projectionen  der  einen  und  die  der  anderen  Corve  die 
nämliche  Einhttllungscurve  haben.  Hierauf  beruht  eine  Trans- 
formationsmethode,  welche  auf  Curven  vom  zweiten  und  dritten 
Grade,  die  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  angewendet  wird, 
aber  keine  Vortheile  im  Vergleich  zu  anderen  bekannten  Methoden 
bietet.  G. 


6.  Bruno.      Nota    sopra   i  tetraedri  trirettangoli  i  cui 
spigoli  sono  tutti  normali  ad  una  quadrica  data. 

Atti  di  Torino.  XV.  617-631. 

Der  Ort  der  Ecken  solcher  Tetraeder  ist  eine  Baumearve 
16^  Ordnung.  Ausgehend  von  synthetischen  Betrachtungen  ge- 
langt der  Verfasser  auf  einfache  Weise  zu  den  nämlichen  Glei- 
chungen der  fraglichen  Curve,  wie  sie  Herr  Painvin,  Nouv.  Ann. 
X.  337  f.  fand.  Schliesslich  werden  die  Ausartungen  der  Corve 
ftlr  specielle  Flächen  zweiten  Grades  untersucht.  Rg. 


G.    Abzählende  Geometrie. 
L.  Saltbl.     Conferences  de  g^om^trie  supörieure. 

M^m.  de  Bord.  (2)  IV.  1-30. 

Von  dieser  grösseren  Reihe  von  Mittheilungen  sind  die  Titel 
die  folgenden: 

1)  Betrachtungen  ttber  die  schönen  Arbeiten  der  Herren 
de  Jonquiöres  und  Chasles,  betreffend  die  Systeme  von  Conreo 
und  Flächen. 
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2)  Methode  zur  Hebung  der  Uobestimmtlieit,  welche  aus 
er  oneudliehen  Anzahl  gemeinsamer  Lftsungen  gewiaiier  Syateme 
DD  Gldohangen  hervorgeht. 

3)  Ueber  die  Formeln  von  Olaisher  und  Gayley. 

4)  Bestimmung  allw  regelmässigen  Singalaritäteo  eines 
areh  algebraische  Gleichungen  definirteu  Ortes. 

5)  Ueber  ein  mathematisches  Paradoxon. 

6)  Ueber  verschiedene  Merkmale  des  Zerfallens. 

7}  Ueber  die  allgemeine  Theorie  der  Curven  nnd  Flächen, 
nfge&Bst  als  Enveloppeu  anderer  Curven  und  Flächen. 

8)  Ueber  die  allgemeine  Theorie  von  k  Funktreihen  auf 
inem  geraden  Träger. 

9)  Ueber  die  Arbeiten  von  Poncelet  und  Chasles  Uber  die 
*iiiuipe  der  Projectivität  und  Dualität 

10)  Sor  le  principe  Arguteien. 

Sie  sollen  sieht  immer  eigentlich  Neues  enthalten,  aber  das 
'orhandene  in  einer  mehr  didaktischen  Form  bringen.  Bis  jetzt 
i^en  drei  vor. 

IMe  erste  enthält  eine  Erweiterung  des  Ghasles'schen  Cor- 
tqKindeiizprincips  fUr  h  Punktreihen  auf  einer  Geraden  in  dem 
idgenden  Satze:  „Sind  anf  einer  Geraden  h  Reihen 

d,d,...3i.,Öiitt,...d, 
gegeben,  und  ist  die  Zuordnung  derselben  derart,  dass  it— 1 
dankte  A,Aj...AtÄ(+i...A<,  der  bez.  Reihen  o«  Punkten  der  Ai 
iDtsprechen,  so  ist  die  Anzahl  der  Correspoudenzeu ,  d.  b.  die 
Sah],  welche  angiebt,  wie  oft  ein  Punkt  mit  einem  ihm  ent- 
^rechenden  zusammenfällt: 

Oi+")  +  a.+  — «*■" 

Hit  Hälfe  dieses  Satzes  wird  in  der  zweiten  Mittheiiung  die 
^Quhl  der  gemeinschaftlichen  (endlicben)  Lösungen  eines  Systems 
■Igebraischer  Gleichungen  bestimmt,  und  es  werden  aus  den  ge- 
wonnenen Resultaten  u.  A.  die  geometrischen  Folgerungen  ge- 
logen: „Wenn  die  Asymptotenkegel  dreier  Flächen  der  resp. 
Orünnagen  in,,  m,,  «i,  versohieden  sind,  so  schneiden  sie  sich  in 
»,  n,  H,  im  Endlicben  gelegenen  Punkten." 
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„Wenn  drei  Flächen  einen  Punkt  0  gemeinschaftlich  habes 
der  auf  ihnen  vielfach  von  den  Ordnungen  n^^n^Jn^  ist,  und  m 
Tangentialkegel  in  0  nicht  übereinstimmen,  so  z&hlt  derselbe  ab 
«,  «j  «5  Schnittpunkte." 

In  der  dritten  Mittheilung  wird  eine  Methode  zur  Bestimmimi 
des  Grades  eines  geometrischen  Orts  entwickelt,  welcher  dorel 
algebraische  Bedingungen  definirt  ist.  Bg« 


A.  Cayley.     On  Schubert's  method  of  the  contacts  of  i 
line  with  a  surface.    Quart.  J.  XVII.  247-258. 

Die  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  eine  Wiedergabe  von  § 
des  Schubert'schen  Werkes  „Galcul  der  abzählenden  Geometzie 
tlber  die  Goincidenzen  von  Schnittpunkten  einer  Geraden  mi 
einer  Fläche.  Die  Resultate  werden  jedoch  bisweilen  dord 
etwas  andere  Ueberlegungen  gefunden.  Anfangs  werden 
Principien  der  abzählenden  Geometrie  kurz  dargelegt  und  eini 
Fundamentalformeln  einer  kritischen  Betrachtung  nntenogea 
Wenn  nun  der  Verfasser  die  Bedeutung  derselben  beanstandet 
so  liegt  der  Grund  hierfür  in  dem  Umstände,  dass  er  die  Syml 
hole  in  etwas  anderer  Weise  benutzt,  als  es  im  Scbubert^sehe^ 
Werke  geschieht. 

Herr  Schubert  sagt  ausdrflcklich,  p.  345:  i 

^Der  Buchstabe  oder  die  Gombination  von  Buchstaben,  welch^ 
eine  unvollständige  Bedingung  bezeichnen,  haben  keinen  nnme 
rischen  Werth,  aber  f&r  eine  vollständige  Bedingung  giebt  e£ 
eine  Anzahl  von  Gebilden,  welche  die  Bedingung  befriedigen, 
und  die  Bedingung  ist  als  der  Werth  dieser  Anzahl  anzusehen.' 
Sofern  man  die  einzelnen  Elemente  willktlrlich  im  Raum  wählen 
darf,  stehen  allerdings  in  den  hervorragenden  Formeln: 

1)  i>*  =  Pg  „CalcuP  pag.  22 

2)  9*=^9e  +  gg  „  ^    23 

3)  e  =  p  +  q-^g  „  „44, 
unendlich  grosse  Werthe  auf  jeder  Seite,  und  eine  numerische| 
Bedeutung  haben  sie  dann  nicht.  Jedoch  hat  1),  wie  der  Ver- 
fasser  angiebt,    die  logische  Bedeutung,    dass  die  Lage  eines 
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Punktes  in  /wei  Ebenen  äquivalent  ist  seiner  Lage  auf  einer 
Geraden,  während  2)  und  3)  auch  eine  solche  fehlt  Schubert 
setzt  jedoch  a.  a.  0.  ausdrücklich  ftlr  die  beiden  ersten  Formeln 
zweistufige  Systeme,  flir  die  dritte  ein  einstufiges  System  voraus, 
Qod  dann  haben  alle  drei  eine  numerische  Bedeutung.  Solche 
Systeme  muss  man  sich  aus  der  Gesammtheit  der  Elemente  des 
Baumes  durch  eine  Bedingung  vorher  ausgeschieden  denken, 
wie  es  Schubert  (Galcul  pag.  20)  verlangt  Das  scheint  vom  Ver- 
fasser dbersehen  worden  zu  sein,  da  er  ebenfalls  nach  Hinzu- 
f&gong  einer  Bedingung  die  Richtigkeit  der  Formeln  anerkennt 
Als  Beispiel  betrachtet  ist  es  interessant,  wie  die  Richtigkeit  der 
Formel  3)  durch  Hinzuftlgung  der  5-fachen  Bedingung  X,  die  Ge- 
rade des  Punktpaares  gehöre  einer  Regelfläche  k^^^  Ordnung  an, 
und  die  Punkte  des  Paares  werden  auf  dieser  durch  zwei  Flächen 
der  Ordnungen  m,  -{-m^  verzeichnet,  dargethan  wird,  nämlich 
durch  den  Nachweis,  dass  jedes  der  Producte  in  der  Gleichung 

Xi  :=  Xp-\-Xq  —  Xg 
den  Werth  km^fn^  hat 

Im  Weitem  werden  die  Resultate  des  §  23  mitgetheilt  und 
einige  derselben  abgeleitet  Der  Verfasser  macht  darauf  auf- 
merksam, dass  die  Producte  der  Entwickelungen  von 

sich  als  Functionen  von  nur  vier  Bedingungen 

darstellen  lassen,  während  bei  Schubert  pag.  232  noch  die  fünfte 
Pi  Pi  9e  steht,  welche  ersichtlich  mit  p]  p\  identisch  ist  In  den 
Resultaten  wird  tlbrigens  durch  dieses  Uebersehen  kein  Fehler 
hervorgerufen,  da  auf  pag.  235  für  die  beiden  fraglichen  Symbole 
derselbe  Zahlenausdruck  gefunden  wird.  Rg. 


G.  Halphen.     Observations  sur  la  th^orie  des  caractd- 
ristiques.    Bull.  s.  m.  f.  VIII.  31-34. 

H.  Schubert.     R^ponse  aux  observations  de  M.  Halphen 
8ur  la  th^orie  des  caract^ristiques.  Bull.  S.  M.  F.  Vlll.  60-61. 
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Herr  Haipbän  wendet  sich  io  der  ersten  Note  gegen  di^ 
in  den  §§  42—44  des  „Galcnls  der  abzählenden  Geometrie'^  voi^ 
Herrn  Schubert  zuerst  mitgetheilten  Formeln  bezüglich  einer  ge^ 
raden  Punktgruppe  /,  d.  h.  n  auf  einer  Geraden  gelegenen  Ponki 
ten  Piy...pii9  indem  er  die  Ungültigkeit  jener  Formeln  i&r  zwei 
Beispiele  n  =  3  nachweist  Die  drei  Elemente  werden  der  Be- 
dingung unterworfen,  mit  einem  vierten  ein  harmonisches  System 
zu  bilden.  Auf  diese  Beispiele,  behauptet  Herr  Schubert  in  seiner 
Entgegnung,  dürfen  seine  Formeln  nicht  angewendet  werden,  da 
er  stets  in  seinem  Buche  voraussetze,  dass  durch  die  Vereinigung 
von  zwei  Elementen  keine  weitere  specielle  Lage  bedingt  werde, 
während  in  den  angeführten  Beispielen  nur  drei  Elemente  an- 
endlich nahe  liegen  könnten.  Rg. 


H.  Schubert.  Note  sur  l'^yaluation  du  nombro  des 
coniques  faisant  partie  d'un  Systeme  et  satisfaisant  ä 
une  condition  simple.    Bull  s.  M.  P.  vili.  61-62. 

Enthält  die  Bemerkung,  dass  der  Verfasser  durch  eine  Ar- 
beit Herrn  Halphön's  auf  einige  Fehler  in  dem  §  38  seines  ^Gal- 
culs"*  aufmerksam  geworden  sei,  welche  in  einer  Nichtbeacbtong 
der  Ausartung  B  (vgl.  Halphön  Glebsch  Ann.  XV.  p.  19)  ihren 
Grund  hätten.  Bg. 


H.  Schubert,      üeber    die    ein -zweideutige   Beziehung 
zwischen  den  Elementen  einstufiger  Grundgebilde. 

Borchardt  J.  LXXXVUI.  311-342. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  früheren  Publicationen  von  Storm 
(Clebsch  Ann.  I.,  VI,  X.,  XH.  und  Proc.  L.  M.  S,  VII.)  und  Hint 
(Proc.  L.  M.  S.  V.,  VI.,  VIII.)  an,  welche  die  ein-eindeutige,  also 
projectivische  Beziehung  der  Grundgebilde  behandeln.  Mit  Hülfe 
des  „Galculs  der  abzählenden  Geometrie^  lassen  sich  die  Ansahl- 
Probleme  leicht  in  der  Weise  erweitem,  dass  an  die  Stelle  der 
ein -eindeutigen  Beziehung  die  a-ß-dentige  tritt  Es  sind  in  vor- 
liegender Abhandlung  zunächst  die  Anzahlen  flir  zwei  anf  ein- 
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aeder  bezogene  ein-zweideutige  Grundgebilde  erster  Stufe  (Pankt- 
reihe,  Strahlenbüschel,  Ebeneobfischel)  bestimmt.  In  §  1  werden 
die  Gonstantenzahlen  festgesetzt  Für  die  a-/?-deutige  Beziehung 
ergiebt  sich  diese  2iahl  leicht  als  Zahl  der  Coefficienten  einer 
Gleichung,  welebe  in  Bezug  auf  ihre  zwei  Variabein  bez.  von 
den  Oraden  a,  ß  ist.  Man  kann  die  Coefficienten  in  Form  eines 
Rechtecks  von  (o  +  1)  Reihen  und  (ß  +  l)  Golonnen  ordnen 
and  findet  also  als  Anzahl 

(«  +  1)  (/^  +  1)  -  1  =  «/9  +  o  +  /». 
Sind  die  Träger  der  Gebilde  nicht  fest,  so  ist  noch  ftir  jeden 

die  Constantenzahl  der  Mannigfaltigkeit,  welcher  der  betreffende 

Träger  angehören  soll,   hinzuzuftlgen.    So  findet  man  z.  B.  fbr 

die  ein-zweideutige  Beziehung   auf  zwei   willkürlichen  Geraden 

des  Baumes  als  Constantenzahl 

4  +  4+1.2+1+2  =  13. 

Im  Allgemeinen  hat  man  auf  einem  der  beiden  Gebilde  eine 
Involution.  Es  können  jedoch  Ausartungen  eintreten;  so  kann 
L  B.  von  den  beiden  Punkten  des  einen  Gebildes  g ,  welcher 
dnem  des  anderen  g^  entspricht,  einer  fest  bleiben.  Dann  ent- 
q^richt  umgekehrt  diesem  ausgezeichneten  Punkte  die  ganze 
andere  Punktreihe  g^.  Solche  Ausartungen  werden  im  §  3  auf- 
geziUilt,  ihre  Anzahlen  in  den  §§  4—6  berechnet 

Zar  Berechnung  der  Anzahlen  ftlr  die  allgemeine  ein -zwei- 
deutige Beziehung  sind  ausser  den  entwickelten  diejenigen  der 
Projectivität  nothwendig.  Nach  einer  die  früher  angewendeten 
(?gL  die  angefahrten  Arbeiten)  an  Kürze  bedeutend  übertreffenden 
Methode  leitet  der  Verfasser  diese  Anzahlen  noch  einmal  ab  und 
wendet  sich  sodann  zu  der  allgemeinen  Aufgabe.  Die  Resultate 
der  Untersuchung  sind  tabellarisch  zusammengestellt.  Zur  Gha- 
racterisirung  der  Ergebnisse  greifen  wir  den  folgenden  Satz  her- 
aas: „Sind  dreizehn  Ebenen  und,  ihnen  einzeln  zugeordnet,  drei- 
sebn  andere  Ebenen  gegeben,  so  lassen  sich  ö320mal  zwei 
Strahlen  so  legen,  dass  die  dreizehn  Schnittpunkte  des  ersten 
Strahls  mit  der  ersten  Gruppe  von  Ebenen  und  die  dreizehn 
Schnittpunkte  des  zweiten  Strahles  mit  der  zweiten  Gruppe 
?on    Ebenen   durch    eine    ein-zweideutige   Beziehung   zwischen 
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den  Punkten   der  beiden  Strahlen  einander  zugeordnet  werden 
können." 

Es  wird  scblieBslich  auf  eine  Anzahl  von  Problemen  aafmerk- 
sam  gemacht,  welche  sich  darbieten,  wenn  man  ein-zweideutigei 
Grundgebilde  verlässt  und  Gurven,  Linienflächen  etc.  annimmt 
oder  auch  Gebilde  zweiter,  dritter  Stufe  zu  Omnde  legt  Dann 
kann  man  andererseits  auch  die  Anzahl  der  Gebilde  yergrösseml 
und  a-ß-y-dentige,  a-ß-y ...  ;i-deutige  Beziehungen  betrachten.  Die 
ein-ein-eindeutige  Beziehung  ist  vom  Verfasser  inzwischen  unter- 
sucht (vgl.  das  folgende  Referat).  Rg. 


H.   Schubert,      üeber  die   Erhaltung    des    Geschlechts 
bei  zwei-eindeutig  auf  einander  bezogenen  Plancurven. 

Clebsch  ADD.  XVI.  180-182. 

Die  kurze  Note  enthält  einen  sehr  eleganten  Beweis  des 
Riemann'schen  Satzes  von  der  Erhaltung  des  Geschlechts  p  bei! 
eindeutiger  Transformation  einer  Curve  C  in  eine  andere  C, 
welcher  einzig  und  allein  auf  dem  Chasles'schen  Correspondenz- 
principe  basirt. 

Die  beiden  Curven  werden  bez.  auf  die  Büschel  PundP*  be> 
zogen,  und  es  wird  ermittelt,  wie  oft  es  vorkommt ,  dass  zwei 
Strahlen  s  und  s'  von  Pund  P'  derartig  zusammengehören,  dass  zwei 
von  den  n  Schnittpunkten  des  Strahles  s  mit  C  zwei  solehen  von 
den  ft'  des  Strahles  8^  mit  C^  entsprechen.  Aus  der  noth wendigen ; 
Gleichheit  dieser  Zahlen,  die  man  erhält,  je  nachdem  man  das 
Chasles'sche  Princip  auf  P  oder  P'  anwendet,  ergeben  sieb  zwei 
Relationen  zwischen  der  Ordnung,  Classe  und  Anzahl  der  Rfick- 
kehrpunkte,  die  sofort  auf  die  Gleichheit  des  Geschlechts 
fuhren. 

Schliesslich  werden  noch  einige  Anzahlen  bestimmt^  wie  sie 
bei  zwei  solchen  Curven  auftreten.  Bg. 


H.    Schubert.       Ueber    dreipunktige     Berührung     von 

Curven.     Gott.  Nachr.  1880.  369-385. 
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H.   Schubert.       Anzahlgeometrische     Behandhing     des 
Dreiecks,    ciebsch  Add.  xyii.  154-212. 

Beide  Arbeiten  enthalten  die  Behandlung  von  Fragen  wesent- 
lich gleichen  Characters.  Während  in  der  ersten  jedoch  nur 
^unendlich  kleine  Dreiecke^  untersucht  werden,  treten  in  der 
Kweiten  allgemeine  Dreiecke  auf. 

Unter  einem  unendlich  kleinen  Dreieck  wird  ein  System  von 
drei  unendlich  nahen  Punkten  mit  drei  eben  solchen  Verbindungs- 
linien^ den  Seiten,  verstanden.  Als  „ausgeartet^  ist  ein  solches  Drei- 
eck zu  betrachten,  wenn  die  drei  Punkte  ausserdem  in  gerader 
Linie  liegen  oder,  dual,  die  Seiten  durch  einen  Punkt  gehen. 
Drei  consecutive  Punkte  einer  Curve  bilden  hiemach  ein  allge- 
meines unendlich  kleines  Dreieck,  wenn  daselbst  keine  Singula- 
rität vorbanden  ist,  während  Wende-  und  Rttckkehrpunkte  auf 
die  beiden  Ausartungen  führen.  Die  Bestimmung  der  Anzahlen 
fllr  die  gemeinsamen  Elemente  mehrerer  Systeme  von  unendlich 
kleinen  Dreiecken  enthält  die  Lösungen  der  Anzahlprobleme  der 
stationären  oder  dreipunktigen  Bertthrung,  wie  sie  der  Verfasser 
ftr  zwei,  drei  und  vier  Gurven  giebt,  als  SpecialiUUe  in  sich. 

Die  allgemeinen  Dreiecke  lassen  ebenfalls  Ausartungen  zu, 
oimlicb  fünf  einstufige,  welche  die  Constantenzahl  des  Gebildes 
Ton  sechs  auf  f&nf  reduciren.  Z.  B.  geht  eine  derselben,  «,  her- 
Tor,  wenn  eine  Ecke  auf  die  Gegenseite  rückt.  Ferner  giebt  es 
sieben  zweistufige  (unter  diesen  die  unendlich  kleinen  Dreiecke) 
und  zwei  dreistufige  Ausartungen.  Eine  zweistufige  Ausartung  ent- 
steht z.  B.  aus  6,  wenn  die  ausgezeichnete  Ecke  mit  einer  ihrer 
Gegenseiten  zusammenfällt,  etc.  Nun  hat  aber  Herr  Halphän, 
aosser  diesen,  besondere  Ausartungen  betrachtet,  welche  zwar 
die  Eigenschaft  einer  A-stufigen  Ausartung  besitzen,  insofern  sie 
die  Constantenzahl  des  Gebildes  um  k  erniedrigen,  aber  nicht  als 
i-stufige  betrachtet  werden  dürfen,  weil  von  ihnen  ein  t  stufiges 
System  nicht  00'"*,  sondern  oc*"  enthält,  wo  r>i  —  k  (vgl.  Proc. 
L.  M.  S.  IX.,  oder  Clebsch  Ann.  XV.).  Gegenüber  solchen 
„Halphön'schen  Systemen^  sollen  diejenigen,  welche  von  derar- 
tigen Ausartungen  frei  sind,  „gewöhnliche'^  genannt  und  allein  be- 
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trachtet  werden.  Als  Beispiele  zu  den  abgeleiteten  Fonne 
werden  Anzahlen  von  ein-  und  umschriebenen  Dreiecken  ü^ 
braischer  Gurven  bestimmt. 

§  9  enthält  eine  Anzahl  Ton  Formeln  Ober  zweimal  zwi 
punktige  Bertthrung  zweier  ebenen  Gurven,  deren  Bicbtigiu 
einen  hohen  Grad  yon  Wahrscheinlichkeit  hat,  weil  sie  in  Sf 
cialfällen  mit  einer  Reihe  von  Zeüthen  hergeleiteter  Fonne 
tibereinstimmen;  aber  die  Ableitungen  sind  nicht  strenge,  wi 
Halphin'sche  Systeme  auftreten. 

Den  Schluss  bilden  einige  Erweiterungen  der  Resultate  a 
Dreiecke  in  yariabelen  Ebenen.  Rg. 


H.   Schubert.      Bemerkung    zu    der    Bestimmang   d 
Torsallinien  einer  Begelfläche.    ciebsch  Ann.  xvii.  574 

Die  projectivische  Beziehung  zwischen  den  Tangentialebeu 
und  ihren  Bertthrungspunkten  ist  längs  einer  Torsallinie  eiij 
Regelfläche  derart,  dass  einem  ausgezeichneten  Funkte  alle  Et 
neu  und  umgekehrt,  einer  ausgezeichneten  Ebene  alle  Poni 
entsprechen:  Das  Paar  der  projecti vischen  (Gebilde  ist  ausgeait 

Ftir  die  Anzahl  solcher  ausgearteten  Paare  im  einstufig 
System,  welches  hier  durch  die  Gesammtheit  der  zugeordnet 
Elemente  auf  den  oo'  Erzeugenden  der  Regelfläche  repräsent 
wird,  giebt  der  Verfasser  in  seinem  „Calcul  der  absähleix^ 
Oeometrie'^  eine  Formel,  welche  auf  das  Torliegende  Beispiel  a 
gewendet,  zu  der  Beziehung 

T=  2(Ä  — if) 
fbhrt,  in  welcher  T  die  Anzahl  der  Torsallinien,  R  deu  Bang, 
den  Orad  der  Regelfläche  bedeuten. 

Diese  Formel  wurde  bereits  von  Sturm,  Ciebsch  Ann.  \ 
p.  255,  bewiesen.  Rg. 

Peschka.     Beitrag  zur  Theorie  der  NormaleoflSchen. 

Wien.  Ber.  LXXXI. 

Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  die  von  einer  eontiool 
liehen  einstufigen  Normalen-Schaar  gebildeten  Regelflächen  bidi 
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reniger  Beachtung  gefunden  haben,  als  sie  es  in  Anbetracht  ihrer 
Hehtigkeit  ftlr  den  Constmcteur  und  den  ausübenden  Ingenieur, 
)wie  in  Anbetracht  ihrer  theoretischen  Bedeutung  verdienen.  In 
er  Tbat  bieten  die  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers  in 
leoretischer  Beziehung  viel  Interesse  und  bilden  eine  wiehtige 
rgftnzung  der  Alteren  und  der  neueren,  namentlich  von  Sturm 
Bgesitellten  Untersuchungen  über  Normalen-Oerter. 

Der  Verfasser  betrachtet  eine  Fläche  m^  Ordnung  F  und  auf 
ir  eine  Baumcurve  L  m.m'^^^  Ordnung.  Die  in  den  Punkten 
ieser  Raumcurve  L  die  Fläche  F  berührenden  Tangentialebenen 
3den  einen  einstufigen  Ebenen -Ort,  eine  sogenannte  Develop- 
i^le,  deren  zum  Theil  bekannte  Charactere  der  Verfasser  be- 
timmt  Die  in  den  Punkten  von  L  auf  diesen  Tangentialebenen 
snkrechten  Strahlen  bilden  die  hier  eingehend  behandelte  Nor- 
talenfläcfae.    Ihr  Grad  ist  M  =  m^m'j  ihr  Rang  ist 

R  =  mm'  (3m  +  m'  —  4), 
^enn  F  keine  Doppelcurve  besitzt. 

Um  die  Zahl  der  Torsallinien  der  Normalenfläche  zu  be- 
Smmen,  beweist  Herr  Peschka  noch  einmal  den  schon  von  Sturm 
Tlebsch  Ann.  VI.)  und  dem  Referenten  (Clebsch  Ann.  XIII.)  be- 
i^enen  Satz^  dass  diese  Zahl  immer  gleich  2(R  —  M)  ist,  wo 
\  den  Rang,  M  die  Ordnung  der  Regelfläche  bedeutet.  Hiernach 
rgiebt  sich,  dass  die  Normalenfläche  2mm'{2m  +  m'  -^  4)  Tor- 
ilUnien  besitzt  Ebenso  gross  ist  daher  auch  die  Zahl  derjenigen 
[r&mmungslinien  einer  Fläche  m^'^  Ordnung,  welche  die  Schnitt- 
Brve  dieser  Fläche  mit  einer  Fläche  m'^'  Ordnung  berühren. 

Der  Umstand,  dass  die  Normalenfläche  einer  beliebigen  Fläche 
^  längs  einer  Gurve  L  identisch  ist  mit  der  Normalenfläche  der 
liehe  F  längs  der  L  umbeschriebenen  Developpabeln,  führt  den 
Verfasser  dazu,  die  zu  einer  Developpabeln  gehörigen  Normalen- 
kchen  noch  in  einigen  anderen  Fällen  zu  bestimmen.  Er  unter- 
Deht  zuerst  den  Ort  der  in  den  Punkten  der  Cuspidalkante  auf 
m  sigehörigen  Schmiegungsebenen  senkrecht  stehenden  Strah- 
RL    Für  den  Grad  des  gesuchten  Ortes  ergiebt  sich 

mm'  (3m  +  3m'  —  8), 
ro  01  und  m'  die  Ordnungen  zweier  Flächen  sind,   deren  voll- 
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Ständiger  Schnitt  die  Cuspidalkante  ist.  Hier  möchte  Beferen^ 
anfragen,  warum  der  Herr  Verfasser  die  Raumcurve  als  Schnitt 
zweier  Flächen,   also  speciell  auffasst,   da  doch  der  Grad  de« 

I 

gesuchten  Ortes  sich  immer  als  Summe  von  Ordnung  und  Classe 
der  Raumcurve  ergiebt,  wie  die  letztere  auch  erzeugt  sein  mag^ 

Bei  Gelegenheit  der  Betrachtung  der  einem  ebenen  Schniti^ 
einer  Developpabeln  zugehörigen  Normalenfläche  kommt  der  V^n 
fasser  auch  auf  die  Zahlen  fElr  Ordnung  und  Bang  der  Eyolute 
einer  beliebigen  ebenen  Gurve. 

Schliesslich  werden  die  Charactere  der  Normalenfläcbe  einer 
Developpabeln  m^''  Ordnung  it^'  Classe  längs  ihres  yollständigei^ 
Schnittes  mit  einer  beliebigen  Fläche  n^''  Ordnung  bestimmt 

Seht 


A.  Voss.     Zur  Untersuchung  der  Fläche  der  Centra. 

ClebBChAnn.  XVI.  560-571. 

Nachdem  Herr  Darboux  und  Lothar  Marcks  Ordnung  unc^ 
Classe  der  Krttmmungsmittelpunktfläche  der  punktallgemeinen 
Fläche  bestimmt  hatten,  gelang  es  Herrn  Roberts  und  Herrn 
Sturm,  diese  Zahlen  auch  in  dem  allgemeineren  Falle  abzuleiten, 
dass  die  Originalfläche  beliebige  Singularitäten  hat.  Als  sich  nnn 
Herr  Voss  bei  Gelegenheit  seiner  Arbeit  über  Singularitäten  der 
Complexe  und  Congruenzen  (Cl^sch  Ann.  VH.)  mit  einer  ana* 
lytischen  Untersuchung  auch  der  Centrafläche  beschäftigte,  ge- 
lang es  ihm,  den  Zahlen  fllr  die  Ordnung  und  Classe  derselben 
noch  einige  weitere  neue  Singularitäten -Zahlen  hinzuzuftgen. 
Diese  werden  hier  für  den  Fall  der  punktallgemeinen  Fiäehe 
analytisch  entwickelt.  Die  Centrafläche  wird  projectiT  yerallge* 
meinert  gedacht,  also  als  die  Brennfläche  des  Strahleusystems^ 
welches  aus  den  Verbindungsgeraden  der  Punkte  der  OrigiDal* 
fläche  mit  den  Polen  ihrer  Tangentialebenen  in  Bezug  anfeine 
Fläche  zweiten  Grades  besteht  Für  den  Rang  R  der  KrttmmoDgs- 
mittelpunktfläche  einer  Fläche  n^'''  Ordnung  findet  Herr  Voss  auf 

zwei  verschiedenen  Wegen  das  Resultat  6n(n— 1)'. 

Seht 
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,  C.  Malbt.     On  a  limit  to  the  number  of  curves  be- 
loDging  to  a  plane  curve  of  any  order.    Herrn.  1880. 

Die  Resultate,  zu  denen  die  Arbeit  gelangt,  sind: 

1)  Keine  nnicursale  Curve  von  einem  graden  Orade  n  hat 

lehr  als     '       — —  Spitzen. 

2)  Keine  unicursale  Curve  von   einem  ungraden  Grade  n 
ann  mehr  Spitzen  haben,  als  die  nächst  kleinere  ganze  Zahl 

3f„ 2) 

a  — ^-jj — —  •    So  können  zum  Beispiel  höchstens  sechs  von  den 

3hn  Knoten  einer  unicursalen  Sextik  Spitzen  sein,  oder  von 
eo  \h  Knoten  einer  unicursalen  Curve  siebenten  Grades  können 
icht  mehr  als  sieben  Spitzen  sein.  Csy.  (0.) 


FortKhr.  d.  MaUi.  XU.  2.  34 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  L 
Coordinaten. 

H.  Emsmann.     Zum  vieraxigen  Coordinateusystem. 

Hoffmann  Z.  XI.  253-261. 

Ausgehend  von  der  Möglichkeit  einer  vierten  Reehnungsstofe 
und  der  Existenz  vier-  und  sechsgliedriger  Axensysteme  in  der  K17- 
stallographie  sucht  der  Verfasser  durch  Analogieschlüsse  zur  Cod- 
»truction  vierdimensionaler  Gebilde  zu  gelangen.  Die  zu  diesem 
Zweck  ausgeführte  Umstttlpung  regulärer  Tetraeder  in  die  sym- 
metrische Lage  ist  aber  nur  analog  zur  Drehung  einer  Figur  um 
2ß,  wodurch  die  Figur  nach  einem  Durchgange  durch  den  drei- 
dimensionalen Raum  in  ihre  Ebene  zurttckkehri  Die  hiernach 
vom  Verfasser  construirten  „vierdimensionalen  regulären  **  Tetraeder, 
Octaeder  etc.  verdienen  diesen  Namen  schon  darum  nicht,  weil 
sie  überhaupt  keine  vierdimensionalen  Gebilde  sind.  Sie  sind 
aber  ihrer  Entstehung  nach  auch  nicht  die  dreidimensionalen  Ab- 
bildungen solcher  Gebilde,  stehen  ttberhaupt  mit  denselben  in 
keinem  Zusammenhang.  Die  ,,  Begrenzung^  des  ^vierdimensio- 
nalen^ Tetraeders  durch  vier  reguläre  Tetraeder  ist  keine  Be- 
grenzung im  allgemein  üblichen  Sinne.  Endlich  ist  ein  vieraxi^ 
Coordinatensystem  im  dreidimensionalen  Räume  kein  vierdhoen- 
sionales,  sondern  nur  die  Abbildung  eines  solchen.     Das  „recht- 
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winklige"  vieraxige  System  ist  im  dreidimensionalen  Räume  aller- 
dings anmöglich,  nicht  aber  im  vierdimensionalen.  Es  ist  daher 
snr  Durcbf&hmng  der  Analogie  nicht  nöthig,  mit  dem  Verfasser 
den  Begriff  des  rechtwinkligen  Systems  durch  den  des  gleichwink- 
ligen zn  ersetzen.  Die  sonstigen  Ausführungen  des  Aubatzes 
sind  krystallographischer  Natur.  Schg. 


Ch.  Forestier.  Sur  les  diverses  ^quations  d'une  courbe 
en  coordonn^es  polaires  par  rapport  au  m6me  pole 
et  au  m^me  axe.   M^m.  de  Toai  (5)  ii.  235. 

Eine  kurze  Note  zu  der  gleichlautenden  Arbeit,  Ober  welche 
im  Torigen  Jahrgange  berichtet  ist  (F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  478).  Um 
die  Dorchschnittspunkte  zweier  Curven  aus  den  Polargleichungen 
ZQ  erhalten,  muss  man  die  Oleichung  der  ersten  Curve  mit  jeder 
Gleichung  der  zweiten  eombiniren.  Dies  wird  zunächst  auf  zwei 
K^lschnitte  mit  einem  gemeinsamen  Brennpunkt,  dann  auf  die 
Archimedische  und  die  hyperbolische  Spirale  angewendet 

A. 


V.  Wood.    Quatemions.  Analyst  VII.  11-13,  33-38,  65-71,  121-128. 

Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten  elementaren  Sätze 
fiber  Qnatemionen.  Eine  Berichtigung  von  Herrn  W.  Woolsey 
Johnson  und  kritische  Bemerkungen  zu  der  Arbeit  von  A.  S,  Christie 
finden  sich  Analyst  VII.  52,  185-188.  GIr.  (0.) 


E.  Anthony.     Notes  on  quaternions.  Meseenger  (2)  x.  66-72. 

Beweise  ftlr  bekannte  elementare  Sätze  über  Quatemionen. 

GIr.  (0.) 

A.  Cayley.     A  geometrical  construction  relating  to  ima- 
ginary  quantities.   MesaeDger  (2)  x.  1-3. 

Die  Note  giebt  eine  Methode  zur  geometrischen  Darstellung 

34* 
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der  Wurzeln  der  Gleichung 


x—A  X — B  x—C 

wo  p,  q,  r  reelle  und  A^  B,  C  gegebene  imaginäre  Grössen  t« 
der  Form  a  -\-  bi  sind.  (Gir.  0.) 


H.  Daübrawa.  Ueber  allgemeine  Transformationssymboli 
für  Auffassung  der  plinotesseralen  Gestalten  als  tetra 
gonale  rhombische  und  hexagonale  Combinationen. 

Prag.  Ber.  1^79.  lG-30. 

Da  es  nicht  unmöglich  ist,  dass  eine  für  tesseral  gebalteiM 
Krystallform  sich  bei  genauerer  Betrachtung  als  Combination  an 
derer  Systeme  enthüllt,  so  erscheint  dem  Herrn  Verfasser  die  all 
geraeine  Losung  der  gestellten  Aufgabe  wfinscbenswerth.  Die 
selbe  kommt  mathematisch  darauf  hinaus,  eine  Pl&che,  welch 
in  einem  rechtwinkligen  Axensystem  das  Parameteryerhältiu| 
a:b:c  hat,  also    die  Ebene 

—+^+—=1 
a  ^  b   ^  c         '' 

auf  ein  anderes  Axensystem  zu  beziehen,  deissen  Axen  die  Darc^ 
Schnittskanten  der  drei  Ebenen 

öl      ^1      ^1 

f  +  f  +  f  =0, 

«2  Ö,  C, 

ÖJ      ^      ^i 

sind. 

Die  Resultate  dieser  in  mathematischer  Hinsicht  gana  d^ 
mentaren  Aufgabe  werden  nun  in  die  Sprache  der  KrystaUographic 
umgesetzt  und  auf  fünf  specielle  Aufgaben  angewendet 

A. 
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Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
N.  Gallisnkamp.    Algebraische  Analysis  und  analytische 

Geometrie.   2^  Aufl.     laerloho.  Bädeker. 

Tbeil  II  ^Analytische  Geometrie''  enthält  die  Theorie  der 
benen  schiefwinkligen  Coordinaten  und  deren  Anwendung  auf 
rerade  und  Linien  zweiten  Grades,  dann  mit  Zuziehung  der 
Hfferentialrechnung  Maxima  und  Minima,  Gontact  verschiedener 
)rdnung,  Krttmmungskreis ;  dann  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
m  Baum  mit  Anwendung  auf  die  Flächen  zweiten  Grades. 

H. 


?.  Frost.     General  expression  for  the  radius  of  curva- 
ture  in  dipolar  coordinates.   Messeoger  (2)  x.  18<21. 

Enthält  einen  Ausdruck  f\üv  die  Krümmungsradien  mit  Hülfe 
ler  partiellen  Ableitung  der  Gleichung  f(r,r*)  =  0  der  Curve. 
Specialisirt  wird  dieser  Ausdruck  für  die  Lemniscate  und  Ellipse. 

Glr.  (0.) 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 

B.  Holst.     Sur  Tapplication  d'un  principe  de  la  th^orie 
des  fonetions  a  des  recherches  purement  g^om^triques. 

BoIL  S.  M.  F.  VIIL  52-60. 

Eine  eindeutige  Function  ist  bekanntlich  eine  Gonstante, 
venu  sie  für  keinen  Werth  der  Variabelen  Null  oder  unendlich 
irird.     Daher  ist  z.  B.  das  Product 
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constant,  wenn  beständig  SmiOi  =  0,  wo  mi  die  Ordnoog  de^ 
Verschwindens  von  fi  bedeutet  Diese  Beziehung  kann  man  bd 
nutzen,  um  den  Ausdruck  eines  der  f  zu  finden,  falls  dm 
übrigen  der  Form  nach  bekannt  sind.  Angewendel  wird  die« 
Princip  auf  einige  geometrische  Fragen,  bei  denen  es  leiclit  ist| 
a  priori  das  Tollständige  System  der  Functionen  f  anzugeben; 
die  Zahlen  a  werden  in  jedem  Falle  durch  die  Gleichnngeo 
JSmiai  =  0  ermittelt.  V. 


E.  PiCARD.      Sar    une    propri^t^   des   fonetions    et   de« 
courbes  alg^briques.    0.  R  XCI.  214-217. 

Die  Coordinaten  der  rationalen  und  elliptischen  Curven  lassei 
sich  bekanntlich  als  eindeutige  Functionen  eines  Parameters  mii 
nur  polaren  Unstetigkeiten  darstellen.  Der  Verfasser  wirft  die 
Frage  auf,  ob  hierin  eine  characteristische  Eigenschaft  diesei 
Curven  liege,  und  beweist  zunächst,  dass  hyperelliptisehe  Curvei 
sich  nicht  mehr  auf  diese  Art  darstellen  lassen.  Es  wird  fema 
angedeutet,  in  welcher  Weise  der  entsprechende  Beweis  f^  al^ 
gebraische  Curven  von  höherem  Geschlecht  überhaupt  gefbhrl 
werden  könne,  doch  scheint  derselbe  wenigstens  formell,  wie  dei 
Verfasser  selbst  bemerkt,  noch  nicht  ganz  erledigt  V. 


F.  F.  RuFFiNi.     Di  alcune  singolaritk  nei  fasci  e  nelle 
reti  dl  linee  piane  algebriche.    Mem.  di  Boi.  (4)  i.  a66-4i:i 

Für  ein  p-fach  lineares  System  der  Curven  L^y  n^'  Ordnnni 
v^"  Geschlechtes  mit  gegebenen  i-fachen  Punkten  finden  bekannt- 
lich die  Gleichungen: 

^i«-|-i  =  n«+3»~2p 

statt  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  flir  Carven- 
büschel  (p  =  1)  und  Netze  (p  =  2)  die  Fälle  zu  unteraiucben,  io 
denen  sämmtliche  Curven  L„y  in  Curven  niederer  Ordnung  zer- 
fallen, von  denen  dann  eine  variabel,  die  anderen  fest  sein  wer- 
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en.  lieber  diese  Zerfällungen  wird  eine  Reihe  merkwürdiger 
"faeoreme  hergeleitet,  welche  sich  namentlich  auf  den  folgenden 
<ats  stutzen: 

Wenn  alle  Curven  eines  Büschels  Lnr  unter  den  genannten 
Voraussetzungen  aus  einer  yariabelen  Gunre  C^a  und  einer  festen 
^^srye  C«^, bestehen,  so  muss  die  erstere  durch  alle  gegebeneu 
ielfachen  Punkte  des  Büschels  und  zwar  durch  jeden  mit  einer 
lindestens  eben  so  hohen  Multiplioität,  wie  C^^  hinduroh  gehen, 
teferent  hat  sich  indessen  nicht  davon  überzeugen  können,  dass 
1er  dafttr  gegebene  Beweis  ausreichend  ist,  insofern  derselbe  sich 
uf  die  gleich  Eingangs  erwähnte  Bemerkung  stützt,  dass  bei  den 
hirven  Lny  das  Auftreten  Ton  weiteren  vielfachen  Punkten  gleich 
in  Zerfallen  derselben  bewirkt;  ein  Umstand,  der  allgemein  nur 
m  den  Curven  v  =  0  stattfindet.  V. 


1.  A.  Schwarz.      Essai   d'une   di^monstration   d'uii  th^o- 
rhme  de  g^om^trie.    LiouviUe  J.  (3)  Vi.  ill-Uö. 

Der  in  Rede  stehende  Satz  heisst:    „Die  Goordinaten  einer 

^nen  Gurve  n^  Grades,  welche  .    ;. 2  verschie- 

lene  Doppelpunkte  besitzt,  lassen  sich  rational  durch  einen  Pa- 
rameter ausdrücken  und  durch  eine  Quadratwurzel  einer  ganzen 
EHinction  dieses  Parameters  vom  flinften  oder  sechsten  Grade.'' 

Sohg. 


J.  Casby.     On  cubic  transformations.    Trans,  of  Dublin.  108O. 

Die  ausführliche  140  Quartseiten  enthaltende  Arbeit  ist  in 
acht  Capitel  getheilt.  Das  erste  Gapitel  beschäftigt  sich  haupt- 
iftchlieb  mit  einleitenden  Gegenständen.  Der  dritte  Abschnitt 
desselben  enthält  eine  Discussion  der  „drei  conjugirten  Punkte 
einer  Cubik**.  Es  ist  das  eine  Erweiterung  des  bekannten  Be- 
griffs der  ^zwei  conjugirten  Punkte  eines  Kegelschnitts^.  Er 
wird  entwickelt  aus  dem  folgenden  Fundamentaltheorem :  ,,x,  y,  z 
seien  drei  Punkte  und  U  eine  Cubik.    Wenn  dann  die  Polarlinie 
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von  y  in  Beziehung  auf  den  auf  die  Cubik  U  bezogenen  Poia^ 
kegelsehnitt  von  x  durch  z  geht,  so  wird  die  PolarKnie  voo  i 
in  Beziehung  auf  den  auf  die  Cubik  U  bezogenen  Polarkegel 
schnitt  von  y  ebenfalls  durch  a  gehen.^  Wenn  z.  B.  die  Gldehno^ 
in  der  Fonn  ai  =  0  geschrieben  wird,  so  ist  a;, .  a^  .  a«  =  0  dij 
Bedingung  daftr,  dass  die  Polarlinie  yon  y  in  Beziehong  auf  dd 
Polarkegelschnitt  yon  x  durch  z  geht.  Gilt  diese  Relation,  « 
können  die  drei  Punkte  beliebig  vertauscht  werden.  Dies^ 
Satz  umfasst  als  speciellen  Fall  den  Steiner'schen  Satz:  „Wen^ 
der  Polarkegelschnitt  eines  Punktes  x  seinen  Mittelpunkt  io  | 
hat,  so  hat  der  Polarkegelschnitt  von  y  seinen  Mittelpunkt  in  x.| 
lieber  das  System  von  drei  conjugirten  Punkten  in  Beziehong  a^ 
eine  Cubik  gilt:  „Wenn  ein  Punkt  eines  solchen  Systems  «e^ 
längs  der  Linie  im  Unendlichen  bewegt,  so  sind  die  anderei 
beiden  Punkte  so  bezogen,  dass,  wenn  einer  von  ihnen  (x)  d^ 
Mittelpunkt  des  Polarkegelschnitts  des  anderen  (y)  ist,  dann  (^ 
der  Mittelpunkt  des  Polarkegelschnitts  (x)  ist."^ 

Das  zweite  Capitel  führt  in  die  leitende  Idee  der  Arbei 
ein.  Sie  besteht  darin,  in  einer  ternären  Form  für  die  Variabefa 
gewisse  Symbole  zu  substituiren ,  welche  in  der  entwickelte^ 
Form  zu  ersetzen  sind  durch  die  Minoren  der  Hesse'schen  Detei] 
minante.  „Wenn  man  die  Minoren  der  Determinante,  welche  di^ 
Hessiana  einer  Curve  n^"^  Grades  darstellt,  durch  A^^^Ä^^,.. 
bezeichnet  und  fUr  die  Variabein  einer  ternären  Form  die  Sym 
hole  A^^  A^y  A^  substituirt,  welche  nach  Uebereinkommen  db) 
sinnbildlich  sind  (siehe  Salmon's  Algebra  p.  267  und  Clebsebi 
Theorie  der  binären  algebraischen  Formen),  während  ihre  Qu» 
drate  und  Producte  die  deutbaren  Resultate  ii,,,  i4,„  . ..  d.  h.  dk 
Minoren  der  Hessiana  geben,  so  erhält  man  ein  Resultat,  welche« 
die  Hessische  Transformation  der  Form  genannt  wird."*  Dies^ 
Transformation  ist  äusserst  fruchtbar.  Sie  fahrt  unmittelbar  »j 
mehreren  wichtigen  Resultaten.  So  ergiebt  sich  unmittelba^ 
der  Satz:  ^Die  Hessische  Transformation  eines  Punktes  an/ 
der  Hessiana  einer  Curve  ist  der  entsprechende  Punkt  auf  M\ 
Steineriana  derselben  Curve.^  Man  ist  auf  diesem  W^e  in 
Stande,  die  Gleichung  der  Steineriana  im  Fall  aller  Curven  too 
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doem  gradeD  Grade  zu  schreiben,  wenn  die  der  Hessiana  ge- 
lben ist  Im  Fall  Ton  Curven  eines  ungraden  Grades  enthält 
die  Transformation  der  Hessiana  die  Steineriana  als  einen  Factor. 
Diese  Resultate  gelten  fbr  Carven  beliebigen  Grades.  Auf  Ca- 
biks  angewendet  erhält  man  die  beiden  folgenden  Sätze  von 
grosser  Allgemeinheit:  1)  ^Wenn  eine  Gurve  von  gradem  Grade 
die  Hessiana  einer  Cubik  in  einer  Anzahl  von  Pnnkten  schnei- 
det, so  wird  die  Transformirte  der  Curve  die  Hessiana  in  den 
entsprechenden  Punkten  schneiden^.  2)  ^Wenn  eine  Curve  un- 
graden Grades  die  Hessiana  in  einer  Anzahl  von  Punkten  schnei- 
det, so  wird  die  Transformirte  dieser  Gurye  die  Hessiana  in  den 
entsprechenden  Punkten  berühren^.  Diese  Sätze  schliessen  einige 
bekannte  Eigenschaften  der  Gubiks  ein  und  führen  gleichzeitig 
m  manchen  neuen  Resultaten.  So  erhält  man  den  Cremona'schen 
:>Atz:  „Wenn  ein  Kegelschnitt  eine  Cubik  in  sechs  Punkten 
schneidet,  so  liegen  die  entsprechenden  sechs  Punkte  auf  einem 
anderen  Kegelschnitt^  Man  erhält  so  die  Gleichung  von  Cremona's 
Kegelschnitt  Im  zweiten  Abschnitt  von  Cap.  II  wird  die  „Gay- 
ley'scbe  Transformation^  eingef&hrt,  welche  in  Beziehung  auf 
Liniencoordinaten  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Hesse'sche  Trans- 
formation f&r  Punktcoordinaten.^  Hier  findet  sich  der  folgende  Satz, 
der  eine  bemerkenswerthe  Erweiterung  der  Definition  der  Gay- 
leyana  ist:  „Wenn  ein  variabler  Kegelschnitt  doppelte  Berührung 
mit  der  Hessiana  hat  und  die  Berührung  zweipunktig,  resp.  vier- 
ponktig  ist,  so  ist  die  Enveloppe  der  Bertthrungssehne  die  Gay- 
leyana.^  Der  dritte  Abschnitt  wird  von  weiteren  Anwendungen 
der  Hesse'scben  Transformationen  in  Ansprueh  genommen,  be- 
sonders auf  Eigenschaften  der  Inflexionstangenten  und  die  Kegel- 
schnitte, welche  die  Polarkegelschnitte  dieser  Linien  bilden. 

Das  dritte  Capitel  der  Abhandlung  beginnt  mit  einer  Me- 
thode, die  Gleichung  einer  dieser  Curven  niederzuschreiben,  wenn 
die  der  anderen  gegeben  ist.  Dies  nennt  der  Verfasser  die  cen- 
trale IVansformation.  Die  drei  Punkte  auf  der  Hessiana,  welche 
den  dreien  entsprechen,  in  welchen  sie  durch  die  Linie  im  Un- 
endlichen geschnitten  wird,  nehmen  einen  wichtigen  Platz  in 
dieser  Diseussion  ein.    Man  findet  in  manchen  Beweisen,   dass 
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die  centrale  Transformation  die  Wirkung  hat,  die  Curve,  welche 
durch  die  Gleichung  der  Gubik,  die  aus  den  drei  die  betr.  Punkte 
verbindenden  Linien  besteht,  transformirt  werden  soll,  zu  verviel- 
fachen. Eines  der  werthvollsten  Resultate  in  dieser  Untersuchoiig 
ist  der  in  Art.  103  aufgestellte  Satz:  „Jede  Gubik  kann  darge- 
stellt werden  als  die  Summe  der  Guben  von  vier  Linien,  deren  eine 
L  willkürlich  genommen  werden  kann,  während  die  andern  drei 
dann  als  Seiten  eines  Dreiecks  bestimmt  werden,  das  gebild^ 
wird  durch  die  Verbindung  der  Punkte  auf  der  Hessiana  der 
Gubik,  welche  den  Punkten  entsprechen,  in  denen  L  sie  schnei- 
det.^ Ein  solches  System  von  Linien  wird  mit  dem  besonderen 
Namen  des  selbstconjugirten  Vierecks  bezeichnet  und  lässt  sieh 
zugleich  als  Erweiterung  des  bekannten  conjugirten  Dreiecks  in 
Beziehung  auf  einen  Kegelschnitt  erkennen.  Aus  der  in  dieser 
Form  geschriebenen  Gleichung  der  Gubik  werden  dann  Folge- 
rungen in  dem  Schlussabschnitt  dieses  Gapitels  gezogen. 

Das  vierte  Gapitel  beschäftigt  sich  mit  der  Quartik  und  ent- 
hält eine  neue  Erzeugungsart  derselben  und  weitere  Eigenschaften. 
So  enthält  es  z.  B.  die  Gleichung  einer  Gurve  zehnter  Glasse^ 
welche  die  28  Doppeltangenten  der  Quartik  berührt. 

In  dem  iUnften  Gapitel  wird  eine  neue  Gontravariante  der 
Gubik  eingeführt,  mit  deren  Hülfe  bewiesen  wird,  dass  die 
Eigenschaften  der  Hessiana  und  Gayleyana  reciproke  sind. 
Dadurch  ist  man  im  Stande,  aus  den  bekannten  Eigen- 
schaften der  einen  Gurve  entsprechende  Eigenschaften  der  in- 
deren  Gurve  herzuleiten.  So  ist  der  Satz:  „Wenn  von  einem 
Punkt  in  der  Hessiana  ein  Büschel  von  6  Linien  nach  drei  Paar 
entsprechender  Punkte  gezogen  wird^  so  wird  der  Büschel  in  In- 
volution  sein  und  die  Enveloppe  ihrer  Doppellinien  wird  die 
Gayleyana  sein.^  aus  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gayleyana 
hergeleitet. 

Das  sechste  Gapitel  umfasst  die  Abschnitte :  Zwischenformenf 
Kegelschnitte  und  Discriminante  und  enthält  eine  reiche  Auswahl 
originellen  Stoffes. 

Das  siebente  Gapitel  enthält  Abschnitte  mit  den  Titeln  „Oor- 
responding  points^  und  „Tangentials^.   Hier  finden  sich  einCube 
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Äosdr&cke  ftkr  die  Goordinaten  eines  einem  gegebenen  Punkte 
A  eoteprechenden  Punktes  B  und  für  die  Gleichung  der  zweiten 
Linie  des  polaren  Kegelschnitts,  dessen  einer  Factor  die  Linie 
AB  ist.  Eins  der  wichtigsten  Resultate  in  dem  Abschnitt  Ober 
Tangentiale  ist  ein  einfacher  und  symmetrischer  Ausdruck  ftlr 
die  n^  Tangentiale  eines  Punktes  auf  einer  Cubik  und  die  Be- 
stimmung der  Bedingung  daf&r,  dass  ein  Punkt  mit  seiner  n^° 
Tangentialen  zusammenfällt  Speciell  findet  sich  eine  Unter- 
foehung  des  Problems,  die  Anzahl  der  Punkte  auf  einer  Cubik 
m  bestimmen,  wo  die  dritte  Tangentiale  eines  Punktes  mit  dem 
Punkte  selbst  zusammenfällt  Dies  Problem  hat  ein  gewisses 
historisehes  Interesse  durch  die  Bearbeitung  desselben  von  Salmon 
IQ  den  Proc.  of  London  und  von  Hart  in  den  Trans,  of  Dublin. 
Das  letzte  Gapitel  beschäftigt  sich  mit  verschiedenen  Sätzen, 
welche  nicht  gut  anders  untergebracht  werden  konnten.  Zu  er- 
wähnen ist  der  Satz  Art  259,  dass  die  fundamentale  Co  Variante 
sechsten  Orades  der  Cubik  (Salmon)  die  Hessiana  in  den  neun 
Punkten  berührt,  welche  den  neun  Inflexionspunkten  entsprechen, 
and  die  neue  Covariante  J,  welche  in  Art.  270-273  besprochen 
wird,  welche  vom  zwölften  Grade  ist  und  die  Hessiana  in  acht- 
zehn Punkten  berührt,  nämlich  den  neun  Inflexionspunkten  und 
den  neun  entsprechenden  Punkten.  Csy.  (0.) 


Ch.  BiEHLER.      Theorie   des  points   singuliers   dans   les 
conrbes  alg^riques.     Premiere  partie.  Nouv.  Ann.  (2)  xix. 

492-508. 

Kurze  Darstellung  des  Verlaufes  einer  algebraischen  Curve 
in  der  Kähe  eines  vielfachen  Punktes.  V. 


A.   Brill.      lieber   Singularitäten    ebener  algebraischer 
Curven  und  eine  neue  Curvenspecies.   oiebsob  Ann.  xvi. 

Nach  Cayley   kann  jede  höhere  Singularität  einer   ebenen 
algebraischen  Curve  durch  eine  gewisse  Zahl  äquivalenter  „ele- 
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mentarer^  PlttckeFsoher  Singularitäten  vertreten  werden. 
Cayley'schen  Aeqnivalenzzablen  haben  zunächst  nur  eine  fhnctionen- 
tbeoretische  Bedeutung.  So  wird  z.  B.  die  Zahl  der  Rfiekkehr- 
punkte,  die  in  eine  Singularität  entfallen,  gleich  der  Hultiplidtät 
des  Punktes,  vermindert  um  die  Zahl  seiner  cyclischen  Gnippen, 
gesetzt;  zu  erweisen  bleibt  dann,  dass  diese  Zahlen  in  den 
Plücker'schen  Gleichungen  als  Repräsentanten  ebensoviel  elemra- 
tarer  Singularitäten  auftreten.  Doch  lag  von  vornherein  die  Ten- 
denz nahe,  ihnen  die  geometrische  zuzuweisen,  dass  jede  höhere 
Singularität  in  eine  derselben  entsprechende  Gruppe  elementarer 
durch  Deformation  der  Curve  aufgelöst  werden  könne,  mit  an- 
deren Worten,  dass  jede  Curve  mit  einer  höheren  Singularität 
in  eine  von  gleicher  Glasse,  Ordnung  und  Geschlecht  deformirt 
werden  könne,  deren  elementare  Singularitäten  den  Cayley'schen 
Formeln  entsprechen  und  durch  Aufhebung  der  Deformation  in 
die  gegebenen  Obergehen. 

Mit  dieser  auch  schon  von  anderer  Seite  bezeichneten  Frage- 
stellung beschäftigt  sich  die  vorliegende  Arbeit.  Da  in  der  Nähe 
jeder  singulären  Stelle  die  Curve  mit  beliebiger  Annäherung  durch 
ein  System  rationaler  Curven,  resp.  eine  einzige  ersetzt  werden 
kann  (die  Berechtigung  dieser  oft  benutzten  Schlussweise  fftr  die 
in  Rede  stehenden  algebraischen  Untersuchungen  wird  sorgfältig 
erörtert)  so  wird  man  die  Untersuchung  Über  den  Einfluss  solcher 
Deformationen  auf  die  Vorgänge  bei  rationalen  Curven  be- 
schränken dürfen.  £s  zeigt  sich  nun,  dass  in  der  Tbat  immer 
die  Deformation  so  ausgeführt  werden  kann,  dass  bei  ungeänd^- 
ter  Ordnung,  Classe  und  Geschlecht  an  Stelle  der  höheren  Sin- 
gularitäten die  äquivalenten  elementaren  aufltreten. 

Die  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Aeqnivalenzzablen  läofi 
demnach  darauf  hinaus,  dieselben  für  gewisse  rationale  Curven 
zu  ermitteln. 

Der  Verfasser  führt  dieses  Problem  indessen  nicht  an  den 
speciellen  rationalen  Curven  aus,  welche  einen  oder  mehrere 
unicursale  Zweige  vertreten  können,  sondern  an  einer  allgeniei- 
neren  Classe,  den  „rational  ganzen^  Curven.  Diese  besitzen  in- 
sofern ein  selbständiges  Interesse,  als  bei  ihnen  algebraische 
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ÜDtersacbuDgen,  die  im  allgemeiDen  nicht  mehr  explicite  ausftlhr- 
hsr  sehedneD)  eine  übersichtliche  Gestalt  gewinnen;  sie  sind  da- 
dareh  ausgezeichnet,  dass  ihre  cartesischen  Punkt-  und  Linien- 
eoordinaten  x,  y\  u,  o  sich  als  ganze  rationale  Functionen  eines 
Parameters  X  in  folgender  Weise  ausdrücken  lassen: 

X  :=  J qdlj     u  =  /(odX, 

y  =  /uQdX,    V  =  /xtodXy 

wo  Qj  w  rationale  ganze  Functionen  sind,  die  bis  auf  einen  con- 
^nten  Factor  durch  die  im  Endlichen  gelegenen  Rttckkehr- 
punkte  und  Inflexionspunkte  bestimmt  sind.  Die  Aequivalenzen 
für  Rückkehrpunkte  und  Wendetangenten,  die  an  einen  singulären 
Punkte  etwa  x  =  Oj  y  =  0,  entfallen,  sind  leicht  zu  bestimmen; 
fbr  die  Doppelpunkte  resp.  tangenten  wird  eine  genauere  Unter- 
raehnng  der  bezüglichen  Doppeldiscriminante  nöthig,  bei  welcher 
Gelegenheit  gezeigt  wird,  dass  diese  beiden  Discriminanten  aus 
je  f&nf  mit  bestimmter  Multiplicität  auftretenden  Factoren  be- 
stehen, deren  jeder  eine  leicht  zu  erkennende  geometrische  Be- 
deutung besitzt.  Gleichzeitig  ergiebt  sich  auch  eine  solche  für 
gewirae  in  die  Zahl  der  Doppelpunkte  eingehende  characte- 
rigtiscbe  Zahlen,  deren  Wichtigkeit  als  „kritische^  Exponenten 
bei  der  functionen-theoretischen  Untersuchung  der  Aequivalenzen 
zuerst  von  Herrn  H.  J.  S.  Smith  hervorgehoben  wurde.  Als  eine 
interessante  Consequenz  der  in  der  Abhandlung  des  Herrn  Brill 
entwickelten  Betrachtungen  ist  noch  zu  bezeichnen,  dass,  wie  auch 
eine  gegebene  Curve  in  eine  „äquivalente^  deformirt  werden  mag, 
eine  aus  der  Zahl  der  reellen  Rückkehr-  und  Wendepunkte,  der 
isolirten  Doppeltangenten  und  Doppelpunkte  zusammengesetzte 
Zahl,  welche  als  Realitätsindex  der  Singularität  bezeichnet  wird, 
Dngeändert  bleibt.  V. 


C.  Le  Paige.      Sur  la   repr^sentation   gdom^trique    des 
covariants  d'une  forme  biquadratique.    Boll.  de  Belg.  (2)  L. 

115-121. 

Mn. 
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A.  Db  Saint -Gbrmain.      Des   courbes  alg^briques  qni 
ont  plusieurs  axes  de  sym^trie.  Nony.  Ann.  (2)  xix.  350-356- 

Da  die  Gleichung  jeder  algebraischen  Curve  m^  Ordnung 
in  Polarcoordinaten  in  die  Form: 


m 


2  (JPy  cosycü  +  Qy  im  Via)  =  0 

u 

gebracht  werden  kann,  so  ergiebt  sich  leicht  als  Gleichung  einer 
Curve,  welche  (x  Symmetrieaxen  besitzt: 

i*o  +  ^f*  cos^ucD  +  Pif,  cos  2iu«o  -| =  0. 

Der  Verfasser  beschreibt  den  gestaltlichen  Verlauf  di^er 
Gurren  in  dem  Falle  ^  =  m  und  giebt  eine  Methode  an ,  nach 
welcher  die  Brennpunkte  einer  solchen  Curve  bestimmt  werden 
können.  V. 


F.  Franklin.     Note  bn  the  intersection   of  two  curves. 

Am.  J.  III.  192. 

Beweis  des  bekannten  Satzes:  „Liegen  von  den  m.n Schnitt- 
punkten von  zwei  Curven  C»  und  C«  np  auf  einer  Cp,  so  lässt  sich 
durch  die  (m—p)n  übrigen  eine  Cm-p  legen.  Vgl.  Cajley,  Cam- 
bridge und  Dublin  Math.  J.  Ili.  1843.  p.  271;  Cremona,  Höhere 
ebene  Curven  Art.  44.  V. 


G.  Grüss.     üeber  Beziehungen  zwischen  mehreren  pro- 
jectivischen  Curvenbttscheln  und  deren  Erzeugnissen. 

Prag.  Her.  1879.  287-292. 

Aufsteigend  von  der  Betrachtung  mehrerer  Curvenbttscbel 
der  niedrigsten  Ordnungen  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  folgen- 
den  allgemeinen  Satze:  ^Die  beiden  durch  zwei  CnrvenbQsehel 
n*«'  Ordnung  und  ein  Curvenbttschel  m^'  Ordnung  erzeugten 
Curven  (m +  «)**'  Ordnung  bestimmen  ein  Büschel,  dessen 
Curven  durch  das  Curvenbüschel  m^  Ordnung  und  diejenigen 
Curvenbüschel  n'^  Ordnung  erzeugt  werden,  deren  Basispunkt- 
gruppen  auf  einer  Curve  2«**'  Ordnung  liegen." 

In  dieser  Allgemeinheit  ausgesprochen  ist  der  Satz  jedoch 


-n 
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mdit  richtig,  gilt  vielmehr  nar  dann,  wenn 

2m  — 11^3 
ist    Da  sich  ein  Beweis  nicht  vorfindet,   möge  hier  ein  solcher 
mitgetheilt  werden. 

Fassen  wir  die  beiden  Curven  Cm+n  als  Basiscnrven  eines 
Bflschels  anf,  so  schneiden  sich  sämmtliche  Curven  desselben 
ausser  in  den  m'  Basispnnkten  des  Büschels  m^'  Ordnung  noch 
in  (m+  ii)' — m*  =:n(2  +  n)  weiteren  Punkten.  Es  sind  nun,  wie 
leicht  zu  sehen,  die  beiden  Büschel  n^  Ordnung  ebenfalls  pro- 
jeetivisch  aufeinander  bezogen  und  zwar  so,  dass  zwei  Curven 
durch  einen  und  denselben  der  n  (2m  -f  n)  Schnittpunkte  einander 
entsprechen.  Diese  Punkte  liegen  also  auf  den  C?«,  welche  die 
beiden  Büschel  erzeugen.  Nimmt  man  jetzt  zwei  andere  Cm-^-i 
des  Büschels,  so  erzeugen  zwei  ihnen  zugeordnete  Büschel  ft* 
Ordnung  ebenfalls  eine  Cjb.,  welche  durch  dieselben  f}(2m-|-it) 
Punkte  geht  Ist  also  diese  Anzahl  zur  Bestimmung  einer  C?« 
hinreichend,  so  ist  der  Satz  richtig,  denn  dann  fallen  die  beiden 
C^  (und  also  alle  C?«)  zusammen  und  die  Bedingung  hierfnr  ist 
demnach: 

2m  — 11^3, 

wie  behauptet  wurde.  Die  Fälle,  in  denen  die  gemeinschaftlichen 
n(^2m+h)  Punkte  dem  Schnittpunktsystem  zweier  dn  angehören, 
sind  selbstverständlich  noch  besonders  auszuschliessen. 

Dass  m  der  That  die  verschiedenen  C2n  nicht  zusammenzu- 
fallen brauchen,  zeigt  das  Beispiel  m  =  n=  ].  Hier  kann  man 
jeden  Punkt  eines  Kegelschnitts  des  erzeugten  Büschels  zum 
Basispankt  eines  Büschels  nehmen. 

Aber  aueh  bei  höheren  Curven,  wo  die  Lage  der  Basispunkte 
Hiebt  mehr  vollkommen  willkürlich  ist,  ist  man  nicht  an  eine 
Car?e  gebunden.  Sei  nämlich  m  =  ],  n  =  2,  so  giebt  es  ein 
Bfisehel  von  C,,  und  die  vier  Basispunkte  der  erzeugenden  Kegel- 
lehnittbflschel  müssten  einer  und  derselben  C^  angehören.  Ist  nun 
C^  eine  bestimmte  Cnrve  des  Büschels,  so  lege  man  durch  das 
Centrum  S  des  Büschels  erster  Ordnung  einen  beliebigen  Strahl, 
welehen  die  C,    noch   in   zwei  Ponkten  A,  B   schneiden    möge. 
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Wir  zeigeo  nun,  dass  ein  beliebiger  durch  A^  B  gehender  Kegel 
schnitt  als  einem  Büschel  angehörig  betrachtet  werden  kann 
welcher  mit  S  die  C,  erzeugt.  Sind  nämlich  CDEF  die  viei 
weiteren  Schnittpunkte  dieses  Kegelschnitts,  so  ist  S  der  diesen 
gegenüberliegende  Punkt,  woraus  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
folgt.  Drei  der  vier  Basispunkte  des  gewonnenen  Bfischels  sind 
nun  vollständig  willkürlich,  brauchen  also  insbesondere  nicht  aoi 
der  C^  zu  liegen. 

Für  m  =  2,  n  =  1  hingegen  erhält  man  2m  —  n  =  3 ;  es  folgl 
der  (also  richtige)  Plücker'sche  Satz  (Algebr.  Curven  p.  56): 
„Der  durch  fünf  von  den  neun  Schnittpunkten  zweier  C,  gebende 
Kegelschnitt  geht  durch  die  zwei  Punkte,  welche  den  übrigen 
vier  Schnittpunkten  gegenüber  liegen'',  welchen  Säte  auch  der 
Verfasser  in  etwas  veränderter  Form  mittheilt 

Die  Arbeit  schliesst  mit  dem  Satze:  „Der  Ort  der  beweg- 
lichen Basispunktgruppen  der  in  einem  Curvensystem  n^  Ord- 
nung mit  k  gemeinschaftlichen  Basispunkten  enthaltenen  Curven- 
büschel,  die  mit  einem  festen  Curvenbüschel  m^^  Ordnung  ein 
Gurvenbüschel  (n-f  ^**0  Ordnung  erzeugen,  ist  eine  Curve  2n^ 
Ordnung  mit  den  k  gemeinschaftlichen  Basispunkten  als  Doppel- 
punkten.'' 

Auch  dieser  ist  nicht  allgemein  bewiesen  und  bedarf  höchst 
wahrscheinlich  ebenfalls  einer  Präcisirung.  Rg. 


Em.  Weyr.      üeber    eine    recurrente    Formel    zur   Her- 
stellung   von    Involutionsgleichungen.     Casopis  IX.  279. 

(BöbmiBcb). 

Aus  der  bekannten  Gleichung  der  Involution  n^  Grades 

f(x)  —  yq>(x)  =  0 
folgt  zunächst 

/*(«?,)  -  yyC«,)  =  0, 
wo  X,  x^  zwei  derselben  Gruppe  zugewiesene  Elemente  sind.  Wird 
y  eliminirt,   so  erhält  man  nach  Beseitigung  des  gemeinschaft- 
lichen Factors  Qc — a?,) 

Uu  =  \ff(xx,)=^0 
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ah  iDTolutioDBgleichuDgy  die  in  rekurrenter  Form  lautet: 

wahrend  unabhängig  zu  gelten  hat 

woi)ei  Binet's  kurze  Determinantenbezeiehnung  verwendet  wird. 

Std. 


J.  BosANES.     Zur  Theorie  der  Kegelschnitte.  ciebschAnD. 

XVII.  21-31. 

Drei  Kegelschnitte,  in  deren  Netz  keine  Doppelgerade  auf- 
tritt, lassen  sich  nach  Hermite  auf  eine  Art  als  Polaren  einer  C, 
betrachten.  Das  zugehörige  Poldreieck  ist  durch  lineare  Glei- 
changen  bestinunt  Ausser  diesem  giebt  es  aber,  wie  Herr 
Rosanes  bemerkt,  zwei  andere  Dreiecke,  deren  Ecken  eben- 
falls durch  diese  Gleichungen  bestimmt  sind.  Diese  drei  „Haupt- 
dreieeke'^  besitzen  eine  Reihe  interessanter  Beziehungen,  von  denen 
aar  folgende  hervorgehoben  werden  mögen:  „Die  neun  Ecken 
der  Hauptdreiecke  lassen  sich  als  Eckpunkte  dreier  Dreiecke 
ansehen,  welche  zu  je  zweien  in  Bezug  auf  einen  der  Kegel- 
sehnig  conjugirt  sind.^  Und  umgekehrt:  „Lassen  neun  Punkte 
sieh  in  einer  bestimmten  Weise  als  Ecken  von  Dreiecken  be- 
trachten, die  paarweise  perspectivisch  liegen,  so  giebt  es  ein 
System  von  Kegelschnitten,  in  Bezug  auf  welches  jene  Punkte 
sieh  zu  drei  Hauptdreiecken  gruppiren.^  V. 


F.  FoLiM  et  C.  Le  Paigb.     Memoire  sur  las  courbes  du 
troisi^me  ordre.    Premiere  partie.  M6m.  de  Belg.  4«.  XLiii. 

Capitel  1.  Untersuchung  von  drei  Punktreihen,  die  auf 
einer  Geraden  liegen,  mit  Coordinaten,  welche  untereinander 
doreb  eine  tri  lineare  Relation  f=0  verbunden  sind,  indem  man 
zunächst  die  Covarianten  von  f  sucht  Die  Verfasser  erläutern 
sodann  die  geometrische  Interpretation   dieser  Covarianten  und 

Portachr.  d.  Math.  XII.  t,  35 
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weisen  sodann  die  Existenz  von  Doppelpunkten  in  den  Ponkt- 
reihen  nach,  die  sie  Homograpbie  dritter  Ordnung  und  dritter 
Classe  nennen. 

Cap.  2.  Untersuebung  der  Involutionen  dritter  Ordnung, 
welche  im  Zusammenhang  stehen  mit  der  Untersuchung  der  im 
ersten  Capitel  auseinander  gesetzten  Homograpbie  und  mit  der 
gewisser  absoluter  Invarianten,  die  anbarmonisehe  Verbältnisse 
dritter  Ordnung  sind. 

Gap.  3.  Untersuebung  des  anbarmoniseben  Verhältnisses 
dritter  Ordnung.  Damit  bezeichnen  die  Verfasser  den  Quotienten 
aus  dem  Produet  von  drei  Differenzen  zwischen  den  sechs  Wur- 
zeln einer  Gleichung  secbsten  Grades  durcb  das  Produet  der 
drei  anderen  Differenzen.  Die  ftinfzehn  Prodncte  der  Differenzen 
dieser  Art  können  ausgedrückt  werden  durcb  vier  solcher  Diffe- 
renzen und  die  210  anbarmoniseben  Verhältnisse  durch  drei 
Die  Verfasser  bestimmen  femer  die  Gleichung,  welche  die  fünf- 
zehn Producte  zu  Wurzeln  bat,  und  untersuchen  die  Discrimi- 
nante  derselben,  welche  bemerkenswerthe  Eigenscbaften  beotzt 
Die  Gleichung,  welche  die  210  anbarmoniseben  Verhältnisse  za 
Wurzeln  hat,  ist  nur  vom  120^°  Grade,  weil  90  unter  diesen 
Verhältnissen  solche  erster  oder  zweiter  Ordnung  sind. 

Die  Arbeit  scbliesst  mit  vermutblich  fragmentarischen  Be- 
trachtungen über  die  harmonischen  conjugirten  Punkte,  welche 
durcb  die  sechs  Wurzeln  einer  Gleichung  secbsten  Grades  darge- 
stellt werden.  Mn.  (O.) 


F.  Folie  ,   E.  Catalan  ,  J.  M.  de  Tilly.     Rapports  sur 
un  memoire  de  M.  Saltel.    Bull,  de  Beig.  (2)  XLix.  149-171. 

Discussion   über  das  Princip   der  BOschei  der  Herrn  Folie 
und  Le  Paige  (siehe  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  399  and  461). 

Mn.  (0.) 

Em.  Weyr.     Remarque  sur  Texistence  de  T^volution  dans 
las  courbes  du  troisifeme  et  du  quatrifeme  ordre. 

Bull,  de  Belg.  (2)  XLIX.  7-8. 


Capitel  2.    Aoalytische  Geometrie  der  Ebene.  547 

Drei  Punkte  einer  ebenen  rationalen  Gurve  dritter  Ordnung, 
die  in  gerader  Linie  liegen,  und  ihre  tangentialen  Punkte  sind 
sechs  Punkte  in  Evolution  auf  der  Gurve.  Mn.  (0.) 


A.  Brill.     üeber  die  Wendepunkte  der  Curven  vierter 
Ordnung  mit  Doppelpunkten.    Clebach  Ann.  xvil.  103-106, 

517-523. 

FOr  eine  Gurve  mit  Doppelpunkten  wird  es  möglich  sein 
können,  statt  der  Hesse'schen  Gurve  Gurven  niederer  Ordnung 
anzugeben,  welche  die  Wendepunkte  ausschneiden.  So  liegen 
L  B.  die  Wendepunkte  einer  C^  mit  einem  Doppelpunkte  auf 
einer  C^,  die  der  C^  mit  zwei  Doppelpunkten  werden  durch  ein 
Netz  von  Gurven  vierter  Ordnung  ausgeschnitten.  Die  Beweise 
hierftar  ergeben  sich  durch  eine  geschickte  Verwendung  des  von 
Herrn  Nöther  zuerst  streng  bewiesenen  Theorems  ttber  rationale 
ganze  Functionen,  welches  zugleich  die  Darstellung  der  gesuchten 
Curven  liefert  V. 


J.  Fretberg.     Die  Gleichung  für  die  Berührungspunkte 
der  Doppeltangenten  der  Curve  vierter  Ordnung. 

Olebacb  Ann.  XYII.  329-332. 

Die  von  Hesse  gegebene  Bestimmung  der  Gurve  vierzehnter 
Ordnung,  welche  durch  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten 
der  C^  geht,  wird  hier  direct  mit  Hülfe  symbolischer  Rechnungen 
ausgeführt  und  so  in  sehr  einfacher  Weise  dieselbe  Form  ge- 
funden, in  welche  bereits  Herr  Dersch  (Glebsch  Ann.  VIT.  S.  504, 
8.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  415),  von  der  Doppeltangentencurve  der 
C^  ausgehend,  die  Hesse'sche  Gleichung  gebracht  hatte.        V. 


G.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 
E.  Hain.    Zur  Construction  symmetrischer  Punktsysteme. 

Grnnert  Arch.  LXIV.  398-406. 
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Mit  Hülfe  trimetriscber  Panktcoordinaten  werden  yenehiedi 
geometrische  Sätze,  die  ein  Dreieck  betreffen,  hergeleitet.  ' 
Characterisirung  dieser  Sätze  sei  der  folgende  angef&hrt: 

„Wenn  man  in  den  Schnittpunkten  der  inneren  Winkelt 
birenden  eines  Dreiecks  mit  dessen  Seiten  Lothe  errichtet,  i 
auf  diesen  entweder  nur  nach  Aussen  oder  nach  Innen  von  < 
Fusspunkten  aus  Stücke  proportional  den  Dreiecksseiten  a 
trägt,  so  bilden  die  andern  Endpunkte  Dreiecke,  deren  Sehw 
punkte  zusammenfallen."  Blx. 


1).  J,  KoRTEWEG.  Oplossingen  der  vraagstukken ,  toc 
körnende  in  ^Briot  et  ßouquet,  Le9on8  de  g4omiu 
analytique^,  Reeks  I-V.  benevens  een  gelyk  aant 
vraagstukken  ber  vefening.   2*  drnk.    Hertogenborch.  w. 

van  HensdeD. 

In  diesem  Werk  werden  die  Auflösungen  der  (llnf  erst 
Reihen  von  Aufgaben  gegeben,  welche  in  dem  französischen  Lei 
buch  der  analytischen  Geometrie  von  Briot  und  Bouquet  ti 
kommen.  Die  Absiebt  des  Verfassers  ist,  bei  einiger  E^rmontemj 
auch  die  Lösungen  der  übrigen  Aufgaben  des  Lehrbuchs  za  gebe 
Eine  neue  Reihe  von  Aufgaben  ohne  Auflösung  wird  jedem  Capi( 
zugefügt.  Von  den  behandelten  Aufgaben  werden  oft  zwei  od 
drei  Lösungen  mitgetheilt,  wobei  von  möglichst  verschiedeiu 
Methoden  Oebrauch  gemacht  wird.  G. 


H.  Hart.     On   the  criteria  for  determining   the  natui 
of  a   conic  represented  by   the   general   equatiou  i 

areal   COOrdinates.    Messenger  (2)  X.  90-92. 

Der  Verfasser  stellt  die  Bedingungen  auf,  welche  erflü 
werden  müssen,  damit  die  allgemeine  Gleichung  in  PUlcbeneooj 
dinaten 

«'^'  +  ^y'  +  tt^*'  +  2u'yz  +  21/^?  +  2w'xfi  =  0 
eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstelle.    Die  Bedingung 
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rden  auch  geometrisch  untersucht.    Ist 

v+w  —  2u'  =  2^j  fr  +  tt~2o'  =  2i/*,  ii +r~2fr' =  2?', 

»ichueo  $,  rj,  ^  die  Flächencoordinaten  eines  Punktes  P  und 
E,  F  die  Mittelpunkte  der  Seiten  des  zu  Grunde  gelegten 
Biecks,  80  \At  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder 
rabel,  je  nachdem  P  innerhalb,  ausserhalb  oder  auf  dem  Um- 
ig  des  Beziehnngsdreiecks  liegt,  und  eine  rechtwinklige  Hyper- 
!,  wenn  P  auf  dem  Kreise  liegt,  dem  das  Dreieck  selbst  con- 
[irt  ist  Glr.  (0.) 


W.  Genese.  On  tbe  eqnation  to  the  real  and  to  the 
imaginary  directrices  aud  latera  recta  of  the  general 
conic  ax^  +  by*  +  2hxy  +  2^0?  +  2/y  +  c  =  0 ;  with  a  note 
on  a  property  of  the  director  circle.  Rep.  Brit.  Ass.  1880. 

Wenn  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  mit  ti  =  0  bezeichnet 
id,  und  X  eine  Wurzel  der  Gleichung 

\f  80  ist,  wie  bewiesen  wird, 

t  Gleichung  der  Directrices.  Csy.  (0.) 


f.  JuKG.     Beitrag  zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

GMopis  IX.  71.  (Böhmisch.) 

Enthält  Untersuchungen  über  Degenerirung  der  Kegelschnitts- 
Irren,  welche  durch  Anwendung  von  Determinanten  und  von 
Bpin's  Prineip  instructiv  sind.  Std. 


.  Taylor.     Tangential  ooordinates.   Messeoger  (2)  x.  13-14. 

Mit  Htllfe  der  Methode  der  tangentialen  Coordinaten  werden 
emerkungen  mitgetheilt  aber  eine  allgemeine  Eigenschaft  der 
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KegelscbnitttaDgenten,  die  von  Newton  bewiesen,  und  ttber  eieai 
speciellen  Fall,  der  nachträglich  von  Lambert  bewiesen  ist. 

Glr.  (0.) 


E.  Hain.    Neue  Herleitung  der  Kreistangentengleichungi 

QninertArch.  LXV.  112. 

Die  Gleichung  einer  Tangente  des  Kreises 

wird  hier  hergeleitet,  indem  zuvor  ein  anderer  Kreis 

mit  in  die  Betrachtung  kommt.  Es  wird  dann  zunächst  die  Ba- 
dicalaxe  (Chordale)  beider  Kreise  durch  eine  Gleichung  darge- 
stellt. Lässt  man  nun  den  zweiten  Kreis  in  einen  Punkt  (sein  Cen^ 
trum)  degeneriren,  und  nimmt  man  weiter  an,  dass  dieses  Centrum 
ein  Punkt  des  ersten  Kreises  ist,  so  geht  die  Gleichung  der  Ba- 
dicalaxe  in  die  einer  Tangente  des  ersten  Kreises  tlber. 

Hz. 


G.  Dostor.  Lieu  des  centres  des  cercles  tangents  iu- 
t^rieurement  h  un  demi-cercle,  et  exterieurement  aox 
deux  demi-cercles ,  qui  ont  pour  diam^tres  las  deux 
Segments  du  diamfetre  du  prämier  demi-cercle. 

QraDert  Arch.  LXVI.  17-24. 

Der  in  der  Ueberschrift  angegebene  Gegenstand  wird  in 
elementarer  und  leicht  verständlicher  Weise  bebandelt.  Sind  2a 
der  Durchmesser  des  grössten,  26  und  2c  die  Durchmesser  der 
beiden  kleineren  Halbkreise,  und  somit  der  Voraussetzung  nach 
b-\-c  =  ay  so  ist  der  Badius  z  des  die  drei  Halbkreise  berOhren- 
den  Kreises 

abc 
a  —bc 

Es  wird  dann  der  Durchmesser  2a  zur  X-Axe  und  die  Mitte 
auf  2a  zum  Anfangspunkt  rechtwinkliger  Coordinaten  gemacht 
Sind  dann  (x,  y)  die  Coordinaten  eines  Punktes  P,  welcher  Mittel- 
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ponkt  eines  die  drei  Halbkreise  berührenden  Kreises  ist,  so  wird 

_        2abc  _     o*(6— c) 

*""      a'-bc     '     ^^      a'^bc 

(wobei  ein  Druckfehler  in  der  Arbeit  beseitigt  ist). 

Non  führt  die  Elimination  von  6  und  c  aus  diesen  beiden 
Gleichungen  und  derjenigen  6  +  c  =  a  zu  der  Gleichung  des 
gesuchten  Ortes 

4x*  +  3y'  +  4ay  —  4a*  =  0. 

Dieser  wird  weiter  discutirt,  nnd  dann  werden  noch  einige 
Zosätze  gemacht  Mz. 


Weill.     Sur  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois 
normales  abaiss^es  d'un  point  de  l'ellipse  sur  la  courbe. 

Nooir.  Aon.  (2)   XIX.  60-62. 

Mit  den  Hülfsmitteln  der  analytischen  Geometrie  wird  zuerst 
die  Gleichung  des  Kreises  gefunden,  der  durch  die  Fusspunkte 
der  drei  Normalen  zur  Ellipse  o*y'  +  6'a?'  =  o'6'  geht,  die  sich 
Yon  einem  Ellipsenpunkte  (ß;^y^),  abgesehen  von  der  Normale 
in  diesem  Punkte  selbst,  ziehen  lassen.  Hierbei  wird  der  Satz 
angewandt,  dass  dieser  Kreis  auch  durch  den  Punkt  mit  den 
Coordinaten  —x^,  —  y,  gehen  niuss.  Die  Gleichung  dieses 
Kreises  lautet  (nach  Beseitigung  eines  Druckfehlers  in  der 
Arbeit) 

Sein  Mittelpunkt  beschreibt  eine  Ellipse,  während  sich  der  Punkt 
(^i^i)  ^^f  der  gegebenen  Ellipse  fortbewegt;  auch  trifft  dieser 
Kreis  den  andern  Kreis,  auf  welchem  alle  Punkte  liegen,  von 
denen  zu  einer  senkrechte  Tangenten  an  die  Ellipse  gehen,  in  den 
Endpunkten  eines  Durchmessers  dieses  zweiten  Kreises. 

Weiter  wird  das  Centrum  der  mittleren  Entfernungen  der 
Punkte  (x^y^i  (^stfa)»  i^Ay^)'^  (Normalenfusspunhte  von  Normalen 
aus  («ly,)  an  die  Ellipsen)  bestimmt,  ferner  der  Ort  dieses  Gen- 
tnuus,  wenn  Qß^y^)  auf  der  Ellipse  sich  verändert;  und  endlich 
wird  der  Höhenschnitt    des   Dreiecks   gesucht,    dessen  Ecken 
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(^tVa)'  {^9 Vi)}  i^^Vi)}  und  der  Ort  dieses  HöheDSchDittes,  wih 
rend  (x^yj  die  Ellipse  durehläuft.  Mz. 


A.  BöRSCH.  Die  einem  Dreieck  iimschriebene  WHifm 
kleinsten  Inhalts  und  das  einem  Tetraeder  umschriebeni 
EUipsoid  kleinsten  Volumens.    Schiomiich  z.  xxv.  d9-6i 

Die  Aufgabe  wird  nach  der  allgemeinen  Methode  behaaddi 
welche  die  Analysis  flir  alle  derartigen  Aufgaben  bietet  6di5r 
die  Gleichung 

einer  Ellipse  zu,  und  ist 


a 


11 


'la 


a 


IS 


a 


11 


a 


33 


a 


«ai      «33 


SS 


'3S 


=  ^1 


a 
a 


11 


31 


*13 


»32 


=  d. 


F  der  Fläeheuinhalt  der  Ellipse,  so  hat  man 


-J" 


n\ 


Werden  nun  die  Bedingangsgleiehungen  eingefQhrt,  welch 
unter  den  Coefficienten  Oa  bestehen,  damit  die  Ellipse  durch  di^ 
drei  gegebenen  Punkte  (aj,  y,),  (a;,y,),  (as.y,)  geht,  und  wird  daoi 
in  bekannter  Weise  differentiirt,  so  erhält  man  Hlr  die  kleinst 
Ellipse  den  Inhalt 

1    «I    y 


'•  =  ll^3 


9 


X. 


n. 


y, 

i    «.     Vi 

Die  Gleichung  dieser  Ellipse  wird,  wenn  a,  =  0  die  Crerade  au 
drückt,  die  die  Punkte  («,  y,),  (»,  yj  verbindet,  and  a„  a.  d» 
analogen  Bedeutungen  haben, 

0.O1 


«j«t 


+ 


+ 


0,0, 


r  =  0. 


8in(a„o,)  '  ain(a,7^  '  sin (a,,a,) 
Ganz  ähnlich  ist  die  Sache  beim  Ellipsoid;  nur  wird  dort,  di 
die  Rechnung  sehr  complicirt  ist,  das  Resultat  aatidpirt,  dJ 
die  Tangentialebenen  des  kleinsten  Ellipsoids  in  den  Eokrai  dJ 
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eingeschriebenen  Tetraeders  den  bezaglichen  Gegenflächen  pa* 
nülel  sind,  und  auf  die  Verification  nachträglich  hingewiesen. 
Der  Inhalt  dieses  Ellipsoides  ist 

1      ^1      Vi      *i 

1    «1    Vt    », 

l         ^I         »3         ». 

i   ^4  y*  «4 

wobei  (o^j,  y„  i5|)  etc.  die  gegebenen  Punkte  sind.  Mz. 


v^M.„ 


A.  Hall.     Parallel  chords  in  an  ellipse.  Analyst  vii.  82-83. 

Beweis  des  folgenden  von  Savary  aufgestellten  Satzes:  „Zieht 
man  in  einer  Ellipse  vier  parallele  Sehnen  und  bildet  das  Pro- 
duet  der  Quadrate  jeder  Sehne  in  ihre  Entfernungen  von  den 
drei  andern  Sehnen,  so  ist  die  Summe  der  Producte,  die  durch 
die  erste  und  dritte  Sehne  entstehen,  gleich  der  Summe  der 
Productei  die  durch  die  zweite  und  vierte  entstehen.^ 

Glr.  (0.) 

E.  Lucas.     Note    siir   la   construetion   des   normales  ä 

Fellipse.     Noav.  Ann.  (2)  XIX.  279-280. 

Die  Construetion  der  vier  Normalen  aus  einem  Punkte  wird 
auf  die  elementare  Aufgabe  zurückgeführt,  um  einen  gegebenen 
Mittelpunkt  einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  zwei  gegebene 
Kreise  rechtwinklig  schneidet  V. 


J.  Neuberg.      Sur  les  normales  k  Fellipse.    N.  0.  if.  vi. 

241.250,  289-299. 

Zusammenstellung    der  Theorie   der  Normalen   an  Kegel- 
schnitten, welche  neue  Beweise  und  Sätze  enthält 

Mn.  (0.) 
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K.   Zahradnik.     Ueber  das   Normalenproblem    fttr   die 

Parabel.    Prag.  Ber.  1879.  98-109. 

Von  einem  Punkte  P(|,  17)  der  Ebene  lassen  sich  auf  die 
Parabel  y*  =  2px  drei  Normalen  fällen,  denn  die  Gleichmig  der 
Normalen  im  Punkte  y  der  Parabel  ist 

y»+2p(p-öy--2p'j7  =  0, 

also  f)lr  ^  vom  dritten  Grade. 

Die  drei  Punkte  x^,y^;  x^^y^;  x^^y^^  welche  hiernach  einem 
Punkte  P($,  7])  angehören,  werden  ein  Fusspunkttripel  genannt 

Ist  das  durch  sie  gebildete  Dreieck  constant  =  -|-  y^p .  c%  so  liegt 
P  auf  der  Curve  dritter  Ordnung 

8(|-py-27pj7'  =  c'. 

Für  c  =  0  erhält  man  die  Evolute  als  Ort  der  Punkte,  ftlr  welehe 
zwei  Ecken  des  Tripeid reiecks  zusammenfallen.  Weiter  werden 
Sätze  über  die  Lage  des  Schwerpunkts  5,  des  Hühendurchscbnitts  IT, 
des  umschriebenen  Kreises  und  des  Kreises  durch  die  Mitten 
der  Seiten  eines  Tripeldreiecks  abgeleitet  Die  Punkte  S,  H  und 
die  Mittelpunkte  der  beiden  genannten  Kreise  liegen  bekanntlich 
stets  auf  einer  Geraden  rtj  welche  dem  Punkte  P  hiernach  zu- 
geordnet ist.  „  Beschreibt  der  Punkt  P  eine  Curve  n^'  Ordnung. 
so  umhüllt  n  eine  Curve  der  2n*«"  Classe  und  der  2n(n— !)**■ 
Ordnung."  Rg. 

Weill.     Th^or^mes  sur  la  parabole.    Noav.  Add.  (2)  XOL 

367-378,  442-450. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  eine  grosse  Zahl  von  Sätzen,  welche 
Dreiecke  betreffen,  die  einer  Parabel  umschrieben  und  iigeod 
einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  sind.  Da  solcher  DreiedLe 
unendlich  viele  existiren,  wenn  eines  vorhanden  ist,  so  kann 
man  mannigfache  Fragen  über  geometrische  Oerter  hierbei  be- 
handeln. So  findet  der  Herr  Verfasser,  dass  der  Ort  der  Schwer- 
punkte dieser  Dreiecke  eine  gerade  Linie,  dass  auch  der  Ort  der 
Mittelpunkte  von  Kreisen,  die  diesen  Dreiecken  umschrieben  sind, 
eine  gerade  Linie  ist    Hieran  knüpfen  sich  viele  andere  Lebrs&txe. 
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Weiterhin  werden  abgeplattete  Dreiecke  (triangles  aplatis)  be- 
trachtet Es  sind  dies  solche^  bei  denen  zwei  Ecken  aufeinander 
fallen.  Damit  ein  solches  Dreieck  einem  Kegelschnitt  C  einge- 
schrieben und  einem  andern  Kegelschnitt  P  umschrieben  sei, 
m&ssen  die  Gleichungen  von  C  und  P  die  Form  annehmen  können  : 
ß(Aa  +  By)—  Ca*  =  0,     Ka;t  -  Ly'  =  0, 

wobei  a  =  0,  /^  =  0,  y  =  0  den  Seiten  des  Goordinatendreiecks 
zukommen;  nnd  zwar  ist  a  die  Gerade,  in  welche  das  abge- 
plattete Dreieck  übergeht,  aß  ihr  einer ^  ay  der  andere  End- 
punkt und  ß  gemeinsame  Tangente  von  P  und  C.  Die  bekannte 
Bedingung  f&r  die  Existenz  der  in  Rede  stehenden  Dreiecke, 
Dämlich 

kommt  hier  auf  die  einfachste  Weise  heraus.  In  Betreff  weiterer 
Sätze  ist  auf  die  Arbeit  selbst  zu  verweisen.  Mz. 


A.  M.  DE  Lepinay.     Sur  un  lieu  g6om6tnqne.   Nouv.  Ann. 

(2)  XIX.  91-94. 

Der  Herr  Verfasser  beweist  nach  der  Methode  der  analyti- 
tischen  Geometrie  den  Satz: 

Legt  man  durch  zwei  auf  einer  Ellipse  gegebene  Punkte 
irgend  einen  Kreis  und  zieht  dann  an  beide  Curven  gemeinschaft- 
liche Tangenten,  so  ist  der  Ort  der  Tangentendurchschnitte,  die 
bei  allen  durch  die  gegebenen  Punkte  gehenden  Kreisen  erhalten 
werden,  eine  mit  der  Ellipse  confocale  Hyperbel;  und  diese  Hy- 
perbel bleibt  dieselbe,  wenn  die  Sehne  der  Ellipse,  die  die  bei- 
den gegebenen  Punkte  verbindet,  parallel  mit  sich  verschoben 
wird.  Ist  nämlich  m  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels, 
welchen  diese  Sehne  mit  der  positiven  X-Axe  bildet,  und 

ay  +  6  V  =  a'b' 
die  Gleichung  der  Ellipse,  so  ist 

(mV  +  6^(6V— m'ay)  — mVö'(a'-6')  =  0 

die  Gleichung  der  oben  genannten  Hyperbel.    Sie  trifft  die  El- 
lipse da,  wo  letztere  von  den  Geraden 

b^x  —  ma*y  =  0    und    b^x  -f-  ma^y  =  0 
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geflchnitten  wird.   Wenn  der  zuerst  vorgelegte  Kegelschnitt  keine 
Ellipse,  sondern  eine  Hyperbel  von  der  Gleichung 

ay  -  6 V  =  -  aV 

isty  so  ist  der  in  Rede  stehende  Ort  eine  mit  dieser  Hjrperbel 
confocale  Ellipse^  die  die  Gleichung  hat 

(mV-  6')(6V  +  iii'ay)  -  wi*aV(a'  +  6')  =  0, 

also  eine  reelle  Curve,  wenn  m*a*  —  6*  >  0,  eine  imaginäre,  wenn 
mV~6'<0. 

Zuletzt  bemerkt  der  Herr  Verfasser,    dass   seine  Methode 
auch  auf  den  Fall  der  Parabel  anwendbar  ist.  Mz. 


Lb  CoiNTE.     Lieu  des  points  de  rencontre  des  tangen- 
tes   communes   ä  uue   conique   et   ä  un  cercle.    Neu?. 

Ann.  (2)  XIX.  122-133. 

Der  Herr  Verfasser  bebandelt  die  Aufgabe:  „Man  lege  durch 
zwei  auf  einem  Kegelschnitt  gegebene  Punkte  einen  variablen 
Kreis;  dann  ziehe  man  zu  beiden  Curven  die  gemeinsamen  T^- 
genten  und  suche  den  Ort  der  Durchschnitte  je  zweier  dieser 
Tangenten.^  Zuvor  wird  jedoch  die  Bemerkung  gemacht^  dass 
frühere  Auflösungen  dieser  Aufgabe  meist  an  der  Unvollkommen- 
heit  leiden  y  dass  der  gefundene  Ort  sich  nicht  auf  sämmtliche 
sechs  jedesmaligen  Durchschnitte  gemeinsamer  Tangenten  des 
Kegelschnitts  und  eines  der  Kreise  bezieht,  dass  vielmehr  die 
gemeinsamen  Tangenten  nur  so  combinirt  sind,  dass  die  ihnen 
zugehörenden  Berflhrungssehnen  der  Ellipse  und  des  Kreises  sieb 
auf  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  festen  Punkte  schneiden. 

Die  Aufgabe  wird  nun  folgendermassen  behandelt:  Die  Ver- 
bindungsgerade der  festen  Punkte  A  und  B  des  Kegelschnitts  S 
sei  die  X-Axe;  0,  die  Mitte  auf  ABj  werde  zum  Goordinatenanfang 
genommen;  und  es  sei  OA  =  p.  Dann  hat  der  Kegelschnitts  die 
Gleichung 

und  der  variable  Kreis  F  wird  durch  die  Gleichung 
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wo  d  ein  veränderlicher  Parameter,  definirt.  Sind  nun  er,  ß  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  des  gesuchten  Ortes,  so  ist  zunächst  die 
Gleichang  der  von  (or,  ß)  an  S  gehenden  Tangenten 

(«•  +  2Baß  +  Cß'  +  2Eß  -  p')  (x'  +  2Bxy  +  0y'  +  2Ey  -p') 
-{(ia  +  Bß)x  +  (iBct  +  Cß+E)y  +  Eß--py:=0, 

und  die  Gleichung  der  von  (a,  ß)  an  den  Kreis  F  gehenden  Tan- 
genten lautet 

Es  wird  nun  ausgedrflckt,  dass  diese  beiden  Geradenpaare 
nur  eines  sind,  indem  die  Coefficienten  von  op*,  oy,  y*  ans  bei- 
den Gleichungen  einander  proportional  gesetzt  werden;  dann 
wird  aus  den  sich  so  ergebenden  drei  Gleichungen  der  Propor- 
tionaUtätsfactor  und  der  Parameter  d  eliminirt,  wodurch  der  ge- 
sachte Ort  in  einer  Gleichung 

Ö>(a,  /»)  =  0 
erhalten  wird,  wo  <Z>  vom  sechsten  Grade  und  a,  ß  die  laufenden 
Coordinaten  sind.     Hierauf  wird  das  Problem  mit  der  Anfangs 
erwähnten  Einschränkung  behandelt,  wonach  also  die  Berührungs- 
sehnen 

(ia  +  Bß)x  +  iBa  +  Cß  +  E)y  +  Eß-p'  =  0, 
ax  +  iß—d^y-'dß—p'^O 

sieh  auf  der  X-Axe  schneiden  müssen ;  und  dann  resultirt  fllr  den 
Ort  von  (or,  ß)  die  Gleichung  zweiten  Grades 

(«•-  C+  1) «•  +  2Baß  +  BY -t  2B£a  +  BY  =  0, 
deren  linke  Seite  daher  ein  Theiler  von  0(a,  ß)  sein  muss ,  so 
dass  der  Ort  des  Punktes  (a,  ß)  aus  einem  Kegelschnitt  S,  und 
einer  Curve  vierten  Grades  zusammengesetzt  ist.  Der  Kegel- 
schnitt S^  wird  dann  noch  genauer  betrachtet;  es  wird  gezeigt, 
dass  er  zu  S  confocal  ist,  und  noch  Einiges  mehr.  Mz. 


G.  Darboüx.      Correspondance  k  M.  Brisse.    Nonv.Aim.  (2) 

XIX.  184. 18R. 

Dieser  Brief  des  Herrn  Darboux  an  Herrn  Brisse   bezieht 

sich  auf  die  Arbeit  des  Herrn  Le  Cointe  (s.  das  vorangehende 
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Referat)  and  enthält  eine  Verallgemeinerung  des  in  Rede  stdien- 
den  Problems.  Es  lautet  dieses  dann  so:  Man  betraehte  dnen 
festen  Kegelschnitt  S  und  variable  Kegelschnitte,  welche  durch 
vier  feste  Punkte  A^,  A^,  Ä^,  A^  gehen;  man  ziehe  dann  immer 
zum  festen  Kegelschnitt  S  und  zu  einem  der  variablen  die  ge- 
meinsamen Tangenten  und  suche  den  Ort  des  Durchschnitte  dieser 
Tangenten.  Liegen  im  Besonderen  A^  und  A^  auf  S  und  sind 
A^  und  A^  die  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen,  so  geht 
das  erwähnte  Problem  in  das  von  Herrn  Le  Cointe  behandelte  Aber. 
Die  Behandlung  der  Aufgabe,  wie  sie  von  Herrn  Darboux 
geschieht,  ist  folgende :  S  =  0  sei  die  Gleichung  des  Kegelschnittg 
Sj  und  x\  y'  seien  die  Goordinaten  eines  Punktes  des  gesuchteD 
Ortes.    Man  setze 

-^n        9  dS    .     ,  dS    ,     ,  dS 


dx        ^    dy  dz 

(z  ist  der  Homogeneität  wegen  eingeführt);  dann  haben  die  bei- 
den aus  (x^j  y*)  an  S  gehenden  Tangenten  die  Gleichung 

wo  S*  das  ist,  was  aus  S  wird,  wenn  x  und  y  durch  x^  und  y 
ersetzt  werden.  Für  jeden  Punkt  des  gesuchten  Ortes  giebt  es 
nun  einen  Kegelschnitt,  der  die  eben  genannten  Geraden  berdhrt 
und  durch  die  vier  Punkte  Ai  geht.    Es  sei 

P^  —  SS'  =  (mx  +  ny+pY 

die  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  (xi,  yi)  seien  die  Goordinaten 
von  Aiy  und  S„  P,  die  Resultate  der  Substitution  von  x,,  y,  fUr 
x,y  in  S  und  P;  dann  hat  man  vier  Gleichungen 

±ypf-SiS'  =  mxi+nyi  +  p        (•  =  1,2,3,4) 

und  hieraus  durch  Elimination  von  m,  n^  p  die  gesuchte  Gleichung 
des  Ortes: 


±  (234)/PJ-5,S'  +  (134)/P;  -5,S'  +  (124))^P:  -S,S' 

+  (123)yP:-S,S'=:0. 


Hier  bedeutet  (234)  die  Determinante 


*> 

y> 

1 

'» 

Vx 

1 

*4 

Vi 

I 
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analog  (134)  etc.  Macht  man  die  Oleichong  des  Ortes  rational, 
so  wird  sie  vom  achten  Grade  in  den  laufenden  Goordinaten  x\  y'; 
doch  sondert  sich  der  Factor  S'  ab,  wie  einmal  a  priori  zu  er- 
iiennen  ist  und  auch  andererseits  daraus  henrorgeht,  dass  durch 
Setzen  von  5'  =  0  die  Identität  folgt 

(234)P,  -(134)P,  +  (124)P3  ~  (123)P,  =  0. 

Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  aj*,  y'  ist  daher  nach  Weg- 
lassong  des  Factors  Sf  vom  sechsten  Orade.  Es  werden  nun 
hieran  noch  einige  Bemerkungen  geknüpft,  und  dann  wird  ge- 
zeigt, wie  sich  das  Hauptsächliche  für  das  speciellere  Problem 
sehr  einfach  aus  der  allgemeinen  Lösung  ergiebt.  Mz. 


G.  Krammer«      üeber    zwei    in    einer    Ebene    liegende 

Curven   zweiter  Ordnung.     Krak,  Ber.  VI.  (Polnisch). 

Du 


E.  Lucas.     Sur  un  th^rfeme  de  M.  Chasles  concemant 
les  coniques  homofocales.    Nouv.  Ano.  (2)  xix.  397-401. 

Nach  einigen  einleitenden  Worten  betrachtet  der  Verfasser 
eine  Ellipse  von  der  Gleichung 

— — V    ^      =  1 
a'    ^    6«         * 

nnd  auf  ihr  einen  Punkt  P,  dessen  Winkelparameter  9)  ist ;  dann 
hat  ein  Punkt  Q,  der  auf  der  Normale  liegt,  die  der  Ellipse  in 
P  zukommt,  die  Goordinaten 

a;  =  (o  +  hX)  cos  g),     y  =  (6  -f  ail)  sin  qp. 

Beschreibt  man  um  Q  einen  Kreis  mit  dem  Radius  PQ  und 
nennt  R  den  Durchschnittspunkt  der  dem  Kreise  und  der  Ellipse 
gemeinsamen  Tangenten  (von  der  durch  P  gehenden  abgesehen), 
so  hat  K  die  Goordinaten  x^  y,  für  welche 

(1  —  V)x  =  (a  +  2bX  +  aV)  cos  q> 
(1  ~  r)y  =  (6  +  2aX  +  bV)  sin  q>. 
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Die  Elimination  von  l  ergiebt  hierans: 

5 —  =  a'  —  6'  =  c'. 


C08*9>         Bin' q> 

Der  Ort  des  Punktes  R,  während  Q  auf  der  Normale  PQ 
variirt,  ist  daher  eine  zur  Ellipse  homofocale  Hyperbel.  Es  wird 
hierauf  gezeigt|  wie  man,  wenn  ein  Punkt  R  ausserhalb  der 
Ellipse  gegeben  ist,  die  Radien  der  Kreise  berechnet,  welche  die 
Ellipse  und  die  beiden  durch  R  gehenden  Ellipsentangenten  be- 
rtthren.    Dies  ftihrt  dann  noch  auf  einen  Satz  von  der  Ellipse. 

Mz. 


E.  Lucas.     Sur  trois  xsoniques  confocales  deux  k  deux. 

Nonv.  Ann.  (2)  XIX.  401-403. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen :  „Wenn  von  drei  Kegelschnitten 
je  zwei  denselben  Kreis  doppelt  berühren,  so  treffen  sich  ihre 
gemeinschaftlichen  Secauten  zu  dreien  in  demselben  Punkt  *"  Der 
Beweis  wird  gef&hrt,  indem  die  Potenzen  eines  Punktes  der 
Ebene  in  Bezug  auf  die  drei  Kreise,  die  im  Satze  yorkommen, 
als  VeiHnderliche  Xj  y,  s  eingeführt  werden.  Die  Kegelschnitte 
haben  dann  die  Gleichungen: 

Schreibt  man  hierauf  die  beiden  letzten  Gleichungen 
(a?  -  » + 46*)'  =  1 66'a?,    (a?  -  y + 4cy  =  16c'a?, 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  einer  gemeinschaftlichen  Secante 
dieser  bdden  Kegelschnitte: 

c(«— »  +  46*)  =  6(a?— y-l-4c'). 

Durch  cyclische  Vertauschung  erhält  man  die  Gleichungen 
gemeinschaftlicher  Secanten  ftlr  die  beiden  übrigen  Paare  Ton 
Kegelschnitten  und  findet  aus  der  Symmetrie  der  Gleiehnngen. 
dass  diese  drei  Secanten  durch  denselben  Punkt  gehen. 

Weiterhin  wird  bemerkt,  dass,  wenn  Xj  y,  &  Abstände  eines 
Punktes  von  den  Seiten  eines  Dreiecks  bedeuten,  dieselben  Glei- 
chungen einen  Satz,  der  Parabeln  betrifil,  ergeben. 

Mz. 
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Läguerrb.     Sur  les  coniques  qui  passent  par  trois  points 
et  ont  un  double  contact  avec  un  cercle  donn^. 

Nonr.  Ann.  (2)  XIX   347-350. 

Sind  drei  Punkte  a,  by  c  und  ein  Kreis  K  gegeben,  80  kann 
man  vier  Kegelschnitte  construiren,  welche  durch  diese  Punkte 
gehen  und  den  Kreis  doppelt  berühren.  Die  Axenlängen  dieser 
Kegelschnitte,  wobei  immer  die  der  Bertthrungssehne  parallele 
Axe  gemeint  ist,  bestimmt  man  leicht  auf  folgende  Art:  Um  die 
Ponkte  a,  6,  c  als  Centren  beschreibe  man  je  einen  Kreis  Aj  B,  C, 
der  den  gegebenen  K  rechtwinklig  schneidet;  und  um  die  drei 
Kreise  A,  B,  C  rolle  man  dann  einen  Faden.  Dies  geht  auf  vier 
Tersehiedene  Arten,  welche  yier  Lösungen  der  Aufgabe  ent- 
sprechen. Sind  nämlich  bei  einer  Art  der  Umrollung  er,  a';  ßj  ß'; 
Yj  /  die  Berührungspunkte  des  Fadens  mit  den  Kreisen  il,  B,  C, 
80  eonstruire  man  ein  Dreieck  aus  den  Seitenlängen  aa\  ßß*  und 
yy^j  dann  ist  der  Durchmesser  des  diesem  Dreieck  umschriebenen 
Kreises  die  Axenlänge  des  gesuchten  Kegelschnittes  ttiT  die  der 
Berfihrungssehne  parallele  Axe.  Es  wird  dies  nun  vom  Herrn 
Verfasser  bewiesen  und  zwar  einmal  durch  Hinweis  auf  Sätze 
über  die  Geometrie  der  Lage,  zweitens  aber  unabhängig  davon 
auf  elementare  Art  nach  der  Methode  der  analytischen  Geometrie. 

Mz. 


Ed.  Mahlkr.      Das  Erzeugnis   zweier  gewisser  Systeme 
von   Kegelschnitten,    die    mit    einander    projectivisch 

sind.     Wien.  Anz.  1880. 

Das  Vorliegende  ist  nur  eine  kurze  Inhaltsangabe  der  Ar- 
beit, und  es  heisst  daselbst: 

Sind  K=a,x]  +  a^x\  +  a,xl  =  0  und  P=x]+xl+xl  =  0 
die  Gleichungen  zweier  Kegelschnitte,  F  =  0  der  Ort  der  Punkte, 
deren  Tangentenpaar  an  JT'  =  0  durch  das  an  JT  =  0  gezogene 
Tangentenpaar  harmonisch  getheilt  wird,  so  sind: 

2K^i\k( —  +  —  +  —)  +  K']  + — - — F=0 

Porttehr.  d.  Math.  XU.  y.  33 


562  1^'  AbBcbnitt.    ÄDalytiscbe  Qeometrie. 

und 

F~  X  [K\a,  +  «,  +  «,)  +  /f ]  +  n'W  =  0 
die  OleicbuDgen  zweier  einander  projeetivischer  Systeme  tod 
Kegelschnitten,  von  denen  das  eine  so  beschaffen  ist,  dass  das 
von  einem  beliebigen  Punkte  irgend  eines  Kegelschnittes  diraes 
Systems  an  den  demselben  X-Werthe  entsprechenden  Kegelschnitt 
des  Büschels  gezogene  Tangentenpaar  harmonisch  getheilt  wird 
durch  das  von  diesem  Punkte  an  JT  =  0  gezogene  Tangenten- 
paar. Das  andere  System  hat  dieselbe  Eigenschaft  dem  Büschel 
gegenüber,  beziehungsweise  K*  ==  o.  Das  Erzeugnis  beider 
Systeme  ist  eine  Curve  achter  Ordnung,  deren  Schnittpunkte 
sich  mit  den  Seiten  des  den  Elementen  des  Büschels  gemein- 
schaftlichen sich  selbst  conjugirten  Dreiecks  in  vier  Punktepaare 
einer  Involution  gruppiren,  deren  Doppelpunkte  die  EIcken  jenes 
Dreiecks  sind.  Mz. 


Myjkowski.     Lösung  von  zwei  Aufgaben  aus  der  ana- 
lytischen  Geometrie.    Fr.  Wadowice.  (Polnisch.). 


Dn. 


Genese,  T.  R.  Terry,  Wolstenholmk,  Evans.    Solutions 

pf  a  question   (6119).    Educ.  Times  XXXm.  27-28. 

Bezeichnet  man  mit  J^,  J^,  ^„  J^  die  Längen  von  vier 
parallelen  Sehnen  einer  Ellipse  und  mit  (1.2),  (1.3),  (1.4),  (2.3), 
(2.4),  (3.4)  die  Entfernungen  zwischen  ihnen,  so  ist 

+  (2. 3).  (2.4). (3.4).  z/J— (1.3).  (1.4). (3.4).  z/; 

+  (l  .2) .  (1 .4) .  (2.4) .  J]  -  (1.2)  .  (1.3) .  (2.3)  .  ^J  =  0. 

Diesen  Satz  hat  übrigens,  wie  Herr  Hall  bemerkt,  schon 
Savary  in  seiner  Arbeit  über  die  Bahnen  der  Gometen,  C^nn. 
des  Temps  1830  p.  65,  aufgestellt.  '    0. 


K.  Knowles,  C.  H.  Sampson.     Solutions  of  a  question 

(6239).    Educ.  Times  XXXIII.  62-63. 
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Die  kleine  Axe  einer  Ellipse  SA  sei  gleich  der  Entfernung 
iwisehen  ihren  Brennpunkten.  PSP  sei  eine  durch  den  Brenn- 
punkt gehende  Sehne  der  Parabel,  deren  Brennpunkt  in  S  und 
deren  Scheitel  in  A  liegt.  AP  und  AF  endlich  mögen  die  El- 
fipse  in  Q  und  Q'  schneiden.   Dann  ist  QSQ'  ein  rechter  Winkel. 

0. 


R.  Knowlbs,   D.  Bd WARDBS.      Solutions   of   a  question 

Eclac.  Times  XXXIII.  44-46. 

Von  einem  Punkte  P  einer  Parabel  sind  Lothe  PM  und  PN 
auf  die  Directrix  und  die  Axe  gefilllt.  Dann  ist  der  Ort  der 
Punkte  0,  welche  MN  in  einem  constanten  Verhältnis  theileui 
eine  coaxiale  Parabel.  0. 


Moret-Blanc.    Solution  d'une  question  (1326).   Nouv.Ano. 

(^  XIX.  462-464. 

Im  Innern  eines  Dreiecks  wird  ein  Punkt  M  gesucht,  der  so 
beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  von  ihm  Lothe  auf  die  Seiten 
ßUlt,  das  Dreieck  in  3  Vierecke  zerlegt  wird,  deren  Flächeninhalte 
in  g^ebenem  Verhältnis  stehen.  Die  Lösung  ist  analytisch. 
Der  Punkt  ergiebt  sich  als  Schnittpunkt  zweier  Hyperbeln.  Aus 
deren  Lage  folgt  ferner,  dass,  wenn  die  Lösung  überhaupt  mög- 
lich ist,  es  nur  eine  solche  giebt  0. 


J.  Mayer.     Zur  Trisection   des  Winkels.    Casopie  ix.  44. 

(Böhmisch.). 

Enthält  E^&gungen  über  frühere  diese  Aufgabe  betreffende 
Notizen,  welche  in  derselben  Zeitschrift  mitgetheilt  wurden. 

Std. 


J.  S.  VanbCbk.      Schiebung    eines   Winkels    in    seiner 

Ebene.     Casopis  IX.  leo.  (Böhmisoh.). 

36* 
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Enthält  Bestimmungen  von  geometrischen  Oertern,  die  in  Ter 
schiedenen  Fällen  auftreten,  wenn  ein  constanter  Winkel  an 
seinen  festen  Scheitel  gedreht  wird.  Std. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Gerade  und  Kegelschnitte  in  analytischer  Behandlung 
von  J.  J.  Walker,  Wolstenholme,  G.  Türripp,  C.  KJ 
PiLLAi,  R.Graham,  A.W.Scott,  Townsend,  R.  Raw- 
soN,   Hall,  W.  E.  Wright,  C.  Bickerdike,   Lannks 

finden   sich    Bdac.  Times  XXXIIL  28-29.  38-39,  47-48,  93-94,  110, 
112;  Nonv.  Ann.  (2)  XIX.  510-513. 

o. 


Lösungen  von  Aufgaben  über  geometrische  Oerter  und 
Enveloppen,  die  auf  Gerade  und  Kegelschnitte  füh- 
ren, von  T.  MoRLEY,  H.  Murphy,  Nash,  J.  L.  Kit- 
CHiN,  E.  W.  Symons,  R.  Knowles,  Wolstenholme, 
Scott,  J.  E.  A.  Steggall,  Robaglia  finden  sich 

Bduc.  Timea  XXXIII    45-46,  52-53,  56-57,  76-77,  86;    Nouv.  Ano.  (2) 
XIX.  468-470. 

0. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 

A.  Hall.    On  a  curve  of  the  fourth  degree.  Wash.  Bull.  i.  90. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Auszug  aus  einer  Arbeit  Aber  fol- 
genden Gegenstand:  Durch  den  Brennpunkt  einer  Ellipse  geht 
eine  Gerade,  welche  die  Ellipse  in  D  und  E  trifil,  und  in  der 
Mitte  von  DE  ist  ein  Lotb  zu  DE  errichtet.  Es  soll  die  Gestalt 
und  der  Flächeninhalt  der  von  diesem  Loth  umbflllten  Curve  er- 
mittelt werden,  wobei  die  Sehne  DE,  die  stets  denselben  Brenn* 
punkt  enthält,  alle  möglichen  Lagen  annimmt  Hat  die  Ellipse 
die  Gleichung: 
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d  ist  m  die  Tangente  des  Winkels,  welchen  die  veränderliche 
hne  DE  mit  OX  bildet,  so  ist  die  Gleichung  eines  der  in  Rede 
^henden  Lothe: 

a  VW  +  (a^x  -  c')iii*  +  6'ff  Jit  +  b^x  =  0,       (c*  =  a'  -  6'). 

»Iglieh  ist  die  Gleichung  der  OmhttUungscurve  aller  dieser  Lothe: 
4a^bY+(^'^'  +  20aVx—c*)by  +  4x(a'x^  cy  =  0, 


c' 


iraus  folgt,  indem  A  =  — ;-  gesetzt  wird: 


a 


Hieraus  ergiebt  sich  leicht  die  Gestalt  der  fraglichen  Gurre 
id  ihr  Inhalt  Ä.    Es  ist: 


8 


—  y^(/Ä—  I^Ä  +  8a:)*  (3l/A  +  V^  +  Ha?)*  rfx, 


8 


id  folglich: 


4  = 


c'ji 


8a*6* 

Mz. 


I.  Hart.     On  the  focal  conics  of  a  bicirciilar  quartic. 

Proe.  L.  M.  8.  XL  143-145. 

Der  Herr  Verfasser  erwähnt  zunächst  das  bekannte  Theorem, 
US  eine  bicirculare  Gurre  vierten  Grades  auf  vier  verschiedene 
Tten  erzeugt  werden  kann  als  UmhttUungscurve  eines  variablen 
ireises,  dessen  Centrum  sich  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitt 
lern  Focalkegelschnitt  der  Gurve  vierten  Grades)  bewegt,  und 
er  dabei  stets  einen  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet, 
emer  hat  das  einem  dieser  Kreise  und  dem  zugehörigen  Focal- 
egelscbnitt  gemeinsame  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  zu  Ecken 
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die  Centren  der  drei  andern  festen  Kreise.  Hiervon  aasgeheod 
entwickelt  der  Herr  Verfasser  die  Gleichungen  der  vier  KreifMJ 
sowie  der  vier  zngebdrigen  Kegelschnitte  und  giebt  noch  einig^ 
andere  Relationen.  Hz. 


H.  M.  Jkffery.     On  plane  and  spherical  curves  of  th^ 
fourth  class  with  quadruple  foci.    Rep.  Brit.  Aee.  1880. 

Alle  Quartiks  mit  vierfachen  Brennpunkten  können  dargesteW 
werden  durch  die  geometrische  Relation 

Äp*  =  9r  +  A, 
wenn  die  Liniencoordinaten  p,  f,  r  den  vierfachen  Focus  P  und 
Q  und  R  die  Foci  des  Satellitenkegelschnitts  bezeichnen.  Die 
Arbeit  untersucht  die  möglichen  Quartiks  in  einer  Gruppe,  in  dei 
P,  Q  und  R  unverändert  bleiben ,  während  die  Parameter  k  uod 
X  variirkn.  Giebt  es  in  einer  Gruppe  kritische  bitangentiale 
Quartiks,  so  wird  die  wechselseitige  Relation  von  k  und  X  dar- 
gestellt  in  einer  ebenen  Curve,  deren  Coordinaten  sie  sind.  Dieser 
Ort  theilt  die  Ebene  in  Regionen.  In  einigen  derselben  sind  keine 
Quartics  möglich,  und  wenn  k  und  X  Punkte  auf  der  begrenzen- 
den Curve  darstellen,  existiren  kritische  Quartiks  mit  reellen  oder 
imaginären  Doppeltangenten.  In  den  anderen  Regionen  treten 
Quartiks  auf,  welche  ihren  Character  verändern,  wenn  k  oder  l 
Null  wird.  Csy.  (0.) 


6.   Frattini.      Risoluzione    di   sei    equazioni    fra  nove 

quantitä.    Battagiini  G.  XVIII.  174-177. 

Auflösung  eines  Problems,  welches  mit  einer  Curve  ftnfto' 
Ordnung  in  Verbindung  steht,  die  drei  Doppelpunkte  besitzt. 

No. 

BouRGüET.     Correspondance.    Nouv.  Ano.  (2)  xix.  236-240. 

Enthält  die  Lösung  zweier  Fragen.    Die  erste  heisst:   Der 
Scheitelpunkt    eines    rechten   Winkels    beschreibt    eine   EUlipse, 
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ührend  sich  der  eine  Schenkel  um  den  Mittelpunkt  dreht:  Zu 
estimmen  die  Enveloppe  der  anderen  Seite.  Es  ergiebt  sich 
ne  Curre  sechsten  Grades.  Die  zweite  Frage  fordert  den 
rt  der  Brennpunkte  von  Kegelschnitten,  welche  einem  Viereck 
inbeschrieben  sind.  Es  ergiebt  sich  eine  Curve  dritten  Grades, 
dehe  durch  die  Ecken  der  Vierecke  geht.  0. 


iösangen  von  Aufgaben  über  geometrische  Oerter  und 
Enveloppen,  welche  auf  Curven  von  höherem  als  dem 
zweiten  Grad  führen,  von  Wolstenholme,  G.  Heppel, 
Ch.  Ladd,  G.  Türripf,  R.  Knowles,  J.  E.  Steggall, 

E.    FaUQUEMBERGUE  ,    A.   DrOZ    finden    sich     Bdac.  Times 
XXXUI.  40-41,  62.  104;   Nouv.  Add.  (2)  XIX.  460-461,  526-527. 

0. 

Ntitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Curven  von  höherem  als  dem  zweiten  Grade  in  ana- 
lytischer Behandlung  von  G.  Heppel,  C  Bickerdike, 
J.  J.  Sylvester,  J.  J.  Walker,  W.  J.  C.  Sharp  finden 

sich     Educ.  Times  XXXIIL  39-40,  79,  85-86,  92-93. 

0. 


L  Victor.     Die  Polkreispaare  einer  Cykloide. 

Schl5milch  Z.  XXV.  263-271. 

BolU  ein  Kreis  k  auf  einer  festen  Kreisbahn  JT,  so  beschreibt 
irgend  ein  mit  dem  beweglichen  Kreise  k  starr  verbunden  ge- 
dachter Punkt  eine  cyclisohe  Curve.  Dieselbe  Curve  lässt  sich 
beschrieben  denken  durch  einen  Kreis  k^ ,  welcher  sich  auf  einer 
mit  k  concentrischen  Kreisbahn  JSf,  rollend  bewegt  Sind  b  und 
b^  die  bezüglichen  Entfernungen  des  beschreibenden  Punktes  von 
den  Hittelpunkten  der  rollenden  Kreise  und  g>  und  g>^  die 
Winkeli  welche  die  Gentrallinien  jedes  Kreispaars,  durch  welche 
die  Curre  erzeugt  wird,  mit  einer  gemeinschaftlichen  bestimmten 
Anfangslage  einschliessen,  so  ist,  wenn  ß,  Ap  r^r^   die  bezttg- 
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liehen  Radien  bedeuten, 

Sehn. 

G.  FouRET.  Sur  quelques  questions  concemant  les 
cycloides  et  öpicycloides.  Nouv.  Add.  (2)  xix.  63-68. 
Im  Anschluss  an  die  Lösung  einer  Beihe  von  Aufgaben  in 
den  Nonv.  Ann.  leitet  der  Verfasser  mehrere  Sätze  her,  von  denen 
der  folgende  zur  Charakteristik  herausgenommen  werden  möge: 
Der  Ort  der  Punkte,  welche  die  Normalen  einer  Gycloide  in  con- 
stantem  Verhältnis  theilen,  ist  eine  Cjcloide.  O. 


6.  FouRET.     Sur  la  construction   de   la  tangente    k  la 
courbe  p  =  — y^J.  ^ ,  f{(o)  et  (p{(o)  d^ignant  des  fonc- 

tions    rationnelles    des     lignes     trigonom^triques     de 
l'augle  CO,  de  ses  multiples  ou  de  ses  parties  aliquotes. 

Nouv»  Ann.  (2)  XIX.  28-42.  y 

J.  M.  InGALLS.       Curves  of  pursuit.    Analyst  V iL  89-%,  117-llS. 

Lösung  des  bekannten  Verfolgungsproblems  mit  eingehender 
Discussion  der  Form  der  Curve  ftir  eine  Reihe  besonderer  Fälle. 

Glr.  (O.) 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.    Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 
Anonym.     Repetitorium  der  analytischen  Geometrie. 

Halle.  Nebert. 

Zusammenstellung  und  theilweise  Ableitung  der  wichtigsteo 
Sätze  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Baumes  über  Punkte, 
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Gerade,  Ebenen,  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und  die  Wellen- 
flScbe.  Den  Schluss  bilden  die  Hauptformeln  der  sphärischen 
Trigonometrie.  Scbg. 


W.  JuMG.     Beitrag  zur  Theorie  der  Rotatiousflächen. 

Casopia  IX.  216.  (Böhmisch.). 

Beschäftigt  sich  mit  der  Bedingung,  wann  die  Gleichung 

CiX  +  c^y  +  c^z  +  c^ 
eine  Botationsfläche  zum  Ausdruck  bringe.  Std. 


Dksmartres.     Sur  las  surfaces  ä  gdn^ratrices  circulaires. 

N.  0.  M.  VL  198-201,  300-305,  337-341. 

Die  Normalen  in  den  verschiedenen  Punkten  einer  durch 
einen  Kreis  erzeugten  Fläche  längs  eines  dieser  erzeugenden 
Kreise  schneiden  ausser  der  Äxe  dieser  Qeneratrix  einen  festen 
Kegelschnitt,  der  zur  Construction  der  Normalen  benutzt  werden 
kann.  Sind  die  erzeugenden  Kreise  geodätische  Linien  der  er- 
zeugten Fläche,  so  ist  sie  eine  Kugel  oder  ein  Gylinder. 

Mn.  (0.) 


W.  Reho&owsky.     Ueber  developpable  Flächen. 

Gaaopis  IX.  31-43,  60-71,  161-180,  223-256.  (Böhmisch). 

Bezeichnen  a,  ß,  y,  d  Functionen  einer  einzigen  Variablen  I, 
80  stellen  die  Gleichungen  der  Geraden 

y  =^  ax  -\-  ß^     z  =  yx  -{■  5 

eine  dcTeloppable  Fläche  dar,  wenn  die  Bedingung  stattfindet 

o'd'  =  ß'y\ 

wobei  o',  /f  . . .  die  ersten  Derivationen  von  a,  /9,  . . .  in  Bezug 
auf  i  sind. 
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Von  diesen  Gleichungen  ausgehend,  wird  die  allgeoieine 
Theorie  der  developpablen  Flächen  analytisch  entwickelt.  Na- 
mentlich gelangen  folgende  Probleme  zur  Behandlung:  Die 
Rttckkehrkante,  ihre  Schmiegungs-  und  Normalebene,  Haupt-  and 
Binormale,  ihre  Krttmmungskreise  erster  und  zweiter  Krflmniaiig, 
Osculationskugel,  ihre  Asymptoten  und  asymptotischen  Ebenan, 
stationäre  Punkte  und  Ebenen,  rectificirende  DeTeloppable,  Po- 
lare, Polarenfläche  und  ihre  Rttckkehrkante. 

Durch  Integration  der  entsprechenden  Difierentialgleichangen 
werden  diejenigen  dcTeloppablen  Flächen  bestimmt,  bei  weldien 
der  Krümmungs-  und  Torsionshalbmesser  der  Rttckkehrkaote 

a)  einander  gleich  und  constant, 

b)  ungleich,  aber  constant  sind^ 

c)  in  constantem  Verhältnisse  zu  einander  stehen. 

In  allen  drei  Fällen  ergeben  sich  dcTeloppable  Schraabeo- 
flächen  als  die  gesuchten  Flächen. 

Zum  Schluss  werden  die  Gleichungen  der  Evolventen  der 
Rückkehrkante,  der  Doppelcurven,  der  geodätischen  Linien  und 
ebenen  Schnittcurven  der  developpablen  Fläche,  sowie  die  Glei- 
chung ihres  Richtungskegels  abgeleitet.  Std. 


A.  Voss.     Zur  Theorie  des  Riemann'schen  KrUmmungs- 

masses.     Clebsch  Ann.  XVI.  571-576. 

Der  Verfasser  leitet  eine  Formel  her,  welche  den  Zasammen- 
hang  zwischen  den  Erttmmungsmassen  der  n-fachen  und  der  in 
ihr  enthaltenen  m-fachen  Mannigfaltigkeit  darstellt,  und  bewdst 
dadurch  einen  Satz,  der  sich  in  Riemann's  WertLcn  p.382, 261  findet, 
und  zu  dem  Dedekind  unter  Zugrundelegung  der  von  Biemann 
gegebenen  Vorschriften  die  zugehörige  Rechnung  entwickelt  bat 
Hieran  schliesst  sich  eine  der  Riemann'schen  analoge  TransformatioD 
des  Linienelements  in  der  m-fachen  Mannigfaltigkeit  H. 


A.  Voss.  Zur  Theorie  der  Transformation  quadratischer 
DiflFerentialausdrücke  und  der  Krttmmung  höherer 
Mannigfaltigkeiten.    Clebsch  Ann.  XVI.  129-178. 
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Das  Gegenwärtige  steht  nach  Angabe  des  Verfassers  zu  den 
Arbeiten  von  Lipsohitz,  welche  dasselbe  mit  enthalten,  in  dem 
Verhältnis,  dass  es  die  genannte  Transformation  durch  directe 
Bechaung  bewerkstelligt  und  die  Integrationsbedingungen  in  voU- 
stindigerer  Form  aufstellt  Aus  einer  n-fachen  Mannigfaltigkeit 
Jf«  wird  durch  n—m  Coordinatenrelationen  eine  m-fache  Mannig- 
faltigkeit ausgeschieden  und  die  Werthe  der  zweiten  partiellen 
Differentialquotienten  nach  den  m  unabhängig  bleibenden  Para- 
metern entwickelt,  dann  durch  neue  Differentiation  eliminirt 
Die  resultirenden  Gleichungen  sind  die  Bedingungen  der  Inte- 
grabilität  des  so  erhaltenen  Systems  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung.  Unter  ihnen  ist  die  dem  Gauss'schen  Ausdruck 
des  Krümmungsmasses  entsprechende  Relation  enthalten.  Hier 
wie  im  Folgenden  ist  keine  lineare  Mannigfaltigkeit  zu  Grunde 
gelegt,  vielmehr  die  Mn  als  beliebig  gekrümmt  und  die  Goordi- 
Daten  und  Abstände  als  Kürzeste  auf  Mn  gedacht;  dagegen  be- 
schränkt sich  jetzt  die  Untersuchung  auf  m  =  n —  1.  Es  werden 
die  geodätischen  Linien  auf  üf«,  dann  die  Hauptkrümmungsrich- 
taugen  auf  Mn^i  bestimmt,  und  es  ergiebt  sich  der  Ausdruck  der 
Krümmung  eines  Normalschnitts,  dessen  Maxima  und  Minima 
Hauptkrttmmungen  entsprechen.  Femer  wird  die  Bedingung  auf- 
gestellt, unter  der  auf  Jf^^i  sich  in  allen  Richtungen  Linien  ziehen 
lassen,  die  geodätisch  auf  Jlf»  sind.  Ist  sie  erftillt,  so  enthält  die 
Jf«  ein  System  von  n-fach  unendlich  vielen  Mn-i  constanter  Krüm- 
mung. Femer  wird  ein  besonderer  Fall  ftlr  constante  und  ein 
anderer  für  variable  Krümmung,  wo  alle  Punkte  Nabelpunkte 
sind,  dann  die  nothwendigen  Bedingungen,  damit  eine  n-fach  un- 
endliebe  Schaar  geodätischer  Linien  mit  linearen  Gleichungen  vor- 
banden sei,  gefunden.  Weiter  wird  untersucht,  in  wieweit  die 
geometrischen  Constructionen,  die  mit  dem  Begriff  der  Haupt- 
krümmangsradien  einer  Fläche  zusammenhängen,  ihre  Analogie  bei 
den  hier  betrachteten  speciellen  Räumen  haben.  Für  den  Raum 
Constanten  Krümmungsmasses  bleibt  die  Monge'sche  Construction 
der  Riebtungen  der  Krümmungslinien  giltig  und  die  Längen  der 
geodätischen  Normalen,  welche  den  Krümmungslinien  entsprechen, 
coostant.    Ferner  wird  gefragt,  ob  die  Abbildung  des  Normaleu-* 
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Systems,  auf  welche  Gauss  den  Begriff  des  KrOmmoogsmassefl 
einer  Fläche  gründete,  bei  höheren  Mannigfaltigkeiten  ihre  Anaj 
logie  fänden.  In  Betreff  der  Jlf»-i  von  versch windendem  Krfli» 
mungsmass,  zu  der  sich  nun  die  Untersuchung  wendet,  ergiebl 
dieselbe,  dass  in  jedem  Punkte  eine  ausgezeichnete  Biehtond 
existirt,  nach  welcher  die  geodätische  Linie  der  If«  die  Jf.^i  Tieri 
punktig  berührt.  Femer  ergeben  sich  die  Grössen,  welche  bei 
Biegung  der  üf^-i  unverändert  bleiben,  und  manche  andere  B& 
sultate.  H. 


H.  Hov£STADT.     Beitrag  zur  Krttmmungstheorie. 

Fr.  Münster. 

Als  umfassende  n-fache  Mannigfaltigkeit  für  alle  GrebiUU 
wird  eine  lineare  angenommen,  und  es  werden  rechtwinklig« 
lineare  Goordinaten  in  Anwendung  gebracht  Den  Hanptgegem 
stand  der  Untersuchung  bilden  krumme  Linien  and  Fläch^i  bq 
dieser  n-fachen  Variation.  Bei  beiden  handelt  es  sich  nor  um  ertt^ 
Krümmung.  Das  Ziel  ist,  das  Krttmmungsmass  der  FllebeJ 
und  seinen  Ausdruck  in  Differentialquotienten  der  Coeffieieitd 
des  Linienelements  zu  finden.  Vor  dessen  Erreichung  dehnt  md 
indess  die  Rechnung  auf  mancherlei  damit  in  Verbindung  stehend« 
Gegenstände  aus.  iL 


Jar.  Simonides,     lieber  die  Krümmung  der  Flächen. 

Casopis  IX.  267.  (Böhmiscii }. 

Enthält  eine  neue  Ableitung  einiger  FundamentalformelB  ana 
der  allgemeinen  Kriimmungstheorie.  Std. 


De  Salvert.   Note  sur  rexpression  du  rayon  de  conrbora 
de  la   section  normale  d'une  surface.     Ano.  Soc. 

Brux.  IV.  B.  91-96. 

P.  MaNSION.      Sur  le  m^me  SUJet.    Ann.  Soc.  tcient,  Bnix.  IV.  A. 
5557. 
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BeatimmuDg  der  Krttmmungsradien  f&r  den  Fall,   dass  die 
Gleiehong  der  Fläehe  in  impliciter  Form  gegeben  ist. 

Mn.  (0.) 

R.  R,  Wkbb.     Some  applications  of  a  theorem  iii  solid 

geometry.    Messenger  (2)  IX.  170-178. 

Anwendungen  der  Formel: 

11  dl         dm         dn 


Q,  Qi  dz  dy  dz 
wo  (j  und  Q^  die  HanptkrUmmungsradien  in  einem  Punkte  einer 
Oberfläche  sind.  Denkt  man  sich  eine  specielle  geschlossene 
Fläche  nnd  den  inneren  Raum  derselben  nach  einem  bestimmten 
Gesetz  mit  Oberflächen  angefallt,  so  dass  die  begrenzende  Fläche 
ZQ  dem  System  gehört,  so  ist,  wie  in  der  vorliegenden  Arbeit  be- 
wiesen wird, ///r 1 jdxdydz  gleich  der  Oberfläche  der 

iQsseren  Fläche.  Dieser  Satz  wird  speciell  auf  die  Kugel  und 
das  Ellipsoid  angewandt.  Der  Satz  wird  ferner  benutzt,  1)  um 
im  Raum  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Ebene  zu  bestimmen, 
welche  bei  der  Bewegung  fester  Körper  die  augenblickliche  Axe 
QBd  die  unveränderliche  Linie  enthält;  2)  um  die  Summe  der 
Hanptkrümmnngen  in  einem  Punkt  einer  Oberfläche  zu  bestimmen, 
welche  sich  nur  wenig  von  einer  Kugel  unterscheidet. 

Glr.  (0.) 


S.  LiE.      Sur  las   surfaces  dont  las  rayons  de  courbnre 
ont  antra  aux  una  ralation.    Darboux  Bull.  (2)  IV.  300-304 

Die  Arbeit  vervollständigt  und  vereinfacht  die  bereits  vor- 
bodene  Lösung  der  Aufgabe,  auf  den  oben  bezeichneten  Flächen 
die  Krttmmungslinien  zu  bestimmen.  Sind  q,  q'  die  Hauptkrllm- 
mnogsradien  der  beliebigen  Fläche  F,  so  bestimmt  q  =  const. 
eine  Schaar  geodätischer  Parallelen  auf  der  Mittelpunktsfläche. 
Diese  werde  von  der  Schaar  Kürzester  q  =  const.  rechtwinklig 
gesehnttten.     Für  den  Fall,  wo  zwischen  q  und  q'  eine  Relation 
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besteht,  hat  nun  Weingarten  das  Unienelement  auf  der  Mittel- 
punktsfläche  in  der  Form  dargestellt: 


woraus  hervorgeht,  dass  die  Mittelpunktsfläche  auf  einer  Rotations- 
fläche abwickelbar  ist.  Auf  solchen  Flächen  sind  die  geodäti- 
schen Linien  bekannt.  Nach  Bour's  Bestimmung  wird  jedoch  der 
Fall  constanter  Krümmung  der  Fläche  als  Ausnahme  betrachtet. 
Lie  vermeidet  jede  Ausnahme,  indem  er  so  verfährt:  Bezeichnen 
X,  2(,  2  die  cartesischen  Goordinaten  eines  Punkts  der  Urfläche, 
denen  f,  17,  ^  auf  der  Mittelpunktsfläche  entsprechen,  so  ist  naeh 
Weingarten's  F9rmel: 

nnd,  wenn  man  |,  17,  ^,  q^  q'  dnreh  x,  y  aasdrUckt, 


=fe    ^    ^     ^    (Xdx+Ydy% 


wo  X,  Y  bekannte  Functionen  von  x^  y  sind.    Den  so  bestimmten 
Kürzesten  entsprechen  die  Krttmmungslinien  auf  F. 

H. 


A.   Fais.      Sülle   principali    proprietk    delle    traiettorie 
oi*togonaIi  delle  generatrici  delle  saperficie  rigate. 

Mem.  di  Bologna  (4)  I.  67-97. 

Schneiden  die  Curven  Ä  auf  einer  Regelfiäche  die  enengeii- 
den  Geraden  MH  rechtwinklig  in  den  Punkten  M  und  ist  &  der 
Winkel  zwischen  der  Hauptnormale  von  Ä  und  der  Erzeugendeoi 
Q  der  Krümmungsradius  von  A,  so  sind 

_j cos  Q        _Jl sin  B 

p    -—^      '     R    ~      (f 

die  geodätische  Krümmung   und  Torsion   der  Regelfläehe.    Hat 
eine  Curve  A   von  einer  andern  A^    den  constanten  Abstand  a 
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aod  bilden  im  Darchschnitt   mit  einer  Erzeugenden    ihre  Tan- 
genten den  Winkel  ß^  so  hat  man  die  Relation: 

a  a 

-p ß-c«iß  =  1. 

Die  geodätischen  KrQmmungs-  und  Torsionsradien  der  Gur- 
ren A  nnd  A^  sind  verbanden  durch  die  Relationen: 

_   «'(P-a)'  +  a*f 
'  ~  P'Ä  ' 

_    R\P-ay  +  a*P* 

'  ~    PR*-a(P*  +  R*)   ' 

aneb  finden  die  Beziehungen  statt: 

_1_  __  _8inV         (P-a)(P-a)  __ 
RR,    "       a*      '  PP,    "      -^^^  ^' 

Diese  Relationen  werden  durch  Figurbetrachtung  hergeleitet, 
dann  angewandt  auf  die  Berechnung  der  Krümmung  der  Fläche, 
dann  die  Werthe  der  P,  R  für  den  Gentralpunkt  einer  Erzeugen- 
den bestimmt;  zwischen  letztem  und  den  allgemeinen  P,  A  er- 
geben sich  fernere  Relationen.  Es  wird  dann  der  Fall  unter- 
sucht,  wo  eine  Cnrve  A  Kürzeste  ist,  und  gefunden,  dass  sie 
dann  die  Curve  der  Centralpunkte  (linea  di  stringimento) ,  die 
Fläche  der  Ort  ihrer  Binormalen  ist  Weiter  wird  der  Ort  der 
Binormalen  einer  Curve  constanter  Torsion  und  auf  ihr  zwei 
Linien  A^  zugleich  der  Ort  des  Durchschnitts  der  Binormalen 
mit  der  Krttmmungsaze  der  A  betrachtet.  Es  ergiebt  sich, 
dass  das  anharmonische  Verhältnis  der  vier  Schnittpunkte  der 
vier  Linien  constant  ist  Dieselben  Punkte  bilden  eine  harmo- 
niscbe  Oruppe,  wenn  die  eine  der  beiden  A  die  Urcurve  selbst 
\9L  Femer  wird  die  Biegung  der  Urcurve,  bei  welcher  die  Er- 
zeugenden der  Fläche  mit  deren  Hauptnormalen  zusammenfallen, 
in  Betracht  gezogen,  wo  die  geodätische  Krümmung  und  Torsion 
in  die  Krümmung  und  Torsion  der  Curve  übergeht  Dann  wird 
bewiesen,  dass,  wenn  eine  Curve  A  Krümmnngslinie  ist,  die 
Begelfläche  abwickelbar  sein  muss.  Mehrere  der  Resultate  sind 
bereits  von  genannten  Autoren  gefunden.  H. 
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L.  BiANCHi.     lieber  die  Flächen  mit  constanter  negativer 

Krttmmung.    Olebsch  Add.  XVI.  577-582. 

Als  Resultat  der  Untersuchung  wird  folgender  Sats  be- 
zeichnet: Die  Complementarfläche  einer  Fläche  mit  constanter 
negativer  Krümmung  in  Bezug  auf  ein  System  von  geodätischcD 
Linien,  die  aus  einem  Punkte  der  Fläche  verlaufen,  ist  auf  einer 
Rotationsfläche  abwickelbar,  die  zur  Meridiancurve  eine  gewöhn- 
liche Tractrix,  eine  verkürzte  oder  verlängerte  Tractrix  und  zur 
Axe  die  Asymptote  hat,  je  nachdem  der  gemeinsame  Punkt  der 
geodätischen  Linien  unendlich  entfernt,  reell  und  im  Endlichen 
oder  imaginär  ist.  H. 


8.   LiE.      Zur    Theorie    der   Flächen   constanter   Krüm- 
mung.   III.    Arch.  f.  Math,  og  Nat.  V.  282-306. 

Man  kannte  lange  keine  anderen  speciellen  Flächen  constanter 
Krttmmung  als  die  betreffenden  Rotations-  und  Schraubenflftcbeo. 
Dann  zeigte  Enneper  (Gott  Nachr.  1868),  dass  es  eine  Familie  von 
Flächen  constanter  Krümmung  gäbe,  deren  KrümmungsHiiien  des 
einen  oder  beider  Systeme  eben  oder  sphärisch  sind,  und  gleich- 
zeitig gab  er  eine  Bestimmung  dieser  interessanten  Fläehen. 

Einen  wichtigen  neuen  Fortschritt  in  dieser  Theorie  leitete 
Bianchi  (Richerche  suUe  superficie  a  curvatnra  costante,  Pisa  1879) 
her  aus  Weingarten's  berühmtem  Satze  ttber  die  Centerflächeo 
aller  Flächen,  deren  Krümmungsradien  durch  eine  Relation  ver- 
knüpft sind.  Jede  Fläche  F  constanter  Krümmung  iässt  sieh 
nämlich  auf  einfach  unendlich  viele  Weisen  auffassen  als  die 
eine  Schale  der  Genterfläche  einer  Fläche,  deren  Krünunungs- 
radien  constante  Differenz  haben.  Dabei  hat  die  zweite 
Schale  0^  der  Centerfläche  ebenfalls  constante  Krümmung.  Aof 
einer  vorgelegten  Fläche  F  constanter  Krümmung  leitet  daher 
Bianchi  einfach  unendlich  viele  neue  derartige  Flächen  <Z>,  ab,  deren 
endliche  Gleichung  aufgestellt  werden  kann,  wenn  die  geoditi* 
sehen  Gurven  der  Fläche  F  bekannt  sind.  ELierzu  fttgte  der  Ver&sser 
in  einer  früheren  Arbeit  (s.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  530)  die  widitige 
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Bemerkung,  dass,  wenn  die  geodätischen  Gurven  der  Fläche  F 
g^ben  sind,  nicht  allein  die  Flächen  (Z>j,  sondern  gleichzeitig 
aneh  die  geodätischen  Gurven  jeder  Fläche  0^  gefanden  werden 
können.  In  Folge  dessen  kann  mau  dieselbe  Operation  auf  jede 
Fläche  <Z>,  anwenden  und  dadurch  zweifach  unendlich  viele  Flächen 
eonstanter  KrUmmung  (Z>,  bestimmen,  gleichzeitig  aber  auch  ihre 
geodätischen  Gurven  durch  Quadratur  finden,  u.  s.  w. 

Durch  n-fache  Wiederholung  der  betreffenden  Operation 
findet  man  daher  eine  Fläche  0n  eonstanter  Erttmmung,  deren 
Gleichung  n  Parameter  enthält  Hier  ergiebt  sich  nun  die  wichtige 
Frage,  ob  diese  n  Parameter  sämmtlich  wesentlich  sind,  oder  ob 
möglicherweise  ihre  Anzahl  erniedrigt  werden  kann.  In  der 
vorliegenden  Arbeit  wird  diese  schwierige  Frage  behandelt,  aber 
nicht  allgemein  erledigt.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  n  Parameter 
jedenfalls  unabhängig  sind,  wenn  die  Zahl  n  nicht  grösser  als 
neun  ist. 

Bianchi  hat  selbst  seine  Operation  einmal  auf  die  Pseudo  • 
Sphäre  angewandt.  Die  hierdurch  gefundenen  Flächen  eonstanter 
KrQmmang  haben  indess  eine  Schaar  ebener  und  eine  Schaar 
sphärischer  KrQmmungslinien  und  sipd  daher  specielle  Fälle  der 
Enneper'schen  Flächen.  Wendet  man  dieselbe  Operation  noch 
einmal  auf  die  gefundenen  Flächen  an,  so  erhält  man  ebenfalls 
Enneper'sche  Flächen,  für  welche  die  Krttmmungslinien  der  einen 
Sdiaar  sphärisch  sind,  während  die  der  zweiten  Schaar  auf  ge- 
wissen algebraischen  Flächen  liegen,  u.  s.  w.  Durch  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  findet  man  beliebig  viele  Flächen  eonstanter 
KrQromung,  die  früher  nicht  bekannt  waren." 

L. 


S.  LiE.  .  Zur  Theorie    der   Flächen    eonstanter   Krüm- 
mung IV.    Arch.  f.  Math,  og  Nat.  V.  328-358. 

Diese  Abhandlung  giebt  eine  eingehende  Behandlung  des 
in  der  vorangehenden  gestellten  schwierigen  Problems.  Es 
wird  gezeigt,  dass  der  Inbegriff  aller  Flächen  eonstanter  Krüm- 
mung,   die  durch   unendlichmalige  Wiederholung  von   Bianohi's 

Fortschr.  d.  Math.   XII.  2.  37 


578  ^*  Abschnitt.    ADalytisofae  Geometrie. 

Operation    aus  einer  vorgelegten  derartigen  Fläche  hergektel 
werden,  keine  andere  partielle  Differentialgleidiung  als 

(l+p'  +  O* 


(1)        s'-rt  = 


a* 


befriedigen.  Sie  bilden  daher  das,  was  Ampöre  und  seine  Naehfolg 
ein  allgemeines  Integral  von  (1)  genannt  haben.  Hierbä 
indess  zu  bemerken,  dass  Ampöre's  Definition  eines  allgemei 
Integrals  nicht  zutreffend  ist.  Man  betrachte  in  der  That  z.  B 
alle  Integralfläcben  von  (1),  die  in  eine  vorgelegte  ganz  beliebige 
Fläche  eingeschrieben  sind.  Diese  Integralflächen  genfigen  keine 
anderen  partiellen  Difl*erentialgleichung  als  (1)  und  bilden  dabei 
nach  Ampöre's  Definition  ein  allgemeines  Integral  von  (l);  m 
doch  giebt  es  ausser  diesen  Integralflächen  noch  weitere  Integru 
flächen  von  (1),  die  keine  singulären  Integrale  sind. 

Die  vorliegende  Abhandlung  leistet  daher  allerdings  nidi 
die  vollständige  Integration  von  (1);  jedenfalls  ist  dies  nicl 
bewiesen.  Doch  giebt  sie  einen  wichtigen  Beitrag  zur  Integra 
tion  von  (1).  Sie  lehrt  nämlich,  aus  einer  beliebigen  Fläche  cos 
stanter  Krümmung  mit  bekannten  geodätischen  Curven  oc*  da 
artige  neue  Flächen  durch  successive  Quadraturen  herzuldtei 
Auf  allen  diesen  Flächen  können  sowohl  die  geodätischen  Correi 
wie  die  Erümmungslinien  und  die  Haupttangentencurven  bestimo 
werden. 

Durch  Verknüpfung  der  entwickelten  Theorie  mit  bekannte 
Theorien  findet  man  oo^  Flächen  constanter  mittlerer  KrfimmaBg 
oc*  Flächen,  deren  Hauptkrttmmungsradien  constante  Differen 
besitzen,  und  ebenfalls  oo®  Integralflächen  von  einigen  andera 
interessanten  partiellen  Differentialgleichungen. 

L 


S.  LiE.      Zur  Theorie   der   Fläclien    constanter   Krüm 

mung.    V.    Arch.  f.  Math,  og  Nat.  V.  518-541. 

Durch  ziemlich  umständliche  Reehnongen  wird  nachgewiese^ 
dass  die  partielle  Differentialgleichung 
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,._.,  =  0±Pl+3T 


(1) 

mr  m  zwei  anderen  partiellen  Differentialgleichungen  (die  beide 
magin&r  sind  und  keine  willkürlichen  Constante  enthalten),  in  solcher 
iesiehung  steht,  dass  diese  mit  ihr  oc*^  Integrale  gemein  haben, 
lieraos  folgt  nicht  allein,  dass  (1)  nicht  nach  Darboux's  schöner 
lethode  integrabel  ist,  und  dass  ihr  Integral  somit  nicht  Ampöre's 
irster  Classe  angehört,  sondern  zugleich ,  dass  auch  nicht  die 
x>n  M.  Lövy  ent?nckelte  Theorie  zur  Integration  von  (1)  f&hren 
L&nn.  L. 


\.  Enneper.      Untersuchungen    über   die    Flächen    mit 

planen   und  sphärischen  Krümmungslinien.    Gott.  Abb. 
xxin.,  xxvL 

Die  Arbeit  ist  eine  sehr  umfassende  Monographie  tlber  den 
)ezeichneten  Gegenstand.  In  der  Einleitung  wird  die  Literatur 
lesselben  ausführlich  besprochen,  namentlich  die  Untersuchungen 
ron  Monge,  Joachimsthal,  Bonnet  und  Serret  Die  Grundlage 
ler  Untersuchung  bildet  ein  gewisser  Satz  von  Joadiimsthal  nebst 
siner  Erweiterung,  welche  ebenso  wie  der  Satz  selbst  als  spe- 
äeller  FäU  im  Satze  von  Bonnet  enthalten  ist  Dieser  letztere 
aatet:  „Wird  eine  Fläche  längs  einer  Erttmmungslinie  von  einer 
(weiten  Fläche  unter  constantem  Winkel  geschnitten,  so  ist  die 
[^chscbnittslinie  auch  für  die  zweite  Fläche  Krttmmungslinie." 
^e  Umkehrung  ist  folgende:  „Ist  die  Durchschnittslinie  zweier 
Plächen  Dir  jede  von  beiden  ErUmmungslinie,  so  schneiden  sich 
lie  Flächen  unter  constantem  Winkel.^  Da  nun  auf  der  Kugel 
md  in  der  Ebene,  als  Grenzfall  der  Kugel,  jede  Curve  als 
[[rOmmnngsIinie  betrachtet  werden  darf,  so  folgt  der  Joachims- 
tkal'sehe  Satz,  dass  jede  plane  oder  sphärische  Krümmungslinie 
einer  Fläche  in  einer  solchen  Ebene  oder  Kugel  liegt,  welche 
jene  Fläche  unter  constantem  Winkel  sehneidet.  Der  Herr  Ver- 
Gttsa^  bat  sieh  nun  die  Aufgabe  gestellt,  die  Betrachtungen  in 
■ethodiseber  Beziehung  möglichst  zu  vereinfachen  und  einen  be- 
quemen Formelapparat  ftlr  dieselben  im  Anschluss  an  die  allge- 

37* 
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meineD  Methoden  der  Fläehentbeorie  zu  schaffen,  wähi^id  ü 
den  früheren  Untersuchungen  es  natürlich  zunächst  auf  die  Rq 
sultate  ankam,  und  die  Methoden,  nach  denen  die  einiefaMi^ 
Fragen  untersucht  wurden,  zum  Theil  ganz  verschiedenartig  war« 
Der  erste  Theil  des  Werkes  beschäftigt  sich  mit  den  Fl&cfaea.  II 
welche  ein  System  von  Krümmungslinien  plan  ist.  Es  wa^ 
zunächst  einige  weitere  allgemeine  Folgerungen  aus  den  obd 
citirten  Sätzen  gezogen;  dann  wird  die  Aufgabe  durehgeftbil 
allgemein  die  Flächen  mit  einem  System  planer  ErOmmiuigfl 
linien  analytisch  darzustellen.  Als  der  allgemeinste  Fall  win 
derjenige  untersucht,  in  dem  die  Ebenen  der  Krttmmungslmiei 
die  Normalebenen  einer  räumlichen  Curve  sind. 

Daran  schliesst  sich  die  Untersuchung  speciellerer  Filk 
Zuerst  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Ebenen  der  Krttmroang^ 
linien  die  Normalen  der  Fläche  in  sich  enthalten.  In  diesem  Fali 
sind  die  betreffenden  Erümmungslinien  zugleich  geodätische  Unica 
Dann  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Ebenen  Normalebenen  eise 
ebenen  Curve,  und  noch  specieller,  dass  sie  Normalebenen  eise 
Geraden  sind.  Ein  folgender  Abschnitt  behandelt  den  Fall  gi 
rader  Erümmungslinien,  welcher  nur  bei  abwickelbaren  Fläch« 
vorkommt.  In  allen  diesen  besonderen  Fällen  vereinfaeht  sid 
die  Betrachtung  wesentlich.  Ein  besonderes  Interesse  haben  and 
die  Fälle,  in  welchen  entweder  beide  Systeme  plan,  oder  da 
eine  System  plan,  das  andere  sphärisch  ist  Zuletzt  werde 
noch  einige  allgemeine  Beziehungen  aufgestellt.  Nennt  man,  al 
weiehend  vom  gewöhnlichen  Sprachgebrauch,  zwei  Flächen  p« 
ndlel,  wenn  in  entsprechenden  Punkten  die  Hauptrichtungen  pi 
rallel  sind,  so  folgt,  dass  jede  Fläche  S  mit  planen  ErQmnaogi 
linien  parallel  ist  der  Enveloppe  einer  einfachen  Schaar  Ta 
Kugeln,  welche  alle  durch  einen  Punkt  gehen;  und  die  Krfln 
mungslinien  gleichzeitig  geodätische «  so  sind  die  Radien  jen« 
Kugeln  einander  gleich. 

Der  zweite  Theil  behandelt  speciell  die  Flächen  mit  s^ 
rischen  Krümmungslinien,  zu  deren  Untersuchung  weeeDtUdi  ai 
dere  Hülfsmittel  herangezogen  werden  müssen.  Von  den  Read 
taten  sind  folgende  hervorzuheben:    Sind  die  Eugelfläehen  eine 
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Systems  von  sphärischen  Krttmmangslinien  concentrisch,  so  ist 
das  andere  System  plan.  Gehen  die  Kugelfiächen  sämmüich 
durch  einen  Punkt,  so  ist  ftlr  die  durch  reciproke  Badien  in 
Bezug  auf  diesen  transformirte  Fläche  das  entsprechende  System 
plan,  da  die  Krttmmungslinien  sich  bei  dieser  Transformation 
erhalten.  Jede  Fläche  mit  zwei  Systemen  sphärischer  Krttmmungs- 
linien ist  Parallelfläche  einer  solchen  Fläche,  welche  durch  reci- 
proke Badien  transformirt  werden  kann  in  eine  Fläche  mit  einem 
System  planer  Krttmmungslinien. 

Die  allgemeine  Aufgabe  der  analytischen  Darstellung  der 
Flädien  mit  sphärischen  Krttmmungslinien,  welcher  der  Ab- 
8cbnitt  XII.  des  Werkes  gewidmet  ist,  hat  der  Verfasser  dadurch 
vollständiger  erledigen  können,  als  Bonnet  und  Serret,  dass  er  den 
Aasgang  nicht  von  der  Curve  genommen  hat,  auf  welcher  die 
Centra  der  Kugeln  liegen,  sondern  von  einer  anderen  Cur?e,  auf 
deren  Tangentenfläche  jene  Curve  liegt.  Die  Untersuchung  be- 
bandelt  wieder  zuerst  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Curve  der 
Kugelcentra  doppelt  gekrttmmt  und  dann  die  speciellen,  dass  sie 
plan  und  dass  sie  gerade  ist. 

In  einem  Anhange  werden  noch  einige  Eigenschaften  solcher 
Flächen  besprochen,  fttr  welche  ein  System  von  Krttmmungs- 
linien geodätisch  ist;  dann  wird  die  Fläche  der  Krttmmungs- 
eentra  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Flächen  mit  planen 
Krttmmungslinien  besprochen,  und  zum  Schluss  folgt  die  analy- 
tische Bestimmung  der  Flächen,  deren  eine  Mittelpunktsfläche 
eine  Kegelfläche  zweiten  Grades  ist,  mit  Httlfe  elliptischer  Inte- 
grale. Die  Arbeit  ist  sowohl  hinsichtlich  der  neuen  Besultate, 
sls  auch  hinsichtlich  der  zusammenfassenden  Darstellung  des 
ganzen  Problems  von  grossem  Interesse.  A. 


A.  V.  BraunmChl.     üeber   ein  Problem  des  Minimums. 

Bair.  Bl.  XVI.  66-70. 

Es  wird  die  Frage  aufgeworfen:  „In  welcher  Ausdehnung 
besitzt  der  Aequator  die  Eigenschaft,  kürzeste  Linie  zu  sein?^ 
Es  zeigt  sich ,   dass  nur  auf  Developpablen   resp.   auf  solchen 


L 
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Flächen,  ftar  welohe  wenigstens  im  Aeqoator  die  EiHnimuDg  gleidi 
Null  ist,  der  Aequator  längs  seiner  ganzen  Ansdehnnng  ab  geoj 
dätische  Linie  zu  betrachten  ist.  BemeiiLenswerfh  ist  d^  bd 
dieser  Gelegenheit  gefundene  Satz,  dass  die  Länge  des  Aeqoi^ 
tors  zugleich  mit  dem  Erümmungsmass  der  Fläche  g^eben  ist 

Gr. 


R.  Hoppe.    Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie.  ThL  I 

Leipzig.  Koch. 

R.  Hoppe,     üeber  die  Bestimmung  der  Curven   durd 
die   Relation    zwischen    Rrttmmungs-   und   Torsion^ 

winkel.    Gronert  Arch.  LXV.  287-306. 

R.  Hoppe.     Ueber  Parallelen  geschlossener  Curven. 

Qraoert  Arch.  LX7L  46-56. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  von  ihm  in  einer  Reibe  von  Ab 
handlungen  (Grunert  Arch.  LV.  77-104,  LVI.  41-84,  LX.  376-4a 
über  die  Curventheorie  und  LIX.  225-322  Qber  die  Flftchentfaeorii 
-  Referate  F.  d.  M.  VI.  453,  VIII.  479,  IX.  516)  gegebenen  Unter 
suchungen  zu  einem  Werke  verbunden,  welches  in  knapper  mu! 
präciser  Darstellung  die  Fundamente  der  analytischen  GeometiK 
vereinigt.  Da  die  einzelnen  Theile  des  Werkes  bereits  besprodiei 
sind,  so  möge  hier  nur  anf  die  Grundauffassung  des  Verfusen 
hingewiesen  werden,  welche  dem  Werke  ein  eigenartiges  Oe 
präge  aufdrückt.  Als  Aufgabe  der  analytischen  Oeometrie  wird 
bezeichnet,  diejenigen  Organe  der  geometrischen  Forsohung  n 
schaffen,  welche  bei  aller  weiteren  Untersuchung  nothwendig  sind 
Dass  dies  auf  dem  Wege  der  Rechnung  geschieht,  ist  prindpiel 
nicht  entscheidend.  Aber  die  Rechnung  ist  das  anersetslieb< 
Mittel,  die  Identität  von  Problemen,  den  erreichten  Standpunkt  ii 
deren  Lösung  klar  zu  stellen  und  die  Resultate  zur  allgemdostei 
Verwendung  tauglich  zu  machen.  Der  Herr  Verfasser  schfiesBl 
eine  Theorie  der  algebraischen  Gebilde  als  solcher  aus,  da  fi< 
nicht  das  Wesen  der  analytischen  (Geometrie  treffen,  sondern  mn 
eine  Anwendung  der  allgemeinen  Theorie  sind. 
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Der  Verfasser  geht  in  der  Gurventbeorie  nach  Feststellung 
der  ersten  Grundlagen,  welche  der  Elementargeonietrie  entnommen 
»od,  direet  von  drei  Dimensionen  aus,  lässt  also  der  Theorie  der 
Baanacnrven  nicht  erst  eine  solche  der  ebenen  Curven  vorher- 
gdien,  weil  es  erstens  im  Wesen  der  analytischen  Methode  liegt, 
▼om  'Allgemeinen  au^ugehen,  und  weil  zweitens  der  Wegfall  einer 
Dimension  in  theoretischer  Hinsicht  nicht  zu  Vereinfachungen, 
sondern  zu  Complicationen  ftlhrt  Denn  wegen  der  Vertausch- 
barkeit  bat  man  es  wesentlich  nur  mit  einer  Dimension  zu  thun, 
was  bei  Beschi^nkung  auf  zwei  Dimensionen  nicht  so  evident 
und  fruchtbringend  ist.  Die  speciellen  Eigenthdmlichkeiteu  der 
Gurventbeorie  des  Verfassers  sind  in  den  früheren  Berichten  be- 
reits eingehender  besprochen.  Dem  Werke  ist  als  Einleitung 
eine  kurz  gefasste  Theorie  der  Determinanten  vorausgeschickt. 
Die  beiden  oben  genannten  Abhandlungen  enthalten  die  ein- 
gehendere  Behandlung  einiger  specieller  Abschnitte  der  Gurven- 
tbeorie. 

Der  Verfasser  versteht  unter  der  specifischen  Gleichung  einer 
Gnrve  oder  Gurvenclasse  die  Relation  zwischen  dem  Erttmmungs- 
und  dem  Torsionswinkel 

d.  b«  zwischen  denjenigen  Variablen,  deren  Differentiale  dg  und 
dd^  die  Gontingenzwinkel  der  Normalebene  bezw.  der  Schmie- 
gitngsebene  sind.  Durch  sie  ist  die  Natur  der  Gurve,  soweit  sie 
von  der  Lage  und  vom  Bogenelement  unabhängig  besteht,  voll- 
ständig bestimmt.  Durch  die  Integration  dieser  specifischen  Glei- 
chung erhält  man  drei  willkürliche  Gonstante,  welche  die  Stel- 
lung der  Gurve  gegen  die  Goordinatenaxe  bestimmen.  Ganz 
unabhängig  davon  kann  das  Bogenelement  als  Function  der  un- 
abhängigen Variablen  gegeben  werden,  und  alsdann  ergeben  sich 
dureh  drei  einfache  Quadraturen  die  Goordinaten  eines  laufen- 
den Punktes  für  eine  specielle  Gurve,  welche  also  mit  allen  nur 
durch  die  Wahl  des  Bogenelementes  davon  unterschiedenen  Gur- 
ven  eine  Glasse  bildet  Diejenigen  Relationen,  bei  welchen  es 
auf  das  Bogenelement  nicht  ankommt,  nennt  der  Verfasser  in- 
nere,  und  nur  mit  solchen  inneren  Relationen   beschäftigt  sich 
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die  in  zweiter  Linie  genannte  Abhandlang,  so  dass,  was  von  ei^ 
Curve  ansgesprochen  wird,  der  ganzen  Classe  zukommt 

Wählt  man  als  Urvariable  den  Erflmmungsvnnkel  t,  I 
zeichnet  mit  f,  g,  h  die  Richtungscosinus  der  Tangente,  so  di 
f,  gf^  h!  diejenigen  der  Hauptnormale  sind,  nennt  man  endlich  d 
jenigen  der  Binormale  l^  m^  n  und  bestimmt  sie  so,  daaa  ^ 
Determinante 

f  r  l 

g    g'    m     =^  +  1 
h    V    n 

ist,  so  kann  man  die  Gleichung 

zerlegen  in 

fcos^  +  /''sin^  =  l 

/"sin  jj, — f  cos  /u  =  i/, 
wo  ^  eine  complexe  Variable  bedeutet 

Hieraus  leitet  man  durch  die  Substitution  tg  -~-   =  d 

2  r 

Gleichung 

ab,  welche  der  Verfasser  als  die  Differentialgleichung  der  Cun 
schlechthin  bezeichnet  Der  Goefficient  &'  in  dieser  Gletefaiia 
ist  gegeben,  wenn  die  specifische  Gleichung  der  Curve  gegebe 
ist.  Jeder  Lösung  r  der  Differentialgleichung  entspricht 
zweite  g,  welche  conjugirt  zu  q^  =  r'e'^  ist.  Das  voUständi 
Integral  ist  Aq-\-Br  und  seine  Constanten  sind  dum  den 
dingungen  gemäss  zu  bestimmen,  welche  die  neun  Riehtnogs 
Cosinus  verbinden.  Die  Auflösung  dieser  Differentialgleicbn^ 
und  die  Bestimmung  der  Curve  durch  dieselbe  bildet  nun  dei 
ersten  Theil  der  Arbeit 

Die  allgemeine  Methode  wird  dann  auf  einige  besonders  ein- 
fache Fälle  angewandt  Es  ergeben  sich  durch  Betrachtung  der 
vom  Verfasser  als  begleitende  Curven  bezeichneten  Gebilde  ganie 
Reihen  von  Curven  mit  vollständig  lösbaren  spedfischen  Glei- 
chungen. Namentlich  zeigen  sich  interessante  Beziehungen  xwi* 
sehen  linear  tordirten  Curven,   d.  h.  solchen,  deren  specifische 
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ichang  linear  ist: 

^  cos  il— T  sin  il  =  0,  {l  coDstant) 

I  cyelisch  tordirten,  d.  h.  solchen  mit  der  Gleichung 

^«  +  t'  =  ctg  l\  (i  constant). 

Es  zeigt  sich  z:  B.,  dass  eine  linear  tordirte  Garve  zur  Evo- 
)  eine  cyclisch  tordirte  hat. 

Die  zuletzt  genannte  Abhandlung  behandelt  die  Parallelen 
ehlossener  Gurren. 

Unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnung  sind  die  Olei- 

(Dgen  einer  Gurve,  welche  zur  Gurve  s  im  Abstände  c  pa- 

iel  ist,  wenn  Xj  y^  a  die  laufenden  Goordinaten  der  Gurve  s 

i: 

a?j  =  a?  +  c(/^  cos  d  — /sind), 

ist  den  analogen.  Statt  &  darf  auch  gesetzt  werden  (^  4-^)9 
&  nur  bis  auf  eine  additive  Gonstante  bestimmt  ist. 

Ist  nun  s  geschlossen,  und  entspricht  dem  Punkte  L  als  An- 
gspunkt  auf  der  Parallelen  ilf,  als  Endpunkt  iV,  dann  sind 
ff,  i  und  die  neun  Richtungscosinus  der  Tangente,  der  Hauptnor- 
le  und  der  Binormale  periodisch,  dagegen  die  durch  Integrale 
inirten  s,  t,  &  im  Allgemeinen  nicht  Es  ist  deshalb  nicht 
big,  dass  A'  mit  M  zusammenfalle,  oder  dass  die  Parallelen 
er  geschlossenen  Kaumcurve  selbst  geschlossen  seien.    Sollen 

geschlossen  sein,  so  muss,  wenn  wir  den  Anfangswerth  und 

I  Endwerth  von  d  mit  &^  und  ^0  +  ^  bezeichnen,  a  entweder 

II  sein  oder  zu  4R  in  einem  rationalen  Verhältnis  stehen, 
a  =r  0,  so  umwindet  die  Parallele  die  Urcurve  gar  nicht,  ist 

=  ±4R^   so  umwindet  sie  dieselbe  einmal  im  einen  oder  an- 

•en  Sinne,  und  so  fort    Ist  a  =  +  -^4B,  so  umwindet  die 

-    q 

rallele  die  Urcurve  bei  q  Umläufen  um  die  letztere  p-mal  im 
Rtiven  oder  negativen  Sinne.  Deformirt  man  eine  Gurve  ^,  fQr 
lehe  dies  der  Fall  ist,  so  dass  die  Gurve  s  sowohl  wie  ihre 

rallelen  geschlossen  bleiben,  so  bleibt  a  stets  =Hh-^--'4fi, 

il  bei  einer  unendlich  kleinen  stetigen  Deformation  q  unver- 
dert  bleiben   muss,    also   Ja  =^  0   ist     So   wird  z.  B.  eine 
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ebene  Carve,  deren  Parallele  geschlossen  ist,  wenn  sie  so  defor 
mirt  wird,  dass  Urcurve  und  Parallele  geschlossen  bleiben,  steti 
in  eine  Gurve  fibergehen,  f&r  welche  a  =  0,  also  &  periodisch  ist 

Ein  Beispiel  einer  Corve,  ffir  welche  a  nicht  Null  ist,  ist 

X  =  (jia  —  b  cos  fiqi)  cos  g> ' 
y  =  (fia — b  cos  fig>)  sin  g> 
s  =  6  sin  fig>y 
wo  fA  eine  ganze  Zahl  (oder  auch  eine  rationale  Zahl)  ist     Dei 
Ver&sser  weist  nach,  dass  eine  solche  Curve  nicht  notb wendig 
geschlossene  Parallelen  zu  haben  braucht. 

Um  einen  näheren  Einblick  zu  gewinnen,  wird  nun  der  Ein- 
fluss  einer  unendlich  kleinen  Deformation  einer  Curve  auf  deo 
Torsionswinkel  genauer  untersucht 

Es  zeigt  sich,  dass  eine  Deformation  eines  unendlich  kleinen 
Stttcks  eines  Kreises  bei  beständig  festgehaltener  Stetigkeit  der 
Tangente  der  Schmiegungsebene  und  der  Torsion  eine  äusserst 
kleine  Aenderung  15^  Ordnung  im  Torsionswinkel  zur  Folg« 
hat,  so  dass  eine  Parallele  äusserst  wenig  deformirt  wird.  We^ 
sentlich  grösser  wird  der  Einfluss  der  Deformation,  nämlich  yoo 
der  neunten  Ordnung,  wenn  man  von  einer  beliebigen  Baumcarre 
ausgeht  A. 


R.   Hoppe.      üeber    dreifach    gekrümmte    Curven    und 

deren    Parallelen.     Qronert  Arch.  LXIV.  373-385. 

Im  Anschluss  an  seinen  früheren  Aufsatz  (Einfachste  Sätie 
ans  der  Theorie  der  mehrfachen  Ausdehnungen,  Grunert  Arch. 
LXIV.  189-214.  Ref.  F.  d.  M.  XL  1879. 352)  baut  der  Herr  Verfasser 
auf  rein  analytischem  Grunde  eine  Theorie  der  Curven  in  einer  Man- 
nigfaltigkeit von  vier  Dimensionen  auf.  Die  Gesetze  des  Fortschritts 
bei  dem  Uebergang  zu  einer  neuen  Dimension  ergeben  sich  so  ein- 
fach, dass  durch  sie  die  Beziehung  der  Raumcurven  zu  den  ebenen 
Curven  eine  instructive  Beleuchtung  erhält,  indem  dieser  Ueber- 
gang CHch  als  Anfang  einer  leicht  zu  übersehenden  Reihe  dsr- 
stellt  Um  in  die  Nomenclatur  einzuführen,  sei  bemerkt,  da» 
eine  Gerade  lineare  Eindehnung,  eine  Ebene  lineare  Zweidehnnn;, 
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Banm  lineare  Dreidehnung  genannt  wird;  die  entspreehende  nächste 
Stofe,  eine  lineare  Vierdehnung,  ist  eine  von  vier  Abmessungen 
abhängende  Mannigfaltigkeit,  bei  welcher  jede  lineare  Gleichung 
xwischen  den  vier  Coordinaten  eine  lineare  Dreidebnung  darstellt 

IL  S.   f  . 

Die  OrthogonaUtät  ist  in  dem  früheren  Aufsatze  allgemein 
definirt 

Sind  die  vier  rechtwinkligen  Coordinaten  x^,x^yX^,  x^  eines 
Punktes  Functionen  einer  Variablen,  so  ist  der  Ort  von  x  eine 
dreifach  gekrümmte  Gurve. 

Für  einen  nicht  singulären  Currenpunkt  ergiebt  sich  dann 
zunächst  die  Tangente  mit  den  Richtungscosinus  fi^ft^fty  U  oder 
kürzer  f.  Zwei  consecutive  Tangenten  f  und  f+df  bestimmen 
eine  Ebene,  die  Schmiegungsebene;  durch  zwei  consecutive  Schmie- 
g:aog8ebenen  lässt  sich  ein  Baum,  der  Schmiegungsraum,  bestimmen, 
^welcher  bei  zweifach  gekrümmten  Curven  constant  ist).  In  der 
Schmiegangsebene  steht  normal  zur  Tangente  die  Hauptnormale,  im 
Schmiegungsraum  normal  zur  Schmiegungsebene  die  Binormale,  in 
der  Vierdehnung  steht  normal  zum  Schmiegungsraum  die  Trinormale. 

Die  Winkel  zwischen  zwei  consecutiven  Tangenten:  dir,  Tri- 
Dormalen:  dft,  heissen  die  Differentiale  des  ersten  und  dritten 
Krümmongswinkels.  Eine  Differentiation  nach  t  werde  durch 
Accente  bezeichnet. 

Die  liichtungscosinus  der  Hauptnormale  sind  die  vier  Grössen 
f  (also  /",,  rijfi,f\)»  Diejenigen  der  Binormale  werden  mit  gf, 
die  der  Trinormale  mit  h  bezeichnet. 

Es  ergeben  sich  schliesslich  folgende  Formeln,  deren  Ana- 
logie mit  denjenigen  der  Raumcurven  evident  ist, 

dx 


ds  =  ^Jd^'  ,    f  = 


dt=.]f2dr  ,  r  = 


ds 


dk  =  y2(W^^rTS^%   h^  ^^"^f^^ 
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d^  bedeutet  den  Winkel  zwischen  zwei  conseeutiyen  Scbmie- 
gungsebenen  and  wird  der  zweite  Krümmungswinkel  genannt 

Diese  Formeln  werden  nun  benatzt,  am  eine  Theorie  der 
Parallelen  zu  dreifach  gekrümmten  Gurven  aufzustellen,  welche 
auch  ganz  analog  der  der  Parallelen  der  Raumcurven  sieh  ge- 
staltet. A. 


U.  PoiMCARE.     Sur  les  courbes  d^finies  par  une  ^oa- 
tion  diflKrentielle.    C.  R.  XC.  673-675. 

Die  gnomonischen  Projectionen  der  Curven,   welche  dareb 
eine  Gleichung 

dx    __    dy 

wo  X,  Y  ganze  Functionen  von  x  und  y  bezeichnen,  bestimml 
sind,  von  der  Ebene  auf  eine  Kugel,  hier  Charakteristiken  ge- 
nannt, haben  folgende  Eigenschaften:  Durch  einen  Punkt  der 
Kugelfläche  geht  im  Allgemeinen  eine  einzige  Charakteristik; 
durch  gewisse  singulare  Punkte,  genannt  Hälse,  gehen  deren 
zwei;  durch  andere,  genannt  Knoten,  unendlich  viele;  um  andere, 
genannt  Brennpunkte,  winden  sich  die  benachbarten  Charakte- 
ristiken spiralisch,  ohne  sie  zu  erreichen.  Diie  Anzahl  der  Kno- 
ten und  der  Brennpunkte  ist  um  zwei  grösser  als  die  der  Hälse. 
Die  Kugel  wird  von  einer  Schaar  geschlossener  Curven  bedeckt 
(im  Auszug  nicht  näher  bestimmt),  deren  eine  und  nur  eine  im 
allgemeinen  durch  jeden  Punkt  geht;  jeder  Hals  hingegen  ist 
Doppelpunkt  einer  solchen;  durch  Knoten  und  Brennpunkte  geht 
keine.  Unter  den  geschlossenen  Curven  giebt  es  zwei  Arten: 
die  einen  sind  weder  Charakteristiken,  noch  berühren  sie  solche, 
die  anderen  sind  selbst  Charakteristiken  und  Asymptoten  der  be- 
nachbarten (Cyclen  ohne  Berührung,  Grenzcyclen).  Kein  Cyclos 
trifft  eine  Charakteristik  in  mehr  als  einem  Punkte.  Die  Ab- 
handlung geht  weiter  auf  specielle  Lösungen  der  Differential- 
gleichung ein.  H. 
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H.  Resal.     Sur  les  propri^t^s   d'une  courbe  qui  roule 
8ur  une  droite.    Liouviile  J.  (3)  vi.  115-129. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  die  Aufgabe:  Die  Gestalt  einer 
Curve  so  zu  bestimmen,  dass,  wenn  dieselbe  auf  einer  Geraden 
rollt,  ein  fest  mit  ihr  verbundener  Punkt  tn  eine  gegebene  Bahn 
beschreibt  Er  gelangt  auf  einigen  Umwegen,  da  er  den  ein- 
faehen  Begriff  des  Rollens  nicht  direct  benutzt,  sondern  ihn  mit 
anderen  kinematischen  Betrachtungen  verbindet,  schliesslich  zu 
den  Gleichungen 

wo  r  die  Normale  der  gegebenen  Trajectorie  vom  Fusspunkte 
bis  znm  Durchschnitt  A  mit  der  Bahn,  R  den  Krümmungsradius 
derselben  Curve  bedeutet  und  g>  denjenigen  Winkel,  welchen 
die  Normale  der  Trajectorie  mit  der  Normale  der  geradlinigen 
Bahn  bildet.  &  endlich  ist  der  Winkel,  den  die  Normale  mA 
mit  einer  beliebigen  Geraden  durch  m  bildet,  welche  starr  mit 
der  rollenden  Curve  verbunden  ist,  dann  sind  r  und  0  die  Po- 
larcoordinaten  der  rollenden  Curve,  und  man  findet  durch  Eli- 
mination von  g>  die  Gleichung  derselben: 


2 


dr 


« =/^(^7— -  0-'- 

Hierin  bedeutet  C  eine  Integrationsconstante,  die  aber,  wie 
in  der  Arbeit  nicht  ausdrücklich  hervorgehoben  ist,  nicht  will- 
kttrlich  gewählt  werden  darf;  die  Gleichung  I.  nämlich,  bei  deren 
Integration  sie  auftritt,  drückt  eine  Relation  aus,  welche  mit  der 
Aufgabe  des  Rollens  gar  nicht  nothwendig  zusammenhängt.  Es 
werden  nun  unter  der  Voraussetzung,  dass  R  als  Function  von 
r  gegeben  ist,  eine  Reihe  von  Anwendungen  auf  specielle  Fälle 
gemacht.  A. 
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B.  Theorie  der  algebraischen  Flächen  nnd  RauB 

curven. 

G.  Darboux.     Sur  le   contact  des  courbes  et  des  soi 

faces.    Darboux  Bull.  (2)  IV.  348-384. 

Herr  Kummer  hat  bewiesen,  dass  die  Fliehen  vierter  Ori 
nung,  welche  einen  Doppelkegelschnitt  besitzen ,  aof  lehn  Arte 
durch  Kegelschnitte  erzeugt  werden  können,  deren  jeder  de 
Doppelkegelschnitt  in  zwei  Punkten  schneidet  Wenn  der  Dopp«l 
kegelschnitt  der  imaginäre  unendlich  entfernte  Kreis  wird,  ta 
man  es  mit  einer  Gydide  zu  thun;  es  lassen  sich  mithin  dmt 
jeden  Punkt  der  Cyclide  zehn  Kreise  auf  derselben  sdchnei 
Der  Herr  Verfasser  untersucht  nun,  ob  diese  Eigenschaft  eharak 
teristisch  für  die  Cyclide  ist,  und  ob  es  Flächen  mit  noch  mek 
Kreisschaaren  giebt.    £r  findet  das  interessante  Resultat: 

Es  giebt  (selbstverständlich  mit  Ausnahme  der  Kugeln)  keii 
Flächen,  auf  denen  mehr  als  zehn  Kreisschaaren  liegen,  o^ 
die  Gycliden  sind  die  einzigen  nicht  sphärischen  Flächen,  wekt 
zehn  Kreisschaaren  enthalten. 

Die  Ableitung  erforderte  eine  eingehende  Untersuchung«» 
Gontactes  zwischen  einer  beliebigen  Fläche  in  einem  nia 
singulären  Punkte  und  einer  Fläche,  respective  ebenen  Cnrr 
zweiter  Ordnung,  hinsichtlich  deren  der  Herr  Verfasser  zn  eio^ 
Reihe  von  bemerkenswerthen  Resultaten  gelangt,  von  denen,  w^ 
er  selbst  zugiebt,  einige  bereits  in  zwei  älteren  Abhandlung 
von  Transon  enthalten  sind  (Liouv.  J.  1841  und  Nouv.  Ann.  187( 
Referat  der  letzten  Arbeit  F.  d.  M.  II.  541). 

Es  wird  zunächst  gezeigt,  wenn 

^  V  ^ 

T         ^  r    '  T 

beliebige  tetraedriscbe  oder  rechtwinklige  Coordinaten  sind«  da« 
durch  Einführung  neuer  im  Allgemeinen  tetraedrischer  Coordinate 


'T'    ■  T    ^  TP 

die  Gleichung  einer  Fläche  S  in  der  Nähe  eines  Punktes  0  tq 
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einfacht  werden  kann.  Dieselbe  kann  nämlich  bei  passender 
Wahl  des  Coordinatensjstems  im  Allgemeinen  in  die  Form 

gebracht  werden,  wobei  alle  folgenden  Olieder  von  höherer  als 
der  Yierteu  Ordnung  sind.  Diese  Gleichung  geht,  wenn  man 
getet  a;  =  dx,,  y  =  d'y,  oder  x  =  d'ajj,  y  =  ^,,  wo  *'  =  1, 
in  dieselbe  Form  bis  auf  die  Constanten  a  und  6  Ober. 

Berührt  aber  eine  der  beiden  Haupttangenten  in  0  vier- 
pnnktig,  so  kommt  man  nicht  auf  diese  Form,  kann  aber  die 
Form 

a  =  ary-}-^*  +  ^y'*  +  %*"" 
erhalten. 

Ist  der  Punkt  0  ein  parabolischer  (d.  h.  mit  dem  Erttmmungs- 

mass  0),  so  wird  ebenfalls  die  obige  Form  unmöglich  und  kann 

durch  die  Form 

»  =  X*  -\-y*  -\-  ayx^-^-by*  +  ••• 

ersetzt  werden.  In  beiden  Fällen  sind  noch  weitere  Specialitäten 
m  untersuchen. 

Es  ergiebt  sich  nun,  dass  jede  Fläche  zweiter  Ordnung, 
welche  mit  5  in  0  einen  Contact  zweiter  Ordnung  hat,  von  der 

Form 

5  =  ^y  +  z(ax-\-fty  +  yz) 

ist,  worin  sich  leicht  s  nach  Potenzen  von  x  und  y  entwickeln  lässt. 

Die  Durchschnittscurve  beider  Flächen  hat  dann  in  0  eiren 
dreifachen  Punkt.  Man  erhält  durch  Veränderung  der  Con- 
stanten a,  /?,  y  verschiedene  Flächen  Zweiter  Ordnung,  und  die 
Tangenten  im  dreifachen  Punkte  verändern  sich  hierbei.  Spe- 
dell  kann  man  o  und  ß  (auf  y  kommt  es  dabei  nicht  an)  so  be- 
stimmen,  dass  die  drei  Tangenten  zusammenfallen,  und  zwar  ge- 
schieht dies  auf  drei  Arten  (a  =  —  3,  ß  =  — 3;  a  =  —  3^, 
ß  =  — 3*';  a  =  -3;^',  ß  =  -3d). 

Man  erhält  so  drei  ausgezeichnete  Richtungen,  welche  eine 
Analogie  haben  mit  den  Richtungen  stationärer  Bertlhrung  einer 
Kugel  oder  den  Hauptkrttmmungsrichtungen.  Wegen  der  Will- 
kflrlichkeit  von  y  giebt  es  aber  noch  ein  Büschel  von  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  mit  der  Fläche  S  einen  Contact  zweiter 
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Ordnung  haben,  bei  welchem  die  drei  Tangenten  der  Dnrckh 
schnittscurve  in  eine  jener  drei  Richtungen  zusammenfallen.  Diese 
drei  Richtungen  nennt  der  Herr  Verfasser  Tangenten  der  Oecu 
lation  zweiter  Ordnung;  es  entspricht  ihnen  ein  neues  Linien- 
System  auf  der  Fläche  S,  dessen  Differentialgleichung  sieh  noi 
aufstellen  lässt.  Eine  Osculation  höherer  als  zweiter  Ordniuif 
kann  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  im  Allgemeinen  mit  S  ii 
einem  beliebigen  Punkte  0  nicht  eingehen.  Der  Herr  VerfasM 
zeigt  aber,  dass  es  eine  Steiner'sche  Fläche  giebt,  welebe  mi 
der  Fläche  S  in  0  einen  Contact  vierter  Ordnung  eingebt  Si( 
ist  dargestellt  durch  die  Gleichungen 


X  = 


z  = 


l  +  aa*  +  bß*^baß 
aß 


wo  a  und  ß  die  Parameter  sind. 

Nach  diesen  Untersuchungen  wendet  sich  der  Herr  Verfasnf 
zur  Betrachtung  der  Bertthrung  eines  Kegelschnittes  mit  ein« 
beliebigen  Fläche  S  in  einem  nicht  singulären  Punkte  O. 

Hierbei  wird  zunächst  eine  allgemeinere  Gleichungsform  u 
genommen,  welche  bei  beliebigen  tetraedrischen  oder  ancli  id 
Speciellen  rechtwinkligen  Goordinaten,  wenn  O  in  dem  Dorefa 
schnittspunkt  der  von  x  =  0,  y  =  Ojü=:0  liegt,  durcb  EbI 
Wickelung  von  £  nach  Potenzen  von  xy  entsteht,  also 

wo  q>i(xy)  eine  ganze  homogene  Function  i^  Grades  von  ^  xai 
y  bedeutet. 

Diese  Fläche  werde  geschnitten  durch  die  Ebene 

mz-\-nx  —  y  =  0,  * 

dann    findet   man  durch   eine   Anwendung   der    LagrangeWtai 
Formel  ' 

z  =  a^x^  +  a^x^-\ — , 
y  —  zx  =  ma^x*'{-  ma^x*-] — , 
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ro 


tn  ,  ,  .»„  .  f»'  ^   .     .  ,„ 


".  =  y.  +  "»(»'»«T»  +  9'.9'4)'+  yCapJt'«  +  <p,9iy  +  -^(.<rWD 


m* 


+^(^.'r. 


a,  =  <f>,  +  »1(9),  9>.  +  9'i  flP»  4-  y)  +  y  (% J 9>»  +  69»,  V,  «T« + fl)" 


LS.  w.  und  ifi  =  9><(l,n)  ist,  während  die  Accente  Differentia- 
ionen  nach  n  bedeuten. 

Mit  HQlfe  dieser  Formeln  werden  zunächst  die  Osculations- 
egelschnitte  untersucht,  d.h.  diejenigen  Kegelschnitte,  welche 
rit  S  eine  Berührung  vierter  Ordnung  (also  eine  fttnfpuoktige) 
ilden. 

Man  findet  fttr  die  Ebene  fnz-\^nx  —  y  =  0  diesen  Kegel- 
dmitt  dureh  die  2^  Gleichung 

5  =  (p^(xy)  +  z(^ax  +  ßy  +  yz)  +  k(mz  +  nx  —  y) 

i^timnit,  wo 


Die  zweite  Oleichung  stellt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
iar,  welche  mit  5  einen  Contact  zweiter  Ordnung  hat,  ist  aber 
«Ibstverständlich  durch  die  obigen  Bedingungen  nicht  vollständig 
Kstimmt,  da  durch  den  Osculationskegelschnitt  noch  unzählig 
lele  solcher  Flächen  zweiter  Ordnung  hindurchgehen.  Man  kann 
^r  noch  die  Bedingung  hinzuf&gen,  dass  in  der  zweiten 
SIeiehung  die  Glieder  mit  m  verschwinden;  dann  wird  die  Fläche 

Fortachr.  d.  Math.   ZU.  3.  3g 
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vollständig  and  unabhängig  von  m  bestimnit  Sie  hat  dii 
Gleichung 

Da  dieselbe  von  m  unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich  der  des 
Meusnier'schen  analoge  Satz,  welchen  übrigens  bereits  Transoi 
gefunden  hat,  wenn  auch  in  anderer  Form:  „Der  geometriseh 
Ort  aller  Kegelschnitte,  welche  eine  Fläche  J?  in  demsdbei 
Punkte  0  mit  derselben  Tangente  ftlnfpunktig  berühren,  ist  eh» 
Fläche  zweiten  Grades.^ 

Diese  Fläche,  deren  Gleichung  die  zuletzt  aufgestellte  ist 
hat  mit  S  einen  Contact  zweiter  Ordnung,  und  von  den  dre 
Osculationstangenten  derselben  fallen  zwei  in  die  Richtoog  it 
gemeinsamen  Tangente  aller  Kegelschnitte  zusammen. 

Wenn  man,  wie  es  oben  bei  Betrachtung  der  Flächen  gd 
schehen  ist,  von  der  Gleichungsform 

«  =  ^y + ^'  +  y' + ipy  (ät"  +  %*)•  •  • 

ausgeht,  nimmt  die  Gleichung  der  gefundenen  Fläche  zweite 
Ordnung  die  Form  an: 

Hieraus  folgt  leicht,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  des  Baume 
sechs  Kegelschnitte  legen  lassen,  welche  eine  gegebene  FULebe  i 
in  einem  gegebenen  Punkte  0  iUnfpunktig  osculiren. 

Es  werden  nun  die  sechspunktig  berOhrenden  Kegelschnitti 
gesucht,  fbr  welche  noch  eine  Bedingung  hinzutritt. 

Setzt  man 
A  =  2(plS%g>^ip^  +  (plip,y 

C  =  9, 9»"  -  9»,  9'»  9»'.  -  i9>.  <P^  <f'i  +  \VI  9>'.'  =  ivl  [ J]  ♦ 

so  ist  die  Bedingung,  dass  in  der  Ebene  mz-i-nx^-g  =:  0  fi 
sechspunktig  berührender  Kegelschnitt  liegt: 

A  +  BfMp^  +Cm*g>l  =  0. 
Da  A  vom  9*«»,  B  vom  6**°,  C  vom  3*«  Grade  in  Bezug  aof  n  iä 
so  folgt:    Durch  eine  beliebige  durch  O  gelegte  Cterade  kam 
man  neun  Ebenen  mit  sechspunktig  osculirenden  Kegelsehnittei 
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legen»  durch  eine  Tangente  der  Fläche  nur  drei  (nicht  zwei,  wie 
durch  ein  Versehen  in  der  Abhandlung  steht). 

Durch  eine  weitere  Fortsetzung  der  analogen  Betrachtungen 
ergiebt  sich,  dass  es  im  Allgemeinen  27  Kegelschnitte  giebt, 
(welche  eine  Fläche  S  in  einem  Punkte  0  siebenpunktig  osculiren. 
[Hieraus  folgt  ftlr  die  Flächen  dritten  Grades  die  Existenz  der 
^7  Geraden). 

Auf  Grund  dieser  allgemeinen  Betrachtungen  wendet  sich 
nun  der  Herr  Verfasser  näher  zu  den  oben  bezeichneten  Fragen 
ind  gelangt  ohne  weitere  Rechnungen  zu  folgenden  Schlüssen: 

,,Es  giebt  ausser  den  Flächen  zweiten  Grades  keine  Flächen, 
leren  ebene  Schnitte  sämmtlich  aus  Kegelschnitten  bestehen.^ 

„Es  giebt  ausser  den  Flächen  zweiten  Grades,  der  Steiner- 
Khen  Fläche  und  den  Begelflächen  dritter  Ordnung  keine  Flächen, 
bei  denen  durch  jeden  Punkt  unendlich  viele  Kegelschnitte  gehen. ^ 

Hierauf  wird  die  Untersuchung  dadurch  modificirt,  dass  statt 
ler  Kegelschnitte  Kreise  in  Betracht  gezogen  werden.  Durch  Be- 
trachtungen und  Rechnungen,  welche  den  allgemeineren  ganz 
uialog  sind,  ergiebt  sich  fQr  dreipunktig  osculirende  Kreise  das 
Ueosnier'sche  Theorem  und  fbr  vierpunktig  osculirende  das 
folgende:  Es  gehen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  fünf  Ebenen, 
in  welchen  Kreise  liegen,  welche  eine  Fläche  S  in  0  vierpunktig 
wculiren,  durch  einen  Punkt  der  Tangentenebene  aber  nur  einer. 

Hieran  werden  nun  weiter  folgende  Schlüsse  gereiht:  Wenn 
es  in  einem  einfachen  Punkte  einer  Fläche  mehr  als  zehn  Kreise 
^ebt,  welche  fttnfpunktig  osculiren,  so  giebt  es  in  jeder  durch 
lenselben  Punkt  gelegten  Ebene  einen  solchen,  und  der  Punkt 
ist  ein  Nabelpunkt. 

Es  giebt  keine  Fläche^  welche  mehr  als  zehn  Kreise  durch 
jeden  Punkt  enthält. 

Jede  Flädie,  bei  welcher  durch  jeden  Punkt  zehn  Kreise 
geben,  ist  eine  Gjclide. 

Wenn  eine  Fläche  in  einem  einfachen  Punkte  von  zehn 
Kreisen  sechspunktig  berührt  wird,  so  hat  sie  in  demselben  einen 
Contact  fünfter  Ordnung  mit  einer  Cyclide.  A. 

38* 
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G.  Darboux.     8ur  le  contaot  des  coniques  et  des  sur- 

faces.    C.  B.  XOI.  969-972. 

M OUTARD.     Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces. 

C.  R.  XCI.  1055-1058. 

Id  der  Note  des  Herrn  Darboux  (siebe  auch  das  vorfaer- 
gebende  Referat)  wird  eine  Reihe  von  interessanten  Sätzen  aber 
die  oscalirenden  Kegelschnitte  einer  Oberfläcbe  ausgesprochen, 
ihr  Beweis  zum  Tbeil  angedeutet  So  giebt  es  z.  B.  27  Kegel- 
schnitte, welche  in  einem  Punkte  die  Fläche  sechspunktig,  lOKreise, 
welche  sie  daselbst  fünfpunktig  bertthren.  Bei  keiner  Oberfliehe 
(die  Kugel  ausgenommen)  können  mehr  als  zehn  Kreise  dnrcb 
jeden  Punkt  gehen,  und  die  Cyclide  ist  die  einzige  Fläche,  bei 
welcher  dieses  Maximum  wirklich  stattfindet 

Herr  Moutard  weist  darauf  hin,  dass  er  schon  im  Jahre  1863 
in  zwei  nur  zum  Tbeil  veröffentlichten  Arbeiten  die  Sätze  too 
Darboux  im  wesentlichen  erhalten  habe,  und  macht  bei  dieser 
Gelegenheit  auf  eine  covariante  Fläche  auiinerksam,  weldie  sich 
bei  vielen  Fragen  der  bezeichneten  Art  mit  Vortheil  in  Zusammen- 
hang bringen  lässt.  V. 


E.  W.  Hyde,     Proof  of  a  proposition  in  solid  geometiy. 

Analyst  VII.  157-158. 

Wenn  sich  zwei  verschiedene  Oberflächen  derselben  Ordnung 
in  allen  Punkten  berühren,  in  denen  sie  von  einer  gegebenen 
Geraden  geschnitten  werden,  so  schneiden  sie  sich  in  zwei  ebenen 
(reellen  oder  imaginären)  Curven.  Glr.  (0.) 


A.  Catlet.     On  tbe  number  of  constants  in  the  equation 

of  a  SUrface  PS  —  QR  =^  0.     Zeutheo  Tidsakr.  (4)  IV.  145-148. 

Veranlasst  durch  eine  Arbeit  von  Valentiner  macht  der  Ve^ 
fasser  die  Bemerkung,  dass  sich  die  Anzahl  der  unabhängigen 
Constanten  in  der  Gleichung  PS-  QR  =  0  leicht  bestimmen  Itat, 
wenn  man  sie  in  die  Form 

!  P+^Q^  Q 

R  +  aS  +  ßP+aßQ,     S  +  ßQ 


=  0 
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bringt,  wo  noch  besondere  Fälle  auftreten  werden,  wenn  zwei 
der  betreffenden  Functionen  denselben  Grad  haben.  Auf  diese 
Weise  findet  er  die  von  Yalentiner  gefundenen  Resultate  bestätigt. 

Gm. 

G.   KoHN.     üeber  algebraische  Raumcurven.    Wien.  Ber. 

LXXXII  755-770. 

Fflr  eine  algebraische  Raumeurve  ohne  wirkliche  Doppel- 
pankte  lässt  sich  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Zahl  e  angeben, 
welche  bezeichnet,  um  wie  viel  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte ihr  Minimum  fibertriffL  Die  synthetische  Definition  dieses 
„Excesses^  ist  verschieden,  je  nachdem  die  Gurve  von  grader 
oder  ungrader  Ordnung  ist  Gurven  grader  Ordnung  vom  Ex- 
eesse  Null  entstehen  durch  den  Schnitt  einer  Fläche  nf  mit  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung.  Dagegen  ist  der  Nachweis,  dass  um- 
gekehrt solche  Curven  stets  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
liegen,  durch  welchen  die  in  der  Abhandlung  nicht  erwähnten  Be- 
trachtungen von  ISA,  Weyr  (Algebraische  Raumcurven,  Prag.  Abb. 
VL  8.  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  483)  einen  beachtenswerthen  Abschluss 
erhalten  hätten,  dem  Verfasser  völlig  misslungen.  V. 


G.  Westphal.  üeber  das  simultane  System  zweier  quater- 
närer  Formen   zweiten  Grades   und  eine  allgemeine 
algebraische  .  Parameterdarstellung    der     Raumeurve 
vierter  Ordnung  p  =  1.    ciebsch  Ann.  XIV.  1-20. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  3.  B.  p.  607. 


C.     Baumgebilde  ersten,  zweiten   und   dritten   Grades. 

F.  HocEVAR.      lieber    die   Erweiterung  eines   geometri- 
schen Lehrsatzes  von  Varignon.    Wien.  Ans.  I880.  1%. 

Bezeichnet  man  mit  E^,  £,,  £,  drei  Ebenen,  welche  sich  in 
einer  Geraden  schneiden,  mit  f^  ein  geschlossenes  Flächenstock 
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in  £p  mit  /*,  die  Parallelprojection  desselben  auf  £,  in  einer  zu 
£,  parallelen,  sonst  beliebigen  Richtung,  mit  /*,  die  Parallelpro- 
jection desselben  Flächenstttcks  auf  £3  in  einer  zu  £,  paraUelen 
Richtung,  mit  Ar,,  &,,  k^  die  Volumina  dreier  Kegel,  welche  ii^fcnd 
einen  Punkt  des  Raumes  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die 
Flächenstttcke  f^ ,  /,,  f,  zu  Grundflächen  haben,  so  ist  stets 

±k^±k,±k,  =  0, 
wo  die  Vorzeichen  nach  einem  einfachen  Glesetz  bestimmt  werden. 

A. 


Lösungen  von  Aufgaben  ober  gerade  Linien  und  Ebenen 

in  analytischer  Behandlung    von  Gknesk    und    J.  J. 

Walker  finden  sich  Edac.  Times  xxxiii.  n-iö,  ög. 

O. 


H.  Laurent.     R^duction  des  polynömes  au  2**°'degr^. 

Noav.  Ann.  (2)  XIX.  12-2«. 

Eine  von  den  Lehrbüchern  nur  wenig  abweichende  Dar- 
stellung des  Problems,  Formen  zweiten  Grades  in  n  homogenen 
Veränderlichen  als  Summen  von  n  Potenzen  linearer  Formen  dar- 
zustellen. My. 


A.  Maynz.     Einige  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie.   Fr.  Ludwigalust. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  polaren  Beziehungen  bei 
Flächen  zweiten  Grades  und  fUhrt  hauptsächlich  zu  folgenden 
Resultaten : 

Sind  a,  6,  c  drei  beliebige  Punkte  des  Raumes  und  A,B,C 
bezüglich  ihre  Polarebenen  in  Bezug  auf  irgend  eine  Flädie 
zweiten  Grades,  so  gehen  die  drei  Ebenen  a(BC),  b(CA)  und  c(AB) 
durch  dieselbe  Gerade,  ebenso  liegen  die  drei  Punkte  A(bc)j 
B(ca),  (Xjaü)  in  derselben  Geraden. 

Hieraus  folgt  weiter: 

Sind  abc  d  und  a^  b^  c,  d^  die  Eckpunkte  zweier  in  Bezog 
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»if  eine  Fläche  zweiten  Grades  conjngirter  Tetraeder,  so  dass 
edem  Eckpunkt  des  einen  die  dem  entsprechenden  Eckpunkte 
les  andern  gegenflberliegende  Ebene  des  andern  als  Polarebene 
lotspricbt,  so  liegen  die  vier  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Eckpunkte  in  einem  Hyperboloid  und  die  vier  Durchschnittsgeraden 
mitsprechender  Ebenen  in  dem  polaren  Hyperboloid,  und  umgekehrt. 

Liegen  die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Eckpunkte 
Kter  die  Durchschnittsgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier 
Fetraeder  auf  einem  Hyperboloid,  so  giebt  es  stets  eine  und  nur 
»ne  Flftehe  zweiten  Grades,  fllr  welche  die  beiden  Tetraeder  ein- 
loder  polar  entsprechen,  und  es  lässt  sich  zu  jedem  fflnften  Funkt 
;  die  zugehörige  Polarebene  £  und  umgekehrt  einfach  construiren. 
Die  Fläche  zweiten  Grades  kann  aber  reell  oder  imaginär  sein, 
lud  die  Entscheidung  darüber,  so  wie  die  Construction  beliebig 
rieler  Punkte  der  Fläche  lässt  sich  dann  durch  Betrachtung  von 
Involutionen  leicht  durchführen. 

Dieser  Satz  kann  auch  auf  die  singulären  Fälle  übertragen 
srerden,  wo  die  Fläche  zweiten  Grades  in  eine  Kegelfläche  oder 
eioe  ebene  Curve  degenerirt.  Nimmt  man  statt  der  Fläche  den 
unendlich  entfernten  Kugelkreis,  so  entspricht  dem  unendlich  ent- 
fernten Punkte  irgend  einer  Geraden  l  jede  Ebene,  welche  loth- 
recht  zu  /  steht,  als  Polarebene,  während  zu  jedem  endlichen 
Punkte  die  unendlich  entfernte  Ebene  die  Polarebene  ist.  Denkt 
man  sich  nun  ein  beliebiges  Tetraeder  a,  6,  c,  d^  und  fällt  von 
jedem  Punkt  das  Loth  auf  die  gegenüberliegende  Ebene,  so  kann 
man  die  unendlich  entfernten  Punkte  ab  c  d  dieser  Geraden 
als  die  Eckpunkte  des  zu  a,  b^  c^  d^  polar  conjugirten  Tetraeders 
betrachten  und  kommt  so  auf  den  bekannten  Steiner'schen  Satz, 
dass  die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  auf  einem  Hyperboloid  liegen. 

Stellt  man  die  Bedingung,  dass  ein  Tetraeder  in  Bezug  auf 
die  zu  suchende  Fläche  sich  selbst  conjugirt  sei,  so  wird  die 
Fläche  noch  nicht  vollständig  bestimmt;  sie  wird  aber  bestimmt, 
wenn  aosserdem  die  zu  einem  Punkte  e  gehörige  Polarebene 
gegeben  ist  Zum  Schluss  wird  die  Beziehung  aufgesucht,  in 
welcher  zwei  Tetraeder  stehen  müssen,  damit  jedes  derselben  in 
Bezog  auf  eine  und  dieselbe  Fläche  zweiten  Grades  sich  selbst 
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coDJugirt  sei.  Es  zeigt  sich,  dass,  wenn  die  Eckpunkte  des  einea 
Tetraeders  beliebig  gegeben  sind  und  drei  Eckpunkte  des  »^ 
dern,  der  vierte  Eckpunkt  bestimmt  ist,  da  alle  acht  Dvr^ 
schnitte  dreier  Flächen  zweiten  Grades,  respective  des 
entsprechenden  Flächengebüsches  sind.  A. 


F.  Mbrtbns.    Zwei  Berührungsaufgaben.  Schiomiich  z.  xxv, 

156-171. 

Den  Ausgangspunkt  der  Arbeit  bildet  folgende  Betrachtang; 
Ist 

F(fl,fl,tl.flJ  =  SAaßUaUß  =  0 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Ebenencoordioaten 
und  sind 

1)  a^x^  4-  a^x^  +  a,a:,  +  a^x^  =  0, 

2)  b,x,  +  b,x,  +  \x,  +  h,x,  =  0 

die  Gleichungen  zweier  Ebenen,  so  ist  die  Bedingung  daf&r,  dass 
die  Durchschnittslinien  beider  Ebenen  mit  der  Fläche  einaodei 
berühren, 

3)  i^aF,-(fUy  =  0, 
wenn 

Fa  =  SAaßaaaßy     Ft,  =  SAaßbabß^     jFa,6  =  SA^fiO^bß 

ist. 

Wählt  man  speciell 

so  drückt  die  Gleichung  3)  die  Bedingung  flir  die  Berübnuig 
der  zwei  Kreise 

Ö4(^?  +0  -  2ar,(a,aj,  +a,x,  +  a,x,)  =  0, 

aus,  wo  x^ ,  x^y  x^  homogene  Punktcoordinaten  in  der  Ebene  be- 
zeichnen. 

Kann  man  also  irgend  eine  auf  ebene  Schnitte  der  Fläche 
F  bezügliche  Berührungsaufgabe  lösen ,  so  hat  man  damit  asck 
die  Lösung  der  entsprechenden  Aufgabe  für  Kreise  in  der  Ebene. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  nun  den  Feuerbach'seben  Sali 
und  die  Malfatti'sche  Aufgabe   für  die  Fläche  F.    Es   wird  nh 
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Diehst  die  Apollonius'sche  Aufgabe  gelöst,  d.  h.,  es  wird  ein 
ebener  Schuitt  von  F  bestimmt,  der  drei  gegebene  Schnitte  be- 
rOhrt  Es  ergeben  sich  bekanntlieh  acht  Lösungen.  Wenn  ins- 
besondere die  drei  gegebenen  Schnitte  durch  einen  Punkt  gehen, 
80  fallen  vier  derselben  in  die  Tangentialebene  dieses  Punktes. 
Hieran  schliesst  sich  der  Beweis  des  Feuerbach'schen  Satzes, 
welcher  aussagt,  dass,  wenn  man  die  gefundenen  acht  Schnitte 
aof  gewisse  Weise  in  zwei  Gruppen  zu  je  vier  ordnet,  die  vier 
Schnitte  einer  Gruppe  von  einem  gewissen  fdnilen  Schnitt  ge- 
troffen werden. 

Darauf  behandelt  der  Herr  Verfasser  die  Malfatti'sche  Auf- 
gabe, welche  so  formulirt  werden  kann:  Es  sind  auf  F' drei 
ebene  Schnitte  gegeben;  man  soll  drei  andere  ebene  Schnitte 
suchen,  deren  jeder  je  zwei  der  gegebenen  und  die  beiden  anderen 
gesuchten  Schnitte  berührt.  Diese  Aufgabe  ergiebt  im  Allge- 
meinen 64  Lösungen. 

Eine  Andeutung  der  eleganten  Rechnung  ist  ohne  Eingehen  in 
den  sehr  ausgedehnten  Formelapparat  nicht  möglich.  A. 


Morkt-Blanc.     Questions  proposöes  par  M.  H.  Faure. 

Nouy.  Ann.  <2)  XIX.  411-421. 

Es  werden  folgende  Sätze  bewiesen: 

I.  Wird  eine  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  Ebene  P  ge- 
schnitten und  zu  einer  Tangente  der  Durchschnittscurve  der  pa- 
rallele Durchmesser  P  gezogen,  bezeichnet  p  den  Abstand  des 
Hittelpunktes  der  Fläche  von  der  Tangentialebene  in  jenem 
Punkte,  d  den  Winkel,  welchen  diese  Tangentialebene  mit  der 
Bbene  P  bildet,  so  ist 

1)  ftlr  jeden  Punkt  der  Durchschnittscurve  --? —  =const.,und 
^        •'  sm  a  ' 

2)  behält  diese  Constante  denselben  Werth,  wenn  die  Ebene 
P  eine  der  gegebenen  confocale  Fläche  bertlhrt. 

IL  £^  sind  drei  confocale  Flächen  zweiten  Grades  gegeben. 
Bine  Gerade  £,  welche  die  beiden  ersten  berührt,  schneidet  die 
Iritte  ina.    Wenn  die  Tangentialebene  in  a  die  zu  E  parallele 
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Centrale  in  m  schneidet,  so  ist  Om  constant,  für  jede  Wahl  der 
Oeraden  £. 

III.    Durch  einen  Funkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  sind 
drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  A^  £,  C  gelegt    Bezeichnet 
man  mit  a,  ß,  y  die  Krümmungsradien  der  drei  ebenen  Schnitte 
in  diesem  Punkte,  durch  T  die  Tangentialebene,  so  ist 
JsinT^r.   .     (sin  TO)*  (sin  7Y7)'    ^ 

«       "^        /^  y 

A. 


=  0 


•  H.  M.  Taylor.  Note  on  the  equation  of  the  two  planes 
which  can  be  drawn  through  two  given  points  to 
touch  a  quadric.    Proc.  L.  M.  S.  XL  ui-143. 

Ist  Vi  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  flir 
Xiyi%i  und  Wi^  die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  daas  die 
Funkte  Xi  tfi  2,  und  Xk  yu  ^k  harmonisch  durch  die  Fläche  (7  =  0, 
getrennt  sind,  so  drückt  die  Gleichung 

»^1,3       »^2,3       Ü3 

die  Bedingung  aus,  dass  die  drei  Punkte  x^y^s^J  ^sj^s^r  ^»Vt^t  ^^ 
einer  Tangentialebene  der  Fläche  t/  =  0  liegen.  Diese  Bedin- 
gung wird  zuerst  direct  entwickelt,  dann  dadurch,  dass  vom 
Funkte  1  der  Tangentenkegel  an  die  Fläche  üy  dann  vom 
Punkte  2  der  Tangentenkegel  an  diesen  Tangentenkegel  gel^ 
wird.  In  einer  Note,  welche  Herr  Cayley  dieser  Mittheilung  lu- 
fligt,  wird  die  Bedingung  in  einer  noch  etwas  anderen  Form  dar- 
gestellt. A. 

DziwiNSKL  Allgemeine  Gleichung  der  Berührungscylinder 
und  der  Berührungskegel  der  Flächen  zweiten  Grades 
im  schiefwinkligen  Coordinalensystem  auf  Grund  der 
Symbole  von  Professor  Zmurko.    Pr.  Jaroalaw.  (Poinitck.). 

Dn. 
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0.  Ruth  NICK,     üeber  zwei  auf  einer  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  liegende  Kegelschnitte.    Pr.  Frankfurt  a.  o. 

Es  wird  theils  durch  geometrische  Betrachtungen,  theils 
durch  Rechnung  die  Bedingung  dafür  untersucht,  dass  zwei 
Kegelschnitte  perspectivisch  liegen.  Die  Lage  des  Frojections- 
pols  wird  hestimmt  und  die  Untersuchung  schliesslich  auf  specielle 
Fälle  angewendet  A. 


N.    Herz.      Einige    Eigenschaften    von    Kugelbtlscheln 

und    Kugelschaaren.     Grunert  Arch.  LXV.  385-394. 

Der  Verfasser  untersucht  analytisch  -  geometrisch  zunächst 
das  Kngelbttschel,  d.  h.  das  einstufige  System  aller  derjenigen 
Kugeln,  welche  durch  drei  gegebene  Punkte  gehen,  oder  (was 
dasselbe  ist)  welche  eine  und  dieselbe  Chordalebene  haben.  Jede 
Kugel  eines  solchen  Büschels  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  von 
einem  Punkte  ihrer  Oberfläche  an  irgend  zwei  andere  Kugeln 
des  Btlschels  gelegten  Tangenten  dasselbe  Verhältnis  behalten, 
wenn  jener  Punkt  alle  möglichen  Lagen  auf  der  Kugel-Oberfläche 
einnimmt.  An  den  Beweis  dieses  Satzes  schliesst  sich  die  Be- 
rechnung der  Lage  der  beiden  Grenzpunkte  des  Btlschels,  d.  h. 
derjenigen  beiden  Punkte  auf  der  Centrale  des  Btlschels,  in  denen 
eine  Kugel  unendlich  klein  wird.  Dann  geht  der  Verfasser  zu 
der  Untersuchung  der  Kugelschaar  über,  d.  h.  des  zweistufigen 
Systeme  aller  derjenigen  Kugeln,  welche  durch  zwei  gegebene 
Punkte  gehen.  Die  Grenzpunkte  aller  in  einer  Kugelschaar  lie- 
genden Büschel  bilden  einen  Kreis,  den  Grenzpunktkreis  der 
Kugelschaar.  Mit  jeder  Kugelschaar  steht  ferner  ein  gewisses 
Kugelbüschel  in  dem  Zusammenhange,  dass  der  Grenzpunktkreis 
der  Scbaar  Chordalkreis  des  Büschels  ist,  dass  die  Centralebene 
der  Schaar  Radicalebene  des  Büschels,  dass  die  Radicalaxe  der 
Schaar  Centrallinie  des  Büschels,  dass  endlich  die  beiden  Radical- 
punkte  der  Schaar  die  beiden  Grenzpunkte  des  Büschels  sind. 
An  die  Behandlung  der  auf  vier  Kugeln  bezüglichen  Ghordal- 
Eigenschaften   schliesst  sich    noch   ein    Capitel   über  projective 
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Kugelbttsohel,  d.  h.  solche  Kugelbaschel,  deren  Kugeln  sidi  da 
eindeutig  entsprechen,  und  tlber  die  damit  in  Znsammenhuj 
stehenden  Flächen  zweiter  Ordnung.  Seht 


T.  Cbaig.     Determination   of  a  sphere  which  cuts  &n 
given  spheres  at  the  same  angle.    Analyst  vii.  13-16. 

Analytische  Lösung  der  Aufgabe.  61r.  (0.) 


Gambet.     Solution  d'une  question  de  concours. 

Noav.  Ann.  (2)  XIX.  82-86. 

Oegeben  ist  eine  Kugel  S,  eine  Ebene  P  und  ein  Punkt 
Durch  A  ziehe  man  eine  Gerade,  welche  die  Ebene  P  im  Punkte 
schneidet,  und  construire  um  AB  als  Durchmesser  eine  Kugel 
Die  Radicalebene   von  S,  S'  schneidet  AB  in  einem  Punkte 
Dreht  man  nun  AB  um  il,  so  beschreibt  M  eine  Fläche  xwei 
Grades,  die  durch  A  geht,  und  deren  cyklische  Ebenen  parall 
der  Ebene  P  sind.     Die  Art  des  Ortes  wird  dann  weiter  dis 
cutirt  0. 


H.  CouRBE.     Solution  d'une  question  de  licence. 

Noav.  Ann.  (2)  XIX.  86-89. 

Gegeben  das  Paraboloid  z  =  —      ^  •    Man  betrachte  aa 

dieser  Fläche  die  Gurren,  deren  Tangenten  einen  constanta 
Winkel  y  mit  der  Axe  Oa  machen.  Gefordert  wird  die  Differential 
gleichung  der  Frojectionen  dieser  Curve  auf  die  Ebene  xOf  oiK 
der  Nachweis,  dass  sich  die  Integration  dieser  Gleichung  anf  ein 
Quadratur  zurttckfUhren  lässt,  sowie  ihre  AusfBhrung  und  dn 
Construction  der  Projection  im  Falle  m  =  1.  Die  Differential 
gleichung  ergiebt  sich  als 


^  P  P 
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wo 

p  =  -p-      und     n  =  a  cotg  y. 

Das   Integral   derselben  ist    /       ,  7  ^    x  •    F^r  m  =  1   ist  die 

Po 

Corye  die  Developpante  des  Kreises  mit  dem  Radius  n  =  a  cotg/. 

0. 


K.  ScHWERiNG.     Ueber  eine  eigenthUmliche  Deformation 
der  Kegelschnitte.    Schiömiich  z.  xxv.  25-41. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Schiömiich  Z.  XXIV.  405-407, 
siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  568)  hatte  der  Herr  Verfasser  gezeigt, 
dasB  die  Projection  einer  geodätischen  Linie  des  Rotationsellip- 
soids auf  die  Aequatorebene  durch  die  Basis  eines  geraden 
elliptischen  Kegels  erzeugt  wird,  wenn  dieser  letztere  auf  der 
Aeqnatorebene  abgewickelt  wird.  Diese  Beziehung  veranlasste 
den  Herrn  Verfasser,  in  der  vorliegenden  Arbeit  derartige  ebene 
Curven  (Saumcurven) ,  in  welche  sich  ein  auf  einem  Kegel  be- 
findlicher Kegelschnitt  abwickelt,  genauer  zu  betrachten. 

Ist   — r  +  -f?-  =  1   die  Gleichung  der  Basis  des  Kegels, 

dessen  Höhe  c  ist,  und  sind  a,  ß  die  Coordinaten  des  Fusspunktes» 
so  ergeben  sich,  wenn  man  setzt:  x^  a  cosi//,  y  =  6  Biutff,  die 
Polarcoordinaten  q  und  g>  der  Saumcurve  folgendermassen : 

Q^  =  c'  +  (acosi//  —  a)'-f  (6  sin  !//  —  /?)•, 
f'dg>*  =  [c*cos'i//4-ö' WD*V]  +  (a6cosi/^-|-/ftisini//  — oft)*. 

Es  wird  zunächst  der  besondere  Fall  betrachtet,  dass  der  Kegel 
ein  gerader  Kegel  ist,  und  es  zeigt  sich,  dass,  wenn  der  Sinus 
des  scheinbaren  Radius  dieses  Kegels  zu  n  in  einem  rationalen 
Verhältnis  steht,  wenn  also  die  Saumcurve  geschlossen  ist,  ihre 
Gleichung  algebraisch  wird,  und  dass  jede  algebraische  Curve 
auf  dem  Kegel  auch  eine  algebraische  Saumcurve  erhält. 

Ea  entsteht  nun  die  Frage,  ob  es  auch  andere  Kegelflächen 
giebt,   welche  diese  Eigenschaft  haben.     Hierzu  genfigt  es,  zu 
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untersuchen,  ob  die  Saumcurve  eines  geraden  elliptischen  Kegek 
algebraisch  werden  kann. 

Die   Polargleichung  der  Saumcurve  der  Ellipse  »  =  r  auf 

dem  Kegel 

«         -.«  -t 

i-  + 


X      .     y    _    z' 


wird 


und  es  stellt  sich  qp  als  ein  elliptisches  Integral  dritter  Gattung 
dar,  welches  der  Herr  Verfasser  mit  Hülfe  der  p-Functionen  aus- 
drückt. Dasselbe  ist  vieldeutig  und  hat  eine  reelle  Periode  cti, 
und  eine  imaginäre  c», ,  d.  h.  ^  erhält  so  oft  denselben  Wertb, 
als  (p  um  ein  vielfaches  von  w^  wächst.  Soll  nun  die  Saumcmre 
geschlossen  sein,  so  muss  &>,  in  einem  rationalen  Verhältnis  so  rr 
stehen.  Diese  Bedingung  genügt  aber  nicht,  damit  die  Curve  alge- 
braisch sei,  denn  sie  hat  wegen  der  imaginären  Periode  cu,  mit 
einem  Kreise  um  den  Anfangspunkt,  dessen  Radius  ^  =  ^,  ist 
ausser  einer  endlichen  Anzahl  reeller  Punkte  noch  unzählige 
imaginäre  Punkte  gemein,  ist  also  im  Allgemeinen  nicht  alge- 
braisch, es  tritt  vielmehr,  damit  sie  algebraisch  sei,  die  Bedin- 
gung hinzu,  dass  w^  Null  sei.    Der  Herr  Verfasser  bestimmt  nun 

durch  eine  längere  Rechnung  die  Constanten  so,  dass  — ^    ratio- 

n 

nal  und  w^  =  0  ist,  kommt  aber  dabei  zu  dem  Resultat,  dass 
die  so  bestimmten  Curven  und  Kegel  singulare  Fälle  repräseo- 
tiren.  Referent  möchte  dazu  bemerken,  dass  dieses  Resultat 
wohl  von  vornherein  zu  erwarten  war,  da  die  imaginäre  Periode 
nur  Null  werden  kann,  wenn  das  elliptische  Integral  in  eine 
niedere  Transcendente  übergeht.  Dies  aber  ist  nur  der  Fall, 
wenn  entweder  a  =  6  wird,  also  der  Kegel  ein  Rotationskegel 
ist,  oder  eine  der  Grössen  a  oder  b  Null  wird,  wodurch  der  Kegel 
sich  auf  ein  ebenes  Winkelblatt  zusammenzieht. 

Die  Saumcurve  eines  nicht  degenerirten  elliptischen  geraden 
Kegels,  dessen  Basis  nicht  kreisförmig  ist,  kann  also  geschlossen, 
aber  nie  algebraisch  sein.  A. 
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A.  Strnad.     üeber  die  Kegelfläche  zweiten  Grades. 

Casopis  IX.  55.  (Böhmisch.). 

Enthält  die  analytische  Untersuchung  der  Bedingungen,  wann 
die  Kegelfläche  zweiten  Grades  drei  wechselseitig  vertikal  stehende 
Gerade  enthält.  Std. 


G.  Westphal.  üeber  das  simultane  System  zweier 
quaternärer  Formen  zweiten  Grades  und  eine  all- 
gemeine algebraische  Parameterdarstellung  der  Raum- 
eurve  vierter  Ordnung  p  =  1.    Olebsch  add.  xnr.  1-20. 

Die  Arbeit,  welche  bereits  vor  dem  Hamack'schen  denselben 
Gegenstand  betreffenden  Aufsatz  (Clebsch  Ann.  XII.  47 ff.;  cf. 
F.  d.  M.  1877.  IX.  550  f.)  1876  als  Doctordissertation  erschienen 
ist,  legt,  während  Harnack  hauptsächlich  die  algebraische  Trans- 
formation des  auf  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  6ra- 
des  bezüglichen  Differentials  behandelt  und  zu  mannigfachen 
Untersuchungen  verwendet,  besonders  Werth  auf  eine  ganz  all- 
gemeine algebraische  Farameterdarstellung,  durch  welche  die 
Coordinaten  eines  Curvenpunktes  als  explicite  Functionen  einer 
unabhängigen  Variablen  und  der  Functionalinvarianten  der  beiden 
Flächen  zweiten  Grades  ausgedruckt  werden.  Den  Ausgangs- 
punkt bildet  die  Aufstellung  einer  Identität,  welche  der  in  der 
Theorie  der  cubischen  temären  Formen  bekannten  Salmon'schen 
Identität  ganz  analog  ist,  und  aus  welcher  sich  sofort  die  Dar- 
stellbarkeit der  Raumcurvensehnen  als  Schnitt  je  zweier  cova- 
rianter  Ebenen  ergiebt.  Während  die  geometrische  Verwerthnng 
dieser  Identität  unmittelbar  auf  schon  anderweitig  bekannte  Eigen- 
schaften der  Raumcurve  fBhrt,  ergiebt  die  weiter  daran  geknüpfte 
algebraische  Untersuchung  die  gewünschte  Parameterdarstellung, 
ganz  analog  deijenigen,  welche  Aronhold  für  die  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung  (Berl.  Monatsber.  April  1861)  gegeben  hat. 
Hieran  schliesst  sich  die  Transformation  des  auf  die  Curve  be- 
züglichen (elliptischen)  Differentials  nicht  blos  durch  die  auch 
von  Harnack  1.  c.  angegebene  Substitution,  welche  der  Aronhold'- 
sehen   für  die  cubische  ternäre  Form  entspricht,    sondern   auch 
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durch  eine  quadratische  Substitution,  welche  aus  jener  auch  durch 
einen  Grenzübergang  gewonnen  wird  und  der  Briosebraehen 
(G.  R.  t.  56;  cf.  Borchardt  J.  Bd.  63)  entspricht  Aus  der  Trans- 
formation des  Differentials  allein  ergiebt  sich  dann  vermittels  ein- 
facher Betrachtungen  der  Satz  für  die  Schnittpunkte  einer  Ebene 
mit  der  Raumcurve  (Abersches  Theorem). 

Zum  Schluss  und  als  Anwendung  wird  folgende  Verallge- 
meinerung eines  bekannten  ebenen  Problems  behandelt:  Eis  sollen 
diejenigen  Flächen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  bestimmt 
werden,  auf  denen  sich  Polygone  (von  grader  Seitenzahl)  con- 
struiren  lassen,  deren  Ecken  in  der  Schnittcurve  und  deren  Seiten 
abwechselnd  in  der  einen  und  anderen  Schaar  von  Erzeugenden 
dieser  Fläche  enthalten  sind.  Es  giebt  eine  begrenzte  Anzahl 
solcher  Flächen,  auf  denen  sich  Polygone  der  bezeichneten  Art 
(und  dann  in  unendlicher  Anzahl)  herstellen  lassen.  Diese  Po 
lygone  besitzen,  wie  der  Herr  Verfasser  zeigt,  merkwürdige 
Eigenschaften,  von  denen  hier  nur  erwähnt  sei,  dass  sie  ver- 
schiedene sind,  je  nachdem  die  halbe  Anzahl  der  Seiten  grade 
oder  ungrade  ist,  ein  Umstand,  der  bei  den  entsprechenden  Pro- 
blemen in  der  Ebene  nicht  in  dieser  Weise  hervortritt  Den  Fall 
des  Vierseites  hat  Herr  Hamack  (1.  c.  p.  73)  behandelt 

(Vgl.  auch  die  Notiz  von  Hamack,  Glebsch  Ann.  XV.  ö60f.; 
F.  d.  M.  1879.  XI.  568.)  T. 


J.  B.  GöBEL.     üeber  einige  Eigenschaften  des  Cylin- 

droids.    Schlomilch  Z.  XXV.  281-300. 

Unter  dem  Gylindroid  ist  diejenige  geradlinige  Fläche  dritter 
Ordnung  verstanden,  deren  Gleichung  in  die  Form 

»(«'  +  y')  =  p^y 

gebracht  werden  kann.  Dieselbe  besitzt  vor  Allem  die  Eigen- 
schaft, dass  alle  auf  ihr  liegenden  Kegelschnitte  Ellipsen  sind, 
die  sich  durch  Projectionsstrahlen  parallel  der  s-Axe  auf  die  xy* 
Ebene  in  Kreise  projiciren.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält  eine 
genauere  Discussion  dieser  Fläche,  namentlich  rtlcksichtlidi  der 
auf  ihr  befindlichen  Ellipsen  und  Raumcurven  dritter  Ordnung. 
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Auf  die  speciellere  Betrachtung  dieser  Fläche  ist  der  Herr 
Verfasser  durch  statische  Betrachtungen  geführt,  welche  er  in 
seiner  Dissertation:  ^Die  wichtigsten  Probleme  der  neueren  Sta- 
tik""  veröffentlicht  hat.  A. 


W.  R.  Roberts.     On  the  satellite  of  a  line  meeting  a 

Cubic.    Trans,  of  Dablio.  1880. 

In  dieser  Arbeit  wird  bewiesen,  dass^  wenn 

>Lr  +  fiy  +  »5  =  0 
die  Gleichung  einer  Linie  und 

x*i-y*  +  z*  i-emxyz  =  0 
die  Fundamentalcurve  dritten  Grades  ist,   die  Gleichung  des  Sa- 
telliten lautet: 

wo 

i'  =  X*  -  2X  (fi*  +  v')  —  C)Wi/i V,     fi'  =  fi*  -  2fi  (X*  +  v')  -  emX\\ 

V*  =  v«_2v(i»  +  ^«)  — 6mXV'. 

Csy.  (0.) 

F.  Gbrbaldi.  Sui  sistemi  di  cubiche  gobbe  o  di  svi- 
luppabili  di  3'  classe  stabiliti  col  mezzo  di  due  cubiche 
punteggiate  proiettivamente.   Atti  di  Torino  XV.  810-8II. 

Ein  Bericht  der  Herren  A.  Genocchi,  G.  Bruno,  E.  d'Ovidio 
Ober  die  genannte  Arbeit,  welche  einige  der  Fragen  untersucht, 
auf  welche  Herr  d'Ovidio  in  seiner  Abhandlung:  „Studio  suUe 
cubiche  gobbe  mediante  la  notazione  simbolica  delle  forme  binarie^ 
aufmerksam  gemacht  hatte.  Bezieht  man  zwei  Baumcurven  dritter 
Ordnung  so  auf  einander,  dass  jedem  Punkte  der  einen  ein  Punkt 
der  andern  entspricht,  so  erhält  man  als  Ort  der  Verbindungs- 
linien eine  Fläche  sechster  Ordnung,  auf  welcher  eine  Schaar 
Ton  Baumcurven  dritter  Ordnung  liegt,  und  zwar  geht  durch 
jeden  Punkt  der  Fläche  eine  Curve  dieser  Schaar.  Zu  dieser 
Sehaar  gehören  vier  ebene  Curven  mit  Doppelpunkten,  jede 
Ebene  wird  von  vier  Curven  der  Schaar  berührt,  und  alle  Curven 
der  Schaar  berühren  dieselben  acht  Ebenen. 

Fortachr.  d.  Mfttb.  XU.  3.  39 
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Mit  dieser  Schaar  von  Curven  hängt  eine  zweite  Schaar  toh 
Rauuicuireo  dritter  Ordnung  zusammen,  deren  OscolationsebeneD 
auch  Oseulationsebenen  von  Curven  der  ersten  Schaar  sind.  Im 
Zusammenhange  damit  werden  noch  verschiedene  andere  Gebilde 
betrachtet.  A. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 

H.  M.  Jeffery.     On  spherical  curves  of  the  third  class 
with  tbree  single  foci.    Quart  J.  XVIL  104-129. 

Im  Anschluss  an  die  früheren  Arbeiten  des  Herrn  Verfiusere, 
in  welchen  ebene  und  sphärische  Curven  dritter  Classe  anter- 
sucht  wurden,  bei  denen  die  drei  Brennpunkte  in  einen  Punkt 
zusammenfallen  (s.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  512)  und  bei  denen  zwei 
Brennpunkte  zusammenfallen  (s.  F.  d.  M.  IX.  1877.  560),  wird  in 
dieser  Arbeit  ebenso  wie  in  einer  anderen  inzwischen  erschieneneo 
(s.  F.  d.  M.  X.  1878.  530)  der  allgemeinste  Fall  der  sphSrisehen 
Raumcurven  dritter  Classe  bebandelt,  nämlich  der,  in  welchem 
die  drei  Brennpunkte  getrennt  liegen.  Die  Methoden  und  die 
Gesichtspunkte  des  Herrn  Verfassers  gehen  zur  Genüge  ans  den 
frtiheren  Referaten  hervor.  A. 


Brill.      Mathematische  Modelle  angefertigt  im    mathe- 
matischen Institut  der  König],  technischen  Hochschnle 

in    München.     Darmstadt.   Brill. 

XII.  Darstellung  der  elliptischen  Function  tp  =  am(u^k) 
durch  eine  Fläche.  Von  den  stud.  math.  Th.  Kuen  und  Chr. 
Wolf. 

Sieht  man  u^  q>,  k  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes 
an,  so  definirt  die  Gleichung 

^^  -  r     ^^ 

;;      /l-fc'sin'y 
die  im  Modell  dargestellte  Fläche.    Für  Moduln,  die  grösser  ab 
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1  sind,  ist  u  dargestellt  in  der  Form 

u  =  ^-r—  I      —  /^  ,    8in  i/;  =■  ik  sm  q>. 


\      />V d^ 


XIV.    lieber  die  auf  die  Kugel  abwickelbaren  Schrauben- 
QDd  Umdrehungsflächen.    Von  stud.  matb.  Kuen. 
Setzt  man 

§  =  6  sin  -T-  cos  u, 

u 


ly  =  6  sin  -^  sin  d, 

^  =  b  cos  -r-, 

so  sind  ^,  17,  ^  die  Coprdinaten  eines  Punktes  der  Kugel ;  und  v 

and  --rr-  geben    die  geographische  Länge  und  das  Complement 
0 

der  Breite  desselben  an.  Dann  ist  das  Quadrat  des  Linien- 
elementes 

d(T'  =  fsin-^rfu'+rft«'. 

0 

Unter  einer  Schraubenfläche  versteht  nun  der  Verfasser  eine 
Fläche,  welche  von  einer  beliebigen  starren  Curve  erzeugt  wird, 
wenn  dieselbe  eine  schraubenförmige  Bewegung  macht,  also  eine 
gleichzeitige  Rotation  um  eine  mit  ihr  fest  verbundene  Axe  und 
eine  T^aDslation  parallel  dieser  Axe,  beide  mit  unveränderter 
Geschwindigkeit.  Die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  solchen 
Sehraubenfläche  werden  dann  bei  passender  Wahl  der  Axen 

x  =  r  cos  9, 

y  =  r  sin  9, 

wo  R  irgend  eine  Function  von  r  ist;  und  zwar  sind  R  und  r 
die  ebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Meridiancurve  der 
Sehraubenfläche,  d.  h.  derjenigen  ebenen  Curve,  in  welcher  jede 
dorch  die  Schraubenaxe  gelegte  Ebene  die  Fläche  schneidet,  und 
im  ist  die  Höhe  eines  Schraubenganges.  Ist  nun  d»  das  Linien- 
element dieser  Schraubenfläche,  so  wird 

39* 
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und  die  Schranbenfläche  ist  auf  die  Kugel  abwickelbar,    wea^ 
ds*  =  da^  ist.    Dies  kann  dadurch  eintreten,  dass 

*-['+7T?(f-)>*-. 

a'  +  r'  =  cV8in'(-|-), 

,     .      adR  dv 

^       a  -\-r  c 

ist. 

Man  kann  flber  R  so  verfügen,  dass  diese  drei  Gleichonge^ 

erfüllt   werden,    und   zwar   liefert  die   zweite  Gleichung  r  aii 

Function  von  u  und  somit  die  erste  R  als  Function  von  u,    D^ 

hierdurch  die  Meridiancurve  bekannt  ist  und  ausserdem  die  Höhi 

des  Schraubenganges,   so  ist  das  Problem  im  WesentlidieD  pi\ 

löst,  ohne  dass  es  nöthig  ist,  die  dritte  Gleichung  zu  betracbtai 

Man  findet  nach  Substitution  von 

y  =  6  cos  -j— ,    r'  =  cV—  a^  —  by* 
R  =  -^bc 


^  y  r y\b^-yldy 


Der  Ausdruck  fttr  R  ist  ein  elliptisches  Integral,  wekhd 
sich  in  drei  Integrale  der  verschiedenen  Gattungen  zerlegt  Dd 
Herr  Verfasser  stellt  dieselben  zum  Zwecke  der  Berechnung  volli 
ständig  durch  ^-Functionen  dar. 

lieber  die  erhaltenen  Schraubenflächen  ist  noch  folgende^ 
zu  sagen.  Die  Meridiancurve  ist  periodisch,  die  einzelnen  Thei)^ 
hängen  zusammen  durch  Spitzen,  deren  Tangenten  senkrecht  up 
Axe  stehen,  und  die  gleich  weit  vop  der  Axe  abstehen,  wie  Überi 
haupt  jede  zwischen  zwei  Spitzen  liegende  Ranke  symmetruel 
ist.    Jede  solche  Ranke  beschreibt  ftlr  sich  eine  Schraubenfläche^ 
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irelehe  sich  in  eine  Kugelzone  abwickeln  lässt,  und  es  ent- 
sprechen den  Farallelkreisen^auf  der  Kugelzone  gewisse  Schrauben- 
linien. Die  Kugelzone  ist  begrenzt  durch  zwei  gleiche  Parallel- 
lireise.    Nennt  man  das  Complement  der  Breite  für  einen  der- 

selben  — ^,  so  ist  6'  cos  -t~  =  /?',  wo  /?'  der  kleinste  derjenigen 

l>eiden  Werthe  von  y*  ist,  fttr  welchen  die  Radicale  des  Integrals 
rerschwinden.  Auf  die  übrigen  Theile  der  Kugel  wickelt  sich 
kein  Theil  der  Schraubenfläche  reell  ab.  Der  grösste  Werth  von 
r  entspricht  derjenigen  Schraubenlinie,  welche  sich  auf  den  Aequa- 
lor  abwickelt,  während  der  kleinste  den  Schraubenlinien  ent- 
spricht, welche  auf  die  Grenzkreise  fallen;  sie  sind  gegeben 
beziehungsweise  durch  die  Gleichungen 

r]  =  c'6'  -  d» ;    r?  =  c'b'  sin  -^  -  a V 

0 

Zwischen  den  Constanten  c  und  a  existirt  der  Zusammen- 
hang, dass  c^6'  — a^>0  sein  muss,  damit  die  Schraubenfläche 
reell  werde.  Wählt  man  a  =  0,  so  reducirt  sich  die  Schrauben- 
fliehe auf  eine  Rotationsfläche,  welche  durch  die  Gonstante  c 
allein  charakterisirt  ist.  In  dem  Ausdruck  ftir  R  verschwindet 
alsdann  das  Integral  dritter  Gattung.  Der  Herr  Verfasser  hat 
nun  fttr  denselben  Werth  von  6,  also  für  dieselbe  Kugel,  aber 
ihr  verschiedene  a  und  c  Modelle  angefertigt.  Ein  paar  Druck- 
fehler, die  in  den  Formeln  übersehen  sind,  werden  bei  aufmerk- 
samem Lesen  leicht  erkannt;  sie  sind  deshalb  in  dem  Referat 
ohne  besondere  Notiz  verbessert 

XV.  Schraubenfläche  mit  constantem  negativen  Krümmungs- 
mass. 

Dieselbe  wird  erzeugt,  indem  man  eine  Tractrix  um  ihre- 
Asymptote  als  Axe  schraubt    Sie  hat  die  Gleichungen 

X  =  r  cos  9?;   y  =  r  sin  y ;   s  =  my  +  c  lg  -  -   ' yc^—r*, 

f  and  9  sind  die  Parameter,  m  und  c  Gonstante,  und  zwar  ist 
iwB^  die  Höhe  des  Schraubenganges,  c  die  Länge  der  Tangente 
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der  Tractrix.    Das  Krümmungsmass  ist 

1 

Die  Fläche  bildet  ein  Gegenstück  zu  der  vorigeD,  welche 
coDstantes  positives  Erümmungsmass  besitzt 

XVIII.  Die  Enveloppen  geodätischer  Linien  auf  dem  ver- 
längerten und  auf  dem  abgeplatteten  Botationsellipsoid.  Von  Dr. 
A.  V.  Braunmühl. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  Clebsch  Ann.  XIV.  S.  557  (mehe 
F.  d.  M.  Bd.  XI.  1879.  p.  539)  die  Enveloppen  der  von  einem 
Punkt  ausgehenden  geodätischen  Linien  der  Botationsflficheo 
zweiten  Grades  genauer  betrachtet.  In  der  vorliegenden  Notiz 
werden  die  elliptischen  Integrale,  auf  deren  Auswerthung  es  an- 
kommt, auf  die  Normalform  reducirt  und  es  wird  hierdurch  die 
Berechnung  vermittelt. 

XIX.  Die  vier  Arten  der  Raumcurven  dritter  Ordnung.  Von 
stud.  math.  Lange. 

Die  Raumcurven  dritter  Ordnung  werden  nach  ihrer  Lage 
zur  unendlich  entfernten  Ebene  E^  wie  folgt  eingetheilt: 

1)  Die  cubische  Ellipse  hat  einen  reellen  Punkt  mit  E^  ge- 
mein. 

2)  Die  cubische  Hyperbel  hat  drei  getrennte  reelle  Punkte 
mit  £„  gemein. 

3)  Die  cubisch- hyperbolische  Parabel  schneidet  die  £,  in 
einem  Punkte  und  berührt  sie  in  einem  anderen  Punkte. 

4)  Die  cubische  Parabel  osculirt  die  E^  in  einem  Ponkte. 
Ein  anderer  Fall  als  die  vier  genannten  kann  nicht  eintreten. 

Der  Satz,  dass  der  Ort  aller  Secanten  einer  cubischen  Baum* 
curve,  welche  von  einem  Punkte  derselben  ausgehen,  m 
Kegel  zweiter  Ordnung  ist,  welcher  in  einen  Cy linder  Qbergeht, 
wenn  jener  Punkt  in's  Unendliche  rtickt,  führt  leicht  zu  folgen- 
den Schlüssen: 

1)  Durch  die  cubische  Ellipse  lässt  sich  nur  ein  reeller  Cy- 
linder  zweiten  Grades  legen  und  zwar  ein  elliptischer  und  un- 
zählig viele  Kegel,  deren  jeder  mit  dem  Gylinder  eine  Gerade 
gemein  hat.    Umgekehrt  ist  der  Durchschnitt  eines  elliptiscbai 


CapitelS.    Aoalytische  Geometrie  des  Raames.  615 

Pylinders  mit  einem  Kegel  (zweiter  Ordnung),   die  aosserdem 
»ne  Gerade  gemein  haben,  eine  cubiBche  Ellipse. 

2)  Darch  die  cubische  Hyperbel  lassen  sieb  drei  byperbo- 
Ssehe  Cylinder  legen,  von  denen  je  zwei  eine  unendlich  ferne 
Serade  gemein  haben.  [Es  ist  wohl  nicht  ttberflttssig^  darauf 
liinzoweisen,  dass  der  letztere  Ausdruck  nur  im  Sinne  der  per- 
ftpectiyischen  Auffassung  zu  verstehen  ist,  wie  sie  streng  z.  B.  in 
ron  Standt's  Geometrie  der  Lage  entwickelt  ist.  Wenn  man  sagt, 
sine  Fläche  habe  eine  unendlich  entfernte  Gerade,  so  ist  dadurch 
aar  die  Stellung  eines  Büschels  von  Parallelebenen  angegeben, 
mit  welchen  parallel  die  Fläche  in's  Unendliche  geht.  Da  ohne 
Kücksicht  auf  die  strenge  perspectivische  Auffassung  einige  Aus- 
sprüche des  Herrn  Verfassers  missverstanden  werden  könnten, 
so  hält  es  Referent  ftlr  nöthig,  im  Folgenden  den  Sinn  jedesmal 
genau  festzustellen.  Anm.  des  Bef.]  Der  Sinn  des  obigen  Aus- 
spruches ist,  dass  eine  Asymptotenebene  des  einen  Cy linders  mit 
einer  Asymptotenebene  des  andern  parallel  ist.  Die  cubische 
Hyperbel  kann  demnach  als  Durchschnitt  zweier  solcher  Cylinder 
oder  auch  als  Durchschnitt  eines  hyperbolischen  Cylinders  mit 
einem  Kegel,  der  ausserdem  mit  jenem  eine  Gerade  gemein  hat, 
erzeugt  werden. 

3)  Durch  die  cubisch- hyperbolische  Parabel  lässt  sich  ein 
hyperbolischer  und  ein  parabolischer  Cylinder  legen,  welche  (in 
perspectivischer  Auffassung)  eine  unendlich  entfernte  Gerade  ge- 
mein haben,  d.  h.  welche  so  liegen,  dass  die  Diametralebenen 
des  parabolischen  Cylinders  einer  Asymptotenebene  des  hyper- 
bolischen parallel  sind.  Sie  kann  erzeugt  werden  als  Durch- 
schnitt zweier  solcher  Cylinder  oder  eines  parabolischen  Cylin- 
ders mit  einem  Kegel,  mit  dem  er  ausserdem  eine  Gerade  gemein 
hat,  oder  auch  eines  hyperbolischen  Cylinders  mit  einem  Kegel, 
mit  dem  er  eine  Gerade  gemein  hat,  wenn  die  durch  die  Kegel- 
spitze  parallel  einer  Asymptotenebene  des  Cylinders  gelegte  Ebene 
den  Kegel  berührt. 

4)  Durch  die  cubische  Parabel  lässt  sich  nur  ein  Cylinder 
und  zwar  ein  parabolischer  legen.  Die  Curve  wird  erzeugt  als 
Durchschnitt  eines  Kegels,  mit  dem  er  eine  Gerade  gemein  hat, 
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wenn  die  durch  die  Kegelspitze  gelegte  Diametralebene  des  Cyj 
linders  den  Kegel  berührt. 

Nach  diesen  Gesetzen  sind  die  Curven  mit  den  Hnlfsmitteh 
der  darstellenden  Geometrie  und  zwar  jedesmal  als  Durehschsitj 
eines  Cylinders  und  eines  Kegels  construirt 

XX.  Die  sphärischen  und  die  ellipsoidalen  Curven  eine« 
Wellenfläche.    Von  Dr.  Böklen. 

Zwei  Paar  confocaler  Kegel,  welche  die  secundären  optiflchefl 
Axen  zu  reellen  Focallinien  haben,  und  von  denen  das  eine  Päd 
das  andere  (rechtwinklig)  schneidet,  schneiden  aus  einem  Hantel 
der  Wellenfläche  ein  Viereck  aus,  in  welchem  die  Entfemim^ 
je  zweier  Gegenecken  gleich  sind.  Jeder  dieser  Kegel  schneidel 
den  einen  Mantel  der  Wellenfläche  in  einer  sphärischen,  den  ait 
dern  in  einer  ellipsoidischen  Gurve.  Diese  Curven,  welche  der  üen 
Verfasser  eingehender  in  Schlömilch  Z.  XXIV.  und  XXV.  be 
handelt  hat,  sind  auf  dem  Modell  dargestellt;  ferner  sind  daraaj 
die  Nabelpunkte  mit  Hülfe  einer  von  Herrn  Mannheim  (C.  R 
5.  Mai  1879)  gegebenen  Gleichung  verzeichnet  A. 


Mathematische  Modelle  aus  der  Verlagshandlang  von 
Brill. 

Serie  III.  Gipsmodelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung ,  ansj 
geführt  von  K.  Diesel,  Stud.  math.  in  München. 

18  Modelle  in  geeigneter  Auswahl,  auf  denen  tbeib  die 
Krümmungslinien,  theils  die  erzeugenden  Geraden,  sowie  di« 
Axenschnitte  dargestellt  sind.  Die  Kegel  sind  Asymptotenkege^ 
zu  beiden  Arten  von  Hyperboloiden.  Die  Serie  ist  in  iwej 
Gruppen  getheilt  Die  erste  Gruppe  entspricht  elementaren,  di^ 
andere  weitergehenden  Betrachtungen. 

Serie  IV.  Fadenmodelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung  iv 
gestellt  durch  Seidenfäden  mit  Messinggestellen. 

Fünf  Modelle,  theils  unveränderlich,  theils  beweglich ,  zor 
Darstellung  der  beiden  Schaaren  gerader  Linien,  des  Durchscfanittd 
einer  geradlinigen  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  einer  Tangeotiai- 
ebene,  des  Ueberganges  eines  Hyperboloids  in  einen  Kegel  o.  d^ 

A. 
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0.  BöKLEN.    Ueber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

Schlomilch  Z.  XXV.  207-214. 

Eine  DarleguDg  solcher  Eigenschaften  der  Welienfläche, 
ffelche  für  eine  plastische  Darstellung  derselben  zweckmässige 
knbaltspunkte  geben.  Sehn. 


D.  BöKLEN.    Ueber  die  Wellenfläche  zweiaxiger  Krystalle. 

Schlomilch  Z.  XXV.  346-351. 

Es  wird  folgende  Erzeugungsart  der  Wellenfläche  begründet: 
Die  Hauptbrennpunkte  aller  Ellipsoide,  welche  einen  Central- 
M^hnitt  gemeinschaftlich  haben,  und  deren  grosse  Äxe  eine  con- 
»taote  Länge  hat,  liegen  auf  einer  Welienfläche.  Im  Anschluss 
daran  werden  einige  Relationen  entwickelt,  welche  besonders 
die  Beziehungen  der  Wellenfläche  zu  ihrer  Fusspunktenfläche  und 
die  Natur  der  letzteren  zum  Gegenstände  haben.  Sehn. 


C.  Schilling.     Die  Minimalfläche  fünfter  Olasse. 

Diss.  Gottingeo. 

Die  Arbeit  stellt  die  Hauptpunkte  einer  Untersuchung  von 
ä.  Lie  Ober  algebraische  Minimalflächen  (Beiträge  zur  Theorie 
der  Minimalflächen,  Clebsch  Ann.  XIV.  331-416  und  XV.  465-506, 
siehe  F.  d.  M.  XL  1879.  587,  vgl.  auch  F.  d.  M.  IX.  1877.  572 
uod  X.  542),  in  etwas  modificirter  Form  dar  und  untersucht 
Bpecieller  die  Eigenschaften  der  Minimalflächen  fünfter  Classe. 
In  Bezug  auf  die  allgemeineren  Untersuchungen  kann  auf  die 
Arbeiten  des  Herrn  Lie  verwiesen  werden,  nur  sei  hervorgehoben, 
dass  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine  Bestimmung  von 
Ordnung,  Rang  und  Classe  ftlr  Minimalflächen  unter  besonders 
einfachen  Voraussetzungen  enthalten  ist. 

Die  Untersuchung  der  Minimalflächen  fünfter  Classe  hat 
deswegen  ein  besonderes  Interesse,  weil  nach  einem  Satze  von 
Uenneberg  es  (ausser  der  Ebene)  keine  reelle  Minimalflächen  von 
anderer  als  der  fünften  Classe  giebt.  Dieselben  lassen  sich 
dnrch  rationale  Parameter  ausdrücken,  und  sind  alle  einander 
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ähnlich.  Die  Goordinaten  lassen  sich  folgendermasseo  aos- 
drttcken : 

Um  reelle  Punkte  der  Flächen  zu  erhalten,  hat  man  flir  s  and  s^ 
conjugirte  Werthe  zu  setzen.    Setzt  man 

80  wird 

X  =  2(r-^  — r»)  cos  3g  — 6  (r-*  —  r)  cos  g, 
y  =  2Cr-^— r*)sin3g  +  6(r-'-r)8in7, 
z  =  6(r-'  +  r')cos2g. 

Die  Discussion  erstreckt  sich  u.  A.  auf  die  Durchschnitte  dei 
Fläche  mit  den  Coordinatenebenen  und  der  unendlich  entferoteti 
Ebene,  auf  eine  Schaar  einhüllender  Cylinder  sechsten  Grade«^ 
auf  singulare  Punkte  und  sonstige  Singularitäten.  Die  FUdu 
besitzt  die  s-Axe  als  Doppelgerade,  die  zwei  dreifachen  Gerades 
;(  =  0,  ^  =  +y;  eine  dreifache  Gerade  in  unendlicher  Entferaanj 
in  der  Ebene  ;s  =  0;  die  Fläche  hat  längs  derselben  einen  neon^ 
fachen  Contact  mit  der  unendlich  entfernten  Ebene;  zwei  dreifadM 
unendlich  entfernte  conjugirte  Gerade  in  den  Ebenen  x+uf  =  l^ 
zwei  Doppelcurven  fünfter  Ordnung  in  den  beiden  Symmetri» 
ebenen;  vier  Rückkehrcurven  sechster  Ordnung.  Der  Abband 
lung  ist  ein  stereoscopisches  Bild  eines  Modelles  beigc^boi 
Zum  Schluss  macht  der  Herr  Verfasser  noch  besonders  auf  enn 
Abweichung  seiner  Resultate  von  denen  des  Herrn  Hennebeq 
aufmerksam;  dieser  hat  nämlich  den  Grad  der  Fläche  gleich  11 
gefunden,  während  derselbe  nur  10  beträgt,  wie  dies  Ben  Lii 
bereits  gefunden  hatte.  Der  Grund  des  Irrthums  wird  nac^ 
gewiesen.  A. 
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NiEWENGLOwsKi.     Exposition  de  la  m^thode  de  Riemann 
pour  la  d^termination  des  surfaces  minima  de  contour 

donn^.    Ann.  de  rfic.  N.  (2)  IX.  227-301. 

Die  Arbeit  enthält,  wie  der  Utel  besagt,  eine  eingehende 
Auseinandersetzung  der  Riemann^schen  Theorie  der  Minimalflächen, 
und  es  scheint,  als  ob  sie  einerseits  den  Zweck  verfolgt,  die 
Riemann'schen  Methoden  in  Frankreich  bekannter  zu  machen, 
andererseits  aber  auch  den,  auf  die  Verdienste  Bonnefs  um  die 
Erforschung  dieser  Flächen  hinzuweisen.  Namentlich  macht  der 
Herr  Verfasser  darauf  aufmerksam,  dass  schon  Bonnet  complexe 
Variablen  zur  Erforschung  der  Minimalflächen  verwendet  habe. 
Die  Arbeit  enthält  ausser  der  allgemeinen  Theorie  auch  die  von 
Riemann  selbst  behandelten  Beispiele,  zu  denen  aber  keine  neuen 
hinzugefügt  sind.  A. 


Capitel  4. 
Liniengeometrie  (Complexe,  Strahlen  Systeme). 

A.  HiRST.      ün   the  complexes  generated   by   two  cor- 
relative  planes,    o.  R.  xoi.  502. 


V. 


C.  Stephanos.     8ur  la  th^orie  des  counexes  conjugu^s. 

l>arboax  BoU.  (2)  IV.  318-328. 

Zu  einem  Connexe  [m,  n]  f{xu)  =  0  gehört  bekanntlich  ein 
Connex  F(y,  t?)  =  0  [fi.v],  welcher  der  Conjugirte  des  ersten 
beisst.  F  steht  zu  f  in  einer  analogen  Beziehung,  wie  die  Glei- 
chung einer  Curve  in  Liniencoordinaten  zu  ihrer  Gleichung  in 
Punktcoordinaten.  Zwischen  den  Zahlen  nt,  n;  fi,v  bestehen  dem- 
gemäss  Relationen,  welche  nach  Art  der  Plttcker'schen  Gleichungen 
erklären,  weshalb  Ordnung  und  Classe  des  conjugirten  Connexes 
Yon  F  sich  wieder  zu  m,  n  erniedrigen.    Zur  Ermittelung  derselben 
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wird  man  einerseits  die  Singularitäten  der  Connexe,  andererseits 
die  conjugirte  Beziehung  selbst  genauer  zu  untersuchen  haben. 
Mit  der  letzteren  Frage  beschäftigt  sich  insbesondere  die  Torlie- 
gende  Arbeit.  Durch  die  conjugirte  Beziehung  werden  zugleich 
zwei  andere  Verknüpfungen  (liaisons)  q>(,xy)  =  0  und  i/f(ii,  ©)  =  0 
vermittelt,  welche  die  beiden  reciproken  Formen  darstellen;  die 
reciproken  Formen  von  q>  und  ifj  führen  dann  auf  F.  Umgekehrt 
müssen  wieder  die  reciproken  Formen  von  F  auf  q>  und  rf;  führen« 
Hierbei  treten  aber  gewisse  Factoren  auf,  deren  Anwesenheit  die 
erforderliche  Erniedrigung  dieser  Reciprokalformen  erklärt;  diese 
werden  ihrer  geometrischen  Bedeutung  und  ihrer  Multiplicität 
nach  bestimmt.  Zugleich  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Zwischen- 
formen 9>,  ip  eine  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  tp  und  F, 
durch  welche  theils  bekannte,  theils  neue  Sätze  gewonnen  wer- 
den, deren  Inhalt  sich  indess  nicht  wohl  im  Auszuge  wieder- 
geben lässt.  V. 

F.  Schur.     Zur  Theorie  der  Strahlencomplexe   zweiten 

Grades.    Clebsch  Ann.  XVn.  107-109. 

Die  einfach  unendlich  vielen  adjungirten  Formen  eines  Com- 
plexes  SOikPiPk  ==  0  erhält  man  bekanntlich  durch  Elimination 
der  pi  aus  den  Gleichungen  : 

Qqi  ==  SaaPiPk  +  >tp,+3. 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  wird  hier  geometrisch 
interpretirt  und  so  der  Satz  erhalten,  dass  die  adjungirten  Formen 
ein  System  von  Complexen  zweiten  Grades  mit  derselben  Singa- 
laritätenfläche  bilden,  ein  Satz,  der  implicite  schon  in  den  früheren 
Untersuchungen  von  Herrn  Klein  enthalten  war.  V. 


G.  Battaglini.     Sai  complessi  di  secondo  grado. 

Battaglini  G.  XVU.  M4. 

Die  Bemerkung,  dass,  falls  durch  jeden  Punkt  des  Raomes 
ein  Strahlenkegel  n^'  Ordnung  geht,  diese  Strahlen  im  Allge- 
meinen nicht  einem  Complexe  n^^^  Ordnung  angehören,  sondern 
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erst  in  ein  mehrstufiges  System  solcher  Complexe  eingeordnet 
werden  können,  wird  an  dem  System  der  Kegel  zweiter  Ord- 
nung dnrch  fünf  feste  Punkte  im  Zusammenhange  mit  einer 
analytischen  Untersuchung  des  tetraedralen  Complexes  sehr  aus- 
fthrlicb  erläutert.  V. 


F.  AscHiERi.     Rappresentazione  suUo  spazio  punteggiato 
di  alcune  forme  di  3*  specie  composte  di  rette. 

Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  XIII.  182-191. 

Die  linearen  Congruenzen,  deren  Directricen  die  projectiv  zu- 
geordneten Strahlen  zweier  linearer  Strahlbttschel  sind,  bilden 
einen  tetraedralen  Complex.  Ersetzt  man  eines  der  Büschel  resp. 
beide  durch  ein  Bttschel  zweiter  Ordnung  (serie  rigata,  Erzeugung 
eines  Hyperboloids),  so  entsteht  ein  Complex  dritter  resp.  vierter 
Ordnung.  Die  Abbildung  dieser  drei  Gebilde  auf  den  Punktraum 
Termittelt  sich  in  einfacher  Weise  durch  projective  Beziehungen 
z¥rischen  Ebenen  und  Punkten.  V. 


Capitel  5. 

Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen, 

Abbildungen. 

A.     Verwandtschaft,    eindeutige    Transformation    und 

Abbildung. 

E.  Bertini.     Sülle  trasformazioni   univoche  piane  e   in 
particolare    suUe    involutorie.      Rend.  ist.  Lomb.  (2)  xiii. 

443^2. 

Diese  Arbeit  ist  die  Fortsetzung  einiger  früherer  (vgl.  das 
ausftlhrliche  Referat  in  F.  d.  M.  Bd.  IX.  1877.  p.  484)  und  er- 
ledigt eine  dort  offen  gebliebene  Frage  betreflFend  involutorisch- 
eindeutige  ebene  Transformationen  mittels  einiger  Sätze  über 
eindeutige  Transformationen  überhaupt. 
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Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  die  sehen  frtther  betraohteteD 
(L)  Curven  in  zwei  verschiedene  Systeme  zerfallen.  Denn,  ist 
ihre  Vielfachheit  =  Oik,  so  gehört  das  eine  System  zu  der  Fun- 
damentalcurve  (von  der  Ordnung  ri)  mit  aa-faohem  Punkt  in  dem 
entsprechenden  Fundamentalpunkt  der  Ordnung  K;  das  andere, 
indem  man  i  und  k  vertauscht. 

Zu  einer  Gruppe  von  Fundamentalpunkten  derselben  Ord- 
nung gehört  eine  entsprechende  Gruppe  von  Fundamentalcuireo, 
die  bekanntlich  alle  oi-mal  durch  alle  Punkte  der  Gruppe  geben, 
excl.  einen,  den  sie  co'-mal  passiren. 

Dann  zeigt  der  Herr  Verfasser  die  wichtige  Relation  unter 
ihnen 

(O'  —  (O  =  1. 

Weiter  ergiebt  sich:  ^Die  Multiplicität  einer  Fundamentai- 
curve  in  einem  Fundamentalpunkt  ist  grösser  oder  gleich  ihrer 
Multiplicität  in  einem  andern  Fundamentalpunkt  niedrigerer  Ord- 
nung." 

Mit  Htllfe  einer  schon  frtther  vom  Herrn  Verfasser  aufgestellten 
(cfr.  F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  484)  Relation  ftir  die  Zahlen  a^  einer 
solchen  Fundamentalcurve  {ß)j  die  die  einzige  ihrer  Ordnung  ist, 
ergiebt  sich  nunmehr  der  Hauptsatz:  „Wenn  in  einer  der  beideo 
Ebenen  keine  Gruppen  von  einfachen  und  Doppelpunkten  (eicl. 
isolirten)  existiren,  so  gehen  alle  Fundamentalcurven  der  grössten 
Ordnung  durch  alle  Fundamentalpunkte.''  Ist  das  letztere  nicht 
der  Fall,  so  gehen  sie  durch  alle  diese  Punkte  bis  auf  einen  nnd 
bilden  entweder  (im  Fall  der  einfachen  Punkte)  eine  Gruppe  von 
drei  Curven  oder  (im  Fall  der  Doppelpunkte)  eine  Gruppe  von 
sechs  Curven. 

Die  Anwendung  auf  involutorische  Systeme  liefert  dann  das 
gegen  frtther  (F.  d.  M.  IX.  p.  580)  modificirte  Resultat 

Eine  involutorische  Transformation,  deren  Fundamentalpunkte 
nicht  zusammengerttckt  sind,  ist  mittels  einer  quadratischen 
Transformation  immer  in  der  Ordnung  zu  erniedrigen,  ange- 
nommen folgende  Fälle: 

a)  Harmonische  Homologie  (specielie  Jonqui^ressche  Trans- 
formation). 
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b)  Die  Jonquiöres'schen  Transformationen  der  Ordnung  p  +  2 
nit  einer  Doppelcurve  der  Ordnung  p + 2  und  dem  Geschlecht  p. 

e)  Transformation  achter  Ordnung  mit  sieben  dreifachen 
Punkten. 

d)  Transformation  17^'Ordnung  mit  acht  sechsfachen  Punkten. 

My. 


5.  Kantor.     Wie  viele  cycHsche  Gruppen  giebt  es  in 
einer  quadratischen  Transformation  der  Ebene? 

Brioachi  Add.  ('2)  X.  64-71. 

ä.  Kantor.    Beantwortung  derselben  Frage  für  Cremona'- 
sche  Transformationen.    Brioschi  Add.  (2)  X.  71-74. 

S.  Kantor.     Sur  le  nombre  des  groupes  cycliques  dans 
Ijne  transformation  de  Tespace.    c.  R.  xc.  1156-1158. 

3.  Kantor,     üeber  successive  lineare  Transformationen. 

Wieo.  Ber.  LXXXIL 

ä.  Kantor.      Sur   les  transformations   lin^aires  succes- 
cives  dans  le  mime  espace  h  r  dimensions.   Ball.  s.  M.  F. 

VHL  208-215. 

S.  Kantor.     Zur  Theorie  der  successiven  quadratischen 
Transformationen  in  der  Ebene.    Wieo.  Ber.  isso. 

Der  Herr  Verfasser  gedenkt  nächstens  seine  Studien  über 
periodische  Transformationen  vervollständigt  und  zusammenhän- 
^d  herauszugeben,  so  dass  hier  vorläufig  nur  das  Wichtigste 
hervorgehoben  werden  soll. 

Es  diene  als  Beispiel  eine  ebene  CoUineation.  Durch  drei 
Ponktepaare  aa'j  bb\  cd  ist  dieselbe  noch  nicht  bestimmt:  ent- 
ipricht  einem  vierten  festen  Punkte  d  ein  in  der  Ebene  variabler 
Ponkt  t?  =  d',  so  hat  man  ein  Sturm  -  Hirst'sches  CoUineations- 
Ketz.  Dem  Punkt  v  als  Punkt  des  Systems  (a,  b,  c)  entspricht 
wieder  ein  Punkt  v\  welche  Verwandtschaft  besteht  dann  zwi- 
sehen  o  und  t?'?  Es  zeigt  sich,  dass  die  Verwandtschaft  (y — v*) 
eine  quadratische,  4 -deutige  ist.      Letzteres    heisst  also:    „Es 
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giebt  vier  Punkte  r,  welche  man  d  entsprechen  machen  kanii, 
um  nach  zwei  Transformationen  i/  zu  erhalten."  Den  Geraden 
(f?)  entspricht  ein  Kegelschnittnetz  (p')  und  umgekehrt  d«i  Ge- 
raden (t>0  ein  Kegelschnittnetz  (t?);  die  Hermite'scheundCayley'schf 
Curve  dieser  Netze  stehen  in  engster  Beziehung  zu  emander. 

Lässt  man  aber  v  fest,  d  sich  bewegen,  so  besteht  zwischen 
d  und  v'  eine  ein-eindeutige  quadratische  Verwandtschaft,  deren 
Hauptdreiecke  bezw.  (abc)  und  (a'Vtf)  sind.  Nach  Obigem  giebt 
es  auch  4  Punkte  d,  welche  man  v'  (als  Punkt  des  zweiten  Sy- 
stems) entsprechen  machen  kann,  um  nach  zwei  (umgekehiieo) 
Transformationen  v  zu  erhalten.  Diese  sind  die  Doppelpunkte 
der  Transformation  (d—  t?'). 

Kehren  wir  zurück  zu  den  Punkten  dy  v,  tfj  so  entsprieht  r' 
(als  Punkt  des  ersten  Systems  a,  6,  c . .)  wieder  i?^,  etc.  So  ge- 
langt man  zu  einem  Punkt  ©(").  „Die  Transformation  (r— f] 
ist  ((fi+l)'—l Heutig  und  vom(«+l)^°  Grade."  „Also,  wenn 
wieder  3  Paare  aa',  bh\  ccf  einer  Collineation  gegeben  sind,  so 
kann  man  einem  gegebenen  Punkte  d  (n-l-l)*  Punkte  v  eoV 
sprechen  lassen,  um  nach  der  (n-^-lJ^  Transformation  zu  einen 
gegebenen  Punkt  t?^"^  zu  gelangen." 

Die  Frage  nach  der  Anzahl  JJ„  von  Punkten  F,  welche  « 
erst  nach  der  n^  Transformation  in  sich  zurückfahren,  Keferl 
die  auch  zahlentheoretisch  interessante  Function: 

wo  f^  ,..fy  sämmtliche  Primfactoren  von  n  sind. 

Fttr  eine  Collineation  in  einem  linearen  Raum  von  r  Dirnen^ 
sionen  erhält  man  die  entsprechende  Function  (Zahl  der  Punkli 
F,  die  d  erst  nach  der  n**"  Transformation  in  sich  ttberf&hres) 
wenn  man  nur  überall  statt  des  Exponenten  2  den  Exponent^ 
r  setzt. 

Andererseits  giebt  es  stets  n'  —  1  Collineationen ,  welche  i 
überhaupt  nach  n  Transformationen  in  sich  zurückfahren. 

Stellt  man  die  Frage,  wie  oft  es  möglich  ist,  dass  in  unsem 
Netz  von  ebenen  Collineationen  eine  sich  befindet,  durch  welcb^ 
jeder  Punkt  der  Ebene  nach  n- maliger  Anwendung  derselben  h 
sich  zurückkehrt,  so  findet  man  («— !)(«— 2),   im  Allgemeine^ 
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(»— l)(ii— 2)...(n— r);  soll  jedoch  jeder  Punkt  erst  nach  n-maliger 
Anwendung  der  Transformation  in  sich  zurückkehren ,  so  hat 
Dan  wieder  eine  modificirte  Formel: 

(.-.)...(.-.)-2(-^-,)...(-^-^) 

Diese  und  ähnliche  Fragen  werden  auch  ftlr  Cremona'sche 
Transformationen  in  der  Ebene,  sowie  ftlr  die  eindeutige  Trans- 

JL. 

formationsclasse   oxi  =  — ^,    t  =  1 ... r  gelöst. 

Vi 

My. 


R  Amigues.     Recherches  sur  deux  modes  de  transfor- 
mation   des   figures  solides.     Nout.  Ann.  (2)'xix.  433-442, 

481-492. 

Enthält  eine  specielle  Darlegung  der  Eigenschaften  der  ein- 
leutigen  cubischen  Baum-Transformation  QXitfi  =  kiy  i  =  l  ...4, 
(mit  vier  Fundamentalpunkten),  die  bekanntlich  denen  der  qua- 
dratischen Transformation  in  der  Ebene  (i  =  1, 2,  3)  ganz  analog 
nnd.  Desgleichen  wird  die  dazu  reciproke  ou^,  =  Xi  untersucht, 
Dnd  es  werden  verschiedene  Sätze,  die  Oberhaupt  ftlr  eindeutige 
Transformationen  gelten,  hier  speciell  ftlr  den  vorliegenden  Fall 
ibgeleitet. 

Einem  Punkte  entspricht  dann  bekanntlich  eine  Steiner'sche 
Fläche.  Einige  Eigenschaften  derselben  werden  mit  Rücksicht 
auf  diese  Erzeugung  abgeleitet  und  besonders  der  metrisch 
interessante  Fall,  dass  die  beiden  unendlich  fernen  Ebenen  sich 
entsprechen,  auf  sie  angewandt.  Es  ergeben  sich  daraus  einige 
Sätze  aber  den  ^^Centralpunkt^  der  Steiner'schen  Fläche  (der  dem 
Hittelpunkt  von  Kegelschnitten  ähnKch  ist,  cfr.  F.  d.  M.  X.  1878. 
p.  530).  My. 

Fortiehr.  d.  Mftth.  XIL  9.  40 
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F.  AscHiERi.      Di    una  particolare   corrispondenza  nni- 
voca  fra  elementi  di  spazi  a  tre  dimensioni.    Bemi.  lit 

Lomb.  (2)  XVI   531-539. 

UntersucbuDg  des  particalären  Complexes  zweiter  Ordnoo^ 

CD  "' 

« 

WO  A  etc.  lineare  Coroplexe  vorstellen,  nach  Analogie  der 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Seine  Singularitätenfläcbe  ist  dar- 
gestellt durch 

{ABC)   (ABD) 

(CDA)    (CDB) 

wo  z.  B.  (ABC)  =  0  das  den  drei  Complexen  A,  B,C  gemeinsam« 
Hyperboloid  repräsentirt  Es  werden  verschiedene  Erzeaguo^ 
weisen  jenes  Complexes  angegeben  und  gewisse  Involutionen  der 
Generatricen  der  Fläche  studirt,  und  dann  wird  mittels  eines 
räumlichen  Polarsystems  eine  ein-eindeutige  Verwandtschaft  zwi- 
schen den  Punkten  des  Baumes  und  den  Geraden  jenes  Con* 
plexes  begründet  und  der  analytische  Ausdruck  daftlr  au%e- 
stellt.  My. 


=  0, 


B.    Conforme  Abbildung. 
F.  Lucas.    G^om^trie  des  polynömes.  J.  de  rÄc.  Pol  xxvin. 

1-34. 

Es  handelt  sich  um  die  durch  die  Beziehung  F(3!)  =  0,  wo 
F(z,)  eine  ganze  Function  p^  Grades  von  «  bedeutet ,  vennitldte 
conforme  Abbildung,  die  jedem  Punkte  L  der  Ebene  eine  Grappe 

I 

M  von  p  Punkten  zuordnet.  Von  den  Resultaten  der  UntersuehoB« 
verspricht  sich  der  Herr  Verfasser  Anwendungen  auf  die  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen. 

Einleitungsweise  wird  die  Abbildung  der  unendlich  fem«t 
Punkte,  die  der  Kreise  und  'Geraden  behandelt  ROc^t  L  ios 
Unendliche,  so  bilden  die  Punkte  der  Gruppe  M  die  (unendlich 
fernen)  Ecken  eines  regulären  Polygons  mit  demjenigen  (von  der 
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Lage  von  L  unabhängigeD)  PuDkte  G  als  Mittelpunkt,  welcher 
ler  Schwerpunkt  der  Gruppe  M  ist.  Beschreibt  L  einen  Kreis 
im  L\  so  beschreibt  jeder  Punkt  M  eine  „Cassinoide^  mit  p  Brenn- 
)imkten,  d.  h.  eine  algebraische  Curve  2p^'*  Grades,  deren  Punkte 
ron  den  dem  Punkte  U  entsprechenden  Punkten  M'  Entfernungen 
laben,  deren  Product  constant  ist.  Beschreibt  L  eine  Gerade,  so 
)^chreiben  die  Punkte  M  die  p  hyperbolischen  Aeste  einer  Curve 
^°  Grades,  die  „StelloMe^  genannt  wird,  und  deren  Asymptoten 
roD  G  ausgehend  die  Ebene  in  2p  gleiche  Winkelräume  theilen. 
Eine  besondere  Bolle  spielen  die  p—  1  Wurzelpunkte  J  der  ab- 
,^eleiteten  Gleichung  F(s)  =  0  (Centralpunkte)  und  die  diesen  ent- 
(precbenden  Punkte  /  (die  kritischen  Punkte).  Um  den  Verlauf 
ler  Abbildungen  beliebiger  geschlossener  Züge  zu  studiren,  wer- 
ten zunächst  die  Abbildungen  der  extremen  Fälle,  in  denen  der 
?ug  in's  Unendliche  sich  erweitert,  resp.  unendlich  klein  wird, 
^handelt;  im  letzteren  Falle  handelt  es  sich  hauptsächlich 
bmm,  ob  der  Zug  einen  kritischen  Punkt  einschliesst  oder  nicht. 
Das  Ergebnis  lässt  sich  kurz  dahin  zusammenfassen,  dass  sich 
ieder  unendlich  kleine  geschlossene  Zug  in  ebensoviel  Züge 
transformirt,  als  es  verschiedene  Punkte  in  der  entsprechenden 
Snippe  giebt.  Nach  Yorausschickung  noch  einiger  HUlfsbetrach- 
iongen  über  die  Vereinigungen  und  Zerlegungen  der  CurvenzUge, 
ins  denen  die  Abbildung  besteht,  welche  mit  der  Deformation' 
les  abgebildeten  Zuges  dann  und  nur  dann  eintreten,  wenn  der- 
selbe kritische  Punkte  überschreitet,  ist  der  Verfasser  dann  im 
Stande,  zur  Abbildung  beliebiger  geschlossener  Züge  überzugehen, 
bei  deren  Behandlung  es  hauptsächlich  darauf  ankommt,  ob  sie 
larch  kritische  Punkte  gehen  oder  solche  umschliessen.  Dann 
(rendet  sich  die  Untersuchung  nochmals  der  Abbildung  von  Ge- 
raden zu.  In  einem  besonderen  Abschnitte  wird  der  specielle 
Pall  p  =  3  näher  behandelt.  T. 


A.  Cayley.      On    a    theorem    relating    to    conforraable 

figures.     Proc.  L.  M.  S.  X.  143-146. 

Der  Herr  Verfasser  untersucht  folgende  Art  einer  conforroen 

40* 
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Abbildung :  Sind  x,  y  die  Goordinaten  eines  Panktes  P  der  einen 
Figur,  so  wird  der  entsprechende  Punkt  F  der  conformen  Figur 
dadurch  entstanden  gedacht,    dass  man  den  Radios  Vector  OP 

durch  den  Factor  \  ^ —  vergrössert  und  zugleich  eine 
Rotation  des  Radius  Vectors  um  den  Winkel    — 


vornimmt.  Wird  aus  der  zweiten  Figur  auf  gleiche  Weise  eine 
dritte  hergeleitet,  so  ist  letztere  wieder  conform  zur  ersten.  Dieser 
Satz  steht  in  enger  Beziehung  zur  Theorie  der  Functionen  oom< 
plexer  Variabein.  M. 


Ed.  Weyr.     üeber   die   äquivalente   Abbildung .  zweiei] 

Flächen.    Casopis  IX.  200.  (Böhmisch). 

Unter  Anwendung  allgemeiner  Goordinaten  wird  die  Bedin* 
düng  dafür  entwickelt,  dass  eine  zwischen  den  Punkten  zweier 
Ebenen  festgesetzte  Correspondenz  von  der  angefahrten  Natur  ist 
d.  h.,  dass  Figuren,  die  einander  entsprechen,  gleichen  Inhalt 
besitzen,  also  äquivalent  sind.  Es  werden  Abbildungen  dieser 
Art  aufgestellt,  die  ausserdem  noch  gewissen  Bedingungen  g^ 
nügen;  so  wird  z.  B.  der  Fall  behandelt,  dass  einem  gegebenen 
Curvensystem  ein  anderes  entspreche  und  überdies  einer  Cmre 
eine  gleichfalls  vorweg  gegebene  Linie  zugeordnet  sei.  Di^ 
äquivalente  Gollineation  wird  dann  untersucht,  und  es  wird  ns 
Schlüsse  gezeigt,  dass  eine  isogonale  und  äquivalente  oder  ^eicb- 
flächige  Verwandtschaft  zweier  Ebenen  mit  der  Gongroenz  iden- 
tisch ist.  Std 

G.  Holzmüller.  Ueber  die  conforme  Abbildung  mittels 
ganzer  und  gebrochener  rationaler  Functionen  und 
die  damit  zusammenhängenden  isothermischen  Ourven- 

Systeme.    Pr.  Hagen  i.  w. 
Die  Arbeit  enthält  eine  Verallgemeinerung  der  bereits  fiHber 
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fom  Herni  Verfasser  veröffentlichten  Untersuchungen  (F.  d.  M. 
Vni.  1876.  p.  537.  und  IX.  1877.  p.  590).  hi  z  =  x+yi  und 
Z  =  2-f  Yf,  so  wird  durch  die  Gleichung 

wo  /(s)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  also 

/(s)  =  a,(a-aj  (ä-ö,)  . . .  (ä-o,) 
ist,  eine  conforme  Abbildung  der  vEbene  in  die  Z-Ebene  defi- 
nirt  Der  Factor  a^  kann  ohne  Beeinträchtigung  der  Allgemein- 
heit gleich  Eins  gesetzt  werden,  weil  eine  Multiplication  mit  a^ 
Dar  auf  eine  Veränderung  des  Masstabes  und  eine  Drehung  der 
ganzen  Abbildung  hinauskommt  Verwandelt  man  jeden  Factor 
in  ein  Product  Pie^%  ebenso  Z,  so  erhält  man 

R^  =  (p,  p,  . . .  pO  e»(^ +y«+  -y«), 
also 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Kreise  um  den  Anfangs- 
punkt der  Z-Ebene  sich  in  die  Curven  der  J5-Ebene  abbilden, 
für  welche  Pi  Pt  •  •  •  Pn«  d.  h.  das  Product  der  Entfernungen  von 
den  Punkten  a^  ...On  constant  ist ,  während  die  Geraden  durch 
den  Anfangspunkt  der  Z-Ebene  sich  in  Curven  der  z-Ebene  ab- 
bilden, f&r  deren  Punkte  die  Summe  der  Richtungswinkel  con- 
stant ist.  Diese  beiden  Curvenschaaren  bilden  ein  Isothermen- 
Sfstem ;  die  erste  Art  von  Curven  hat  Analogie  mit  den  Lemnis- 
eaten,  die  zweite  mit  den  Hyperbeln. 

Fimmt  man  allgemein  statt  f(s)  eine  rationale  Function,  etwa 

■"  9>W  ~    (Ä-fr,)  («-fr.)  •  •  •  (»-fr«)  ' 
WO  der  constante  Factor,  der  noch  hinzutreten  könnte,  aus  dem- 
selben Grunde  wie  oben  unterdrückt  ist,  so  liefert  dieselbe  Zer- 
legung 

9i  9i  •  •  •  ^m 

also 

woraus  in  analoger  Weise  der  geometrische  Charakter  der  Curven 
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ZU  erkennen  ist,  wenn  man  die  Kreise  R  =  const  und  die  Ge- 
raden @  =  eonst.  der  Z-Ebene  in  die  s-Ebene  abbildet. 

Ebenso  sind  in  den  beiden  betrachteten  Abbildungsarteo 
geometrische  Eigenschaften  derjenigen  Cnrve  zu  erkennen,  welche 
man  durch  Abbildung  einer  durch  ihre  Polargleichung  J^A^  S)  =  ii 
gegebenen  Curve  der  Z-Ebene  in  die  2-Ebene  erhält 

Mit  den  biet  angedeuteten  Eigenschaften  und  einigen  dartas 
sich  ergebenden  Folgerungen,  sowie  einigen  Specialisimngen  b^ 
schäftigt  sich  die  vorliegende  Abhandlung.  Uebrigens  hat  Herr 
Lucas  in  den  C.  R.  LXXXVIII.  (siehe  F.  d.  M.  VI.  1874.  p.  414) 
ähnliche  Untersuchungen  angestellt.  A 


Th.   Craig.      Orthomorphic    projection    of   an    ellipsoid 
upon  a  Sphäre.    Am.  J.  Iil.  1 14-128. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  an,  in  einer  früheren  Arbeit  bereiti 
die  conforme  Abbildung  des  Ellipsoids  auf  die  Ebene  unterBUcbi 
zu  haben,  ein  Problem,  welches  tibrigens  auch  Herr  Hoppe  im 
Jahre  1870  behandelt  hat  (Glebsch  Ann.  IL  504,  siehe  F.d.  IL 
n.  1870.  628.)*  Hierdurch  ist  die  Aufgabe  der  conformen  Abbil- 
dung des  Ellipsoids  auf  die  Kugel  bereits  mit  gelöst.  Nichts 
destoweniger  hat  der  Verfasser  die  Rechnung  noch  einmal  dmth- 
geführt,  weil  er  derselben  wegen  der  möglichen  Gestalt  der  Erde 
eine  gewisse  praktische  Bedeutung  beimisst.  Jedenfalls  bietet  die 
vorliegende  Bearbeitung,  mag  man  sie  nun  zur  Abbildung  des 
Ellipsoids  auf  die  Kugel  oder  auf  die  Ebene  verwenden,  ein 
durchgeführtes  Beispiel  der  Rechnung  mit  elliptischen  IntegnIeD 
dritter  Gattung  dar. 

Sind 

^  =  R  costi  sint),    ri  =-  R  sinn  siuü,    ^  =  A  cosr 

die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugel,  so  ist  das  Quadrat  det 
Linienelementes 

ds''  =  ß'8in't>[rfM«  +  ^^]  =  Ä' sin' !?[(/«• +  rf  (in  ctg  yr)"]- 
Andererseits  stellen  die  Gleichungen 
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__     aV+A,)  (g'+A,)   .  fc'(fc'  +  A.)  (fe'-f  AJ   . 

-      (a'_6')(o'-c')     '     ^   ~      (6'-c')(6'-o')     ' 

~     (c'-o')(c'-6') 

die  Coordinaten  eiues  Punktes  eines  Ellipsoids  durch  die  Para- 
meter X,,  1,  dar,  die  den  KrUmmungslinien  entsprechen.  Das 
Quadrat  des  Linienelementes  stellt  sich  in  der  Form  dar: 

...  _a.-^.)r        ^.^^t  ,        K<iK       1 

oder,  wenn  man  setzt: 

''^Jl   (o'+A.)  i6'+i,)  (c»+A.)  ''^'' 

Dann  ist  die  eine  Fläche  bekanntlich  conform  auf  die  andere 
abgebildet,  wenn 

fi  +  tlnctgit?  =  /(p  +  qfi) 

ist^  wo  f{i)  eine  beliebige  Function  der  complexen  Variablen  z 
bedentet  Die  einfachBte  Abbildung  erhält  man,  wenn  man 
Kz)  =  Z,  also 

a  =  p,    Inctgjo  =  q 

setzt  In  diesem  Falle  entspricht  die  eine  Schaar  der  Erümmungs- 
lioien  einer  Schaar  von  Parallelkreisen  der  Kugel  und  die  andere 
Schaar  derjenigen  der  dazu  orthogonalen  grössten  Kreise.  Es 
werden  nun  die  Integrale  p  und  q  unter  der  Festsetzung  ^  dass 

-  c*  >  i,  >  —  6'  >  A,  > — a* 

ist,  dorch  geeignete  Substitutionen  auf  die  Normalform  gebracht 
und  die  Rechnungen  mit  Hülfe  der  Q-  und  Z-Functionen  über- 
sichtlich durchgeführt.  A. 
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Ä.  TissoT.     Memoire  sur  la  repr^sentation  des  surface 
et  les  projections  des  cartes  g^ographiques.    Nouv.  adi 

(2)  XVIII.  337-356,  385-397,  532-548, 1879;  Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  Supp^ 
1-40,  1880. 

In  dieser  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  (cfr.  F.  d.  M 
X.  1878.  p.  557)  stellt  der  Verfasser  zunächst  folgende  Bedio 
gungen  auf,  die  ein  Eartennetz  erfüllen  soll.  1)  Die  Winkel  dei 
Karte  brauchen  nur  annähernd  den  entsprechenden  Winkeln  d 
abzubildenden  Fläche  gleich  zu  sein;  2)  die  Variation  d 
Längenmasstabes  soll  möglichst  klein;  3)  die  Formeln  für  di^ 
Abbildung  sollen  möglichst  einfach  sein.  Er  stellt  diesen  Forde^ 
rungen  gemäss  Formeln  für  die  Abbildung  von  kleineren  Thei^ 
len  der  Erdoberfläche  auf,  etwa  von  der  Grösse  Frankreichs  oder 
Spaniens.  Zu  dem  Zwecke  denkt  er  im  Innern  des  abzubilden- 
den Gebietes  einen  Gentralpunkt  gewählt,  nennt  den  durch  diesen 
hindurchgehenden  Meridian  und  Parallelkreis  den  mittleren,  und 
bestimmt  die  Lage  eines  beliebigen  Punktes  durch  die  Länge« 
des  durch  den  Punkt  gehenden  Meridians,  gemessen  von  dem  mitt- 
leren Parallelkreis  an,  sowie  durch  die  Länge  t  des  Paralld- 
kreisbogens,  gemessen  vom  mittleren  Meridian  an.  Wird  der 
Aequatorialhalbmesser  der  Erde  zur  Einheit  genommen,  so 
werden  s  und  t  nur  kleine  Grössen  sein,   z.  B.  für  Spanien  iflt 

«=—,<  =  —.     In  der  Bildebene  wird  Alles  auf  ein  recbt- 

14  lo 

winkliges  Coordinatensystem  bezogen,  dessen  Anfangspunkt  das 
Bild  des  Centralpunktes  ist,  während  die  a;-Axe  das  Bild  des 
mittleren  Meridians,  die  y-Axe  das  Bild  des  mittleren  ParaIl6^ 
kreises  berührt.  Die  Coordinaten  x,  y  eines  Bildpunktes  sind 
unbekannte  Functionen  der  Coordinaten  «,  t  des  entsprechenden 
Punktes  der  Erde;  diese  Functionen  denke  man  nach  Potenzen 
von  8  und  t  entwickelt  und  breche  bei  der  dritten  Potenz  ab. 
Die  unbestimmten  Goefficienten  der  Entwickelung  lassen  sich  da- 
durch bestimmen,  dass  1)  das  Verhältnis  eines  Meridianbogens 
zu  dem  entsprechenden  Bogen  der  Karte  sich  von  der  Einheit 
nur  um  Grössen  zweiter  Ordnung  unterscheide;  2)  dass  dieselbe 
Forderung  fllr  einen  Bogen  eines  Parallelkreises  erfüllt  werde; 
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dass  endlich  die  Aenderung  des  Winkels  zwischen  Meridian 
A  Parallelkreis  eine  Grösse  dritter  Ordnung  wird.     Dann  er- 
bl  sich 

y  =  l.t  +  ^s'+AsU--Bst^  +  ^t\ 

/g  die  Breite  des  mittleren  Parallelkreises,  r^  dessen  Radius 
während  r  den  Radius  des  durch  den  Punkt  s,  i  gehenden 

rallelkreises  bezeichnet     Zwischen  den  Constanten  A  und  C 

4eht  die  Gleichung 

2(il  +  C)cos'/o  =  cos  2/0, 

dass  eine  dieser  Constanten,  sowie  auch  B^  willktlrlich  bleibt 
s  Verhältnis  einer  Bogenlänge  auf  der  Erde  zu  der  entsprechen- 
3  auf  der  Karte  weicht  (sowohl  ftir  Meridian  als  Parallelkreis) 
II  der  Einheit  ab  um  die  Grösse 

e  =  il«*-2B*<  +  (i-i^)<^ 

nn  also  keinesfalls  auf  Grössen  dritter  Ordnung  herabsinken« 
e  die  Winkeländerung.  Ueber  die  CoefScienten  i4,  B^  sowie 
er  die  Lage  des  Centralpunkts  ist  nun  noch  so  zu  disponiren, 
«8  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Karte  e  möglichst  kleine 
erthe  annimmt.  Der  Verfasser  giebt  ein  graphisches  Versuchs- 
rfahren  an,  diese  Bestimmung  auszuführen;  dasselbe  ist  mehr 
m  praktischem,  als  mathematischem  Interesse. 

Nach  Betrachtung  einiger  specieller  Fälle  wendet  sich  der 
erfasser  zu  einer  ausführlicheren  Besprechung  der  Kartennetze 
r  Frankreich  und  Spanien,  und  giebt  für  letzteres  die  genauen 
ich  seiner  Methode  berechneten  Zahlen.  Für  eine  Karte  von 
rankreich  würde  die  nach  obigen  Formeln  ausgeführte  Pro- 
iction  bei  zweckmässiger  Bestimmung  der  Constanten,  wie  des 
entralpunktes  die  Winkeländerung  (die  bei  der  Generalstabs- 
trte  18  Minuten  beträgt)  auf  2d  Sekunden  reduciren,  die  Aende- 

mg  de»  Längenmasstabes  auf  ^  • 

Im   dritten    und    vierten    Abschnitt   werden   circa    50   ver- 
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schiedene  bisher  benutzte  Projeetionsarteo  besprocheo  and  i 
Bezug  auf  die  Erfüllung  der  oben  genannten  Forderungen  p 
prüft,  woran  sich  Erörterungen  über  die  in  jedem  apecielle 
Falle  passendste  Projectionsart  anschliessen.  Dieser  nmhxn 
reiche  Theil  der  Arbeit,  der  für  den  Geographen  von  ungeme 
nem  Interesse  ist,  bietet  doch  in  mathematischer  Hinsicht  nieU 
Nenes.  Wir  müssen  daher  in  Bezug  auf  die  Einzelnheiten  ai 
die  Arbeit  selbst  verweisen.  Wn. 


Zehnter  Abschnitt 

Mechanik« 

Capitel  L 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

iAPLACK.      Oeuvres   COmpl^teS.    IV.    Paris.  Gauthier-VUIara. 

Enthält  den  vierten  Band  der  Mäcanique  Celeste.  Der  In- 
alt  des  Bandes  ist:  Seconde  Partie:  Thäories  particuliöres  des 
lonvements  Celestes.  Livre  VIII.  Theorie  des  satelUtes  de  Ju- 
iter,  de  Satume  et  d'Uranus.  Livre  IX.  Theorie  des  comötes. 
avre  X.  Sur  diffi^rents  points  relatifs  au  systöme  da  monde. 
»upplement  zur  Capillartheorie.  0. 


V.  Schell.  Theorie  der  Bewegung  und  Kräfte.  Ein 
Lehrbuch  der  theoretischen  Mechanik.  IL  Band. 
2^  umgearbeitete  Auflage.   Leipzig.  TenbDer. 

Ueber  den  ersten  Band  der  neuen  Auflage  dieses  Buches 
it  bereits  im  vorigen  Jahrgang  des  Jahrbuchs  p.  603  referirt 
rorden.  Der  vorliegende  zweite  Band  enthält  den  dritten  und 
ierten  Theil  des  Gesammtwerkes.  Theil  III.  hat  zum  Titel: 
%eorie  der  Kräfte  und  ihrer  Äequivalenz  (Dynamik  im  weiteren 
ünne,  einschhesslich  Statik).  Der  vierte  Theil  behandelt  die 
rheorie   der   durch  Kräfte   erzeugten  Bewegung   (Kinetik  oder 
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Dynamik  im  engeren  Sinne),  lieber  die  Aenderungen,  die  dio^ 
neue  Auflage  erfahren,  ist  bereits  früher  gesprochen  worden.  6an 
neu  ist  der  im  Capitel  9  enthaltene  Abriss  der  Ball'schen  kineti 
sehen  Theorie  des  unveränderlichen  Systems.  0. 


Gilles.      Die  Newton'sche  Anziehungskraft  ist  anf  Be 
wegung  nicht  zurtickführbar.    Pr.  Dasseldorf. 

Enthält  philosophische  Speculationen  tlber  das  Wesen  ro^ 
Kraft  etc.,  verbunden  mit  einer  Kritik  zahlreicher  früherer  Vcr^ 
suche,  unter  denen  Isenkrahe*s:  ^Das  Räthsel  der  Schwerkraft* 
specielle  Berücksichtigung  findet.  Mathematisch  Neues  e&tUil 
die  Arbeit  nicht.  0. 


Capitel  2. 
Kinematik.. 

H.    Resal.      Note   sur   les  diff^rentes   branches    de  li 

cinömatique.    Liouville  J.  (3)  VL  49-50. 

Abdruck  der  Arbeit  aus  den  C.  R.  LXXXIX.  1O9O-109S 
über  die  bereits  im  Jahrbuch  Bd.  XI.  1879.  p.  611-612  berieliM 
worden  ist.  0. 


A.  Mannheim.    Cours  de  gÄ)m6trie  descriptive  de  r£colt 
polytechnique,  comprenant  les  ^l^ments  de  la  g^m^trk 

cinömatique.    Paris.   Gaathler-YiiiarB. 

Das  vorliegende  Werk  enthält  die  Vorlesungen,  welche  Hee 
Mannheim  an  der  £cole  polytechnique  während  des  Winteo 
1878/79  gehalten  hat.  Da  diejenigen,  welche  an  dem  Unterriek 
der  Ecole  polytechnique  theilnehmen,  bereits  mit  den  El^nentd 
der  descriptiven  Geometrie  vertraut  sind,  so  geht  Herr  Mannbai 
auf  diese  nicht  weiter  ein,  sondern  setzt  sie  als  bekannt  yoram 
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Sein  Werk  scheidet  sich  in  zwei  Theile.  Der  erste  beschäftigt 
rieh  im  Wesentlichen  mit  den  verschiedenen  Formen  perspectiv 
Tiseher  Darstellung,  der  zweite  giebt  eine  FttUe  interessanter 
Methoden  f&r  synthetische  Behandlung  von  Gurren  und  Flächen 
mit  besonderer  Berücksichtigung  von  solchen,  welche  in  der 
Praxis  häufig  auftreten,  wie  Regelflächen,  Umdrehungsflächen, 
Schraubenflächen,  und  ftihrt  zugleich  in  das  Wissensgebiet  ein, 
welches  Herr  Mannheim  mit  dem  Namen  „göomötriecinömatique^ 
bezeichnet,  und  aus  welchem  er  eine  Reihe  wissenschaftlicher 
werthvoUer  Ergebnisse  im  Laufe  der  Jahre  veröffentlicht  hat 

Der  Lehre  von  der  Perspective  werden  zwei  Vorlesungen 
Yoraosgeschickt,  von  denen  die  eine  sich  mit  den  Schattenlinien 
und  dem  Schlagschatten  der  Körper  befasst,  die  andere  die  so- 
genannten ,,projections  cotöes^  zum  Gegenstände  hat.  Diese 
Projeetionen  finden  eine  zweckmässige  Anwendung,  wenn  die 
horizontale  Ausdehnung  des  Objects  verhältnismässig  viel  grösser 
ist,  als  die  verticale  Erhebung,  z.  B.  bei  der  Darstellung  von 
Fortificationen.  Man  giebt  in  diesem  Falle  nur  eine  Horizontal- 
projection  und  vermerkt  die  verticale  Erhebung  durch  Zahlen- 
aDgaben.  Eine  Gerade  im  Raum  stellt  sich  als  Gerade  im  Bilde 
dar,  und  indem  ftlr  zwei  Punkte  derselben  die  verticalen  Er- 
bebungen notirt  werden,  erhält  man  eine  Vorstellung  von  ihrer 
Lage  im  Raum.  Um  eine  Ebene  zu  verzeichnen,  entwirft  man 
das  Bild  einer  Linie,  welche  in  jener  Ebene  gelegen  ist  und  die 
grösste  Neigung  zur  Bildebene  hat,  und  verdoppelt  diese  Gerade 
durch  einen  ihr  parallelen  Zug,  so  dass  sie  die  Gestalt  einer  Doppel- 
lioie  gewinnt,  um  sie  von  dem  Bilde  einer  Geraden  zu  unter- 
scheiden. In  diese  Projectionsmethode  ftihrt  der  Verfasser  durch 
Lösung  einer  Anzahl  elementarer  Aufgaben  ein,  z.  B. :  „Aus  der 
Bildebene  zweier  Ebenen  das  Bild  ihres  Durchschnitts  zu  finden^ 
oder  „Durch  eine  Gerade  eine  Ebene  zu  legen,  welche  gegen 
die  Horizontalebene  eine  gegebene  Neigung  hat,^  und  schliesst 
mit  der  Lösung  der  Aufgabe,  den  Schlagschatten  eines  Kegels 
zu  construiren,  der  mit  der  Basis  auf  einer  geneigten  Ebene 
ruht,  und  auf  diese  seinen  Schatten  wirft.  Bei  der  Behandlung 
der  Perspective  verfolgt  Herr  Mannheim  den  Lehrgang,  den  vor 
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ihm  Herr  de  la  Oournerie  genommen.  An  eine  treffliche  Dd 
legnng  der  Elemente  der  conischen  Perspective  reiht  sieh  di 
Cavalierperspectiye,  an  diese  die  axonometriscbe  und  deren  Im 
sondere  Form,  die  isometrische  Perspective.  Zweckmässige  Bei 
spiele  für  die  Darstellung  von  belenchteten  Objecten  mit  ihre 
Sohattenlinien  und  Schlagschatten  erläutern  die  versohied^i« 
Formen  perspectivischer  Darstellung  und  lassen  die  praktisci 
Bedeutung  der  theoretischen  Betrachtungen  klar  erkennen,  d^ 
gegen  hat  der  Verfasser  die  Entwickelung  von  Eigensdutft^ 
geometrischer  Gebilde  aus  den  perspectivischen  DarsteUnn^ 
formen,  wie  sie  sich  etwa  in  dem  „Traitä  des  propri^tes  projectiv^ 
des  figures''  von  Poncelet  finden,  als  seinen  Zwecken  nicht  ei^ 
sprechend  bei  Seite  gelassen,  und  giebt  nur  hin  und  wieder  ein^ 
Hinweis,  wenn  ein  solcher  sich  ihm  unmittelbar  bietet 

Der  zweite  Theil  enthält  eine  zum  ersten  Mal  zn  einei 
Lehrgang  zusammengefasste  Einführung  in  die  kinematische  G^ 
metrie.  Während  die  Kinematik  die  Bewegung  unabhängig  v(| 
den  bewegenden  Kräften  behandelt,  beschäftigt  sich  die  kinem^ 
tische  Geometrie  mit  solchen  Bewegungen  ohne  Bücksicht  ^ 
die  Kräfte  und  auf  die  Zeit.  Wie  fruchtbar  die  darin  ttbbel 
Betrachtungsweise  fbr  das  Studium  der  räumlichen  Formen  ii 
haben  viele  Arbeiten  Mannheim's  dargethan,  über  welche  \ 
dieser  Zeitschrift  berichtet  worden  ist.  Alle  die  reichen  Ergel 
nisse  seiner  Untersuchungen  finden  sich  hier  im  zweiten  Theil 
des  Werkes  vereinigt,  seine  Behandlung  der  Regelfläehen,  » 
Wellenfläche,  eine  durchsichtige  Entwickelung  des  Theorems  f(j 
Malus  und  Dupin,  dass  ein  Normalensystem  einer  Fläche  lai 
der  Brechung  an  einer  zweiten  Fläche  wieder  als  ein  Normaki 
System  einer  Fläche  aufgefasst  werden  kann,  ferner  die  allgl 
meine  Theorie  der  Verrttckung  starrer  Kt^rper  und  die  Constm 
tionen  fUr  die  Normalen  der  Bahnen,  mögen  diese  als  Conr^ 
oder  als  Flächen  auftreten,  die  sinnreiche  Benutzung  der  Boli 
geraden  ftlr  das  Studium  der  Regelflächen  und  die  darauf  &( 
gründende  allgemeine  Behandlung  der  StrahlenbUndel,  die  Krfln 
mung  der  Flächen  mit  Hülfe  der  von  ihm  eingeführten  Elemeii^ 
die  er  mit  dem  Namen  „normalies^  bezeichnet  hat,  und  die  ^ 
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drternng  mancher  anderer  Fragen,  welche  fUr  die  Erkenntnis  der 
Eaumwelt  von  weit  tragender  Bedeutung  sind.  In  der  Form  von 
Supplementen  sind  solche  interessante  geometrische  Entwicke- 
Inngen  den  einzelnen  Capiteln  beigefügt  Nach  den  allgemeine- 
ren geometrischen  Betrachtungen  beschäftigt  sich  der  Verfasser 
■it  den  Schattenlinien  von  beleuchteten  Flächen,  im  Besonderen 
mit  denen  von  Umdrehungsflächen,  giebt  Gonstructionen  für  die 
Tangenten  aB  solche  Linien  und  wendet  sich  in  den  letzten  Capi- 
teln zum  Studium  besonderer  Flächenformen.  Eingehend  wird 
die  Natur  der  Schraubenflächen  durchforscht;  es  werden  eigen- 
thttmliche  Arten  von  Schatten-  und  Halbschatten  untersucht,  wenn 
an  Stelle  eines  leuchtenden  Punktes  einfache  Formen  leuchtender 
Fläehen  treten,  und  Flächen  behandelt,  die  als  ,,surfaces  d'ögale 
pente"  und  ,,surfaces  gauches**  von  ihm  bezeichnet  werden.  Jene 
werden  erzeugt  durch  Bewegung  einer  Tangentialebene,  welche 
während  ihrer  Bewegung  die  Neigung  gegen  eine  Horizontal- 
ebene  bewahrt,  diese  durch  eine  Gerade,  welche  längs  dreier 
Leitcurven  gleitet.  Das  Werk  schliesst  mit  einer  Darstellung 
fon  topographischen  Flächen  nach  der  Methode  der  Linien 
Reichen  Niveaus  und  der  Behandlung  von  Aufgaben,  welche 
den  Leser  mit  dieser  Darstellungsform  auf  eine  zweckmässige 
Weise  vertraut  machen. 

Es  ist  kein  Zweifel,  dass  das  gehaltreiche  Werk  nicht  nur 
in  hohem  Grade  geeignet  ist,  die  Jünger  der  mathematischen 
Wissenschaft  in  geistvolle  Methoden  der  Geometrie  einzufahren, 
sondern  auch  dem  Kundigen  vielseitiges  Interesse  bietet,  und 
daher  weiten  Kreiseneine  reiche  Anregung  zur  Förderung  der 
Wissenschaft  gewähren  wird.  Sehn. 


W.  Kapteyn.     Th^orfeme  de  g^ora^trie  plane. 

Grooert  Arch.  LXV.  221-224. 

Sind  a^,  a,y , . .  On  die  Seiten  eines  Polygons,  &,,  b, . . .  b«  die 
Seiten  eines  zweiten  Polygons  von  derselben  Seitenzahl,  so  lässt 
sich    eine    gebrochene    Linie    construiren,    deren    aufeinander 
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folgende  Elemente  gleiche  Länge  and  Richtung  faaboi  ni 
a„  b^,  a,,  b^..  .On,  b«*  Diese  Linie  muss  sich  schliessen;  dem 
da  der  Punkt,  zu  dem  man  in  der  genannten  Weise  gdaag;! 
unabhängig  von  der  Ordnung  der  Elemente  ist,  so  kommt  mal 
zu  demselben  Punkt,  wenn  man  zu  aufeinander  folgenden  Ek 
menten  erst  die  a^,a^,...an  und  dann  die  b^^fr,  ...fr«  wählt  li 
für  das  zweite  Polygon  irgend  ein  Punkt  M  gegeben,  und  sin 
seine  Verbindungsstrecken  mit  den  Ecken  bezüglich  PiyPs---p| 
so  kann  man  in  dem  dritten  Polygon  a^b^  o,  fr, ...  o.  6.  anf  def 
Seiten  6,  b, . . .  b»  Dreiecke  construiren,  deren  Seiten  beziglid 
gleich  und  parallel  mit  p,  p,  . . .  p»  sind.  Das  dritte  Poljgoi 
setzt  sich  nunmehr  zusammen  aus  dem  ersten  Polygon,  der  Sunmi 
der  Dreiecke,  die  das  zweite  Polygon  ausmachen,  und  Parallek 
grammen,  deren  Summenwerth  durch 

a,p,  sin(a,p,)  +  a,p,  sin(a,p,)  -\ +  Onpn sin (a,p.) 

bestimmt  ist  Verändert  man  die  Lage  des  Punktes  JV,  so  bleibe 
die  drei  Polygone  unverändert,  also  bewahrt  die  Summe 

a,  p,  sin(a, p,)  +  a^p^  8in(a,p,)  -\ h  fl-P«  ein {a^p^) 

für  jede  Lage  von  M  denselben  Werth.  Sehn. 


F.  Wittens AUER.     Theorie  der  Beschleunigungscurven 

Wien.  An«.  1880.  225-226;   Wien.  Ber.  1880. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  nach  irgend  einem  Gesetz  in  eine 
krummlinigen  Bahn,  so  werden  die  Richtungen  der  Beschleuoi 
gungen  in  jedem  Punkte  der  Bahn  eine  Curve  umhOllen.  Dies 
nennt  der  Verfasser  Beschleunigungscurve.  Ihre  Beziehung  tu 
Bahncurve  und  zu  dem  noch  in  irgend  einer  Form  gegebenei 
Bewegungsgesetz  des  beschreibenden  Punktes  macht  Herr  Wittei 
bauer  zum  Gegenstand  seiner  Studien.  Besonders  Bemerke« 
werthes  aus  denselben  ist  nicht  zu  verzeichnen. 

Sehn. 
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H.  Resal.     Sui*  quelques  th^or^mes  de  cin^niatique. 

C.  B.  XC.  769-773. 

Herr  J.  Habicb  hatte  den  Satz  aufgestellt:  ^Wenn  die  Rich- 
tung der  Beschlennigung  eines  Punktes  constant  ist,  so  ist  sie 
proportional  dem  Quotienten  aus  dem  Cubus  seiner  Geschwindig- 
keit und  dem  Krümmungsradius  seiner  Bahn.^  Dieses  Theorem 
entwickelt  Herr  H.  Räsal  aus  folgenden  einfachen  Gesichtspunkten : 
Wenn  t;,  q,  a  bezüglich  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  den 
Krflmmungsradius  der  Bahn  und  den  Winkel  bedeuten,  welchen 
die   Beschleunigungsrichtung    mit    der   Normale    der   Bahn    zu 

einer  bestimmten  Zeit  einschliesst,   so  ist  w  eosa  =  —  ,   also 

Q 

v* 

©  = Da  V  cos  a  die  Geschwindigkeitscomponente  nor- 

^       ^t;cosa  '^ 

mal  zur  Beschleunigungsrichtung  bedeutet,  so  ist  t;  cosa  con- 
stant, also  der  Satz  von  Herrn  Habich  bewiesen.  Zur  Zeit  0 
mag  V  =  Vq,  a  =  a^  sein,  die  Relation  von  Habich  stellt  sich 

alsdann  in  der  Form  dar :  w  = •     Ist  *c  die  Sehne, 

welche  die  Beschleunigungsrichtung  im  Erünunungskreise  ab- 
schneidet, so  ist  g>  =  ,  also  —  = ,   mithin   ist 

'  ^  c    '  c         2v^  cosa^ 

das  Verhältnis  des  Krümmungsradius  zu  der  Sehne,  welche  die 
Beschleunigungsrichtung  im  Krümmiingskreise  abschneidet,  der 
Geschwindigkeit  des  Punktes  proportional.  Diese  Relationen 
werden  zweckmässig  angewendet,  um  aus  dem  Gesetz  der  Be- 
schleunigung den  Krümmungsradius  der  Bahn  zu  finden.  So 
dnreheilt  ein  materieller  Punkt  eine  Parabel,  wenn  er  horizontal 
^worfen  der  Schwere  überlassen  bleibt    Stellt  man  diese  Bahn 

in  der  Form  dar:  a;  =  -5-  (• ;  y  =  v^t,  so  ist,  wenn  2p  den  Para- 

meter  der  Bahn  bedeutet,  p  =  — —  und  a^  =  0.    Aus  dem  Princip 

der  lebendigen  Kräfte  folgt 

v'  =  vl+2gx  =  g(p  +  2x), 
nnd  man  erkennt  mit  Bezug  auf  obige  Relation,  welche  für  q> 

Fnitscbr.  d.  Math.   Xu.  3.  '  41 
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aufgestellt  wurde,  die  Gleiohung 

wenn  F  den  Brennpunkt  und  m  die  augenblickliche  Lage  de 
Punktes  bedeuten. 

Wirkt  auf  einen  materiellen  Punkt  eine  positive  oder  neg» 
tive  Centralbeschleunigung,  so  folgt  aus  dem  Prineip  der  Flicbei 

v^r^eosa^  =  vrcosa; 

es  wird  demnach 

—   ^r^v^cosa^ 

Die  Beschleunignng  ist  demnach  ihrem  absoluten  Werthe  naci 
proportional  dem  Cubus  der  Geschwindigkeit,  dem  Vector  und  de 
Krümmung  der  Bahn.  Bewegt  sich  ein  Punkt  nach  dem  GtMk 
o;  =  a  cos/,   y  =^h  sin/,  so  bewegt  er  sich  in  der 

— r  +  -TT  =  1     und    oj  =  —  r. 

ah  ^ 


Setzt  man  t;^  =  fr,  a^  =  0,  r^  =  o^  so  giebt  die  Gleichung  do 
lebendigen  Kräfte  v*— fr'  =  —r'^+d^^  und  in  Rücksicht  auf  obi« 
Relation  für  q>  entwickelt  man  fQr  den  Krümmungsradius  q  w 
Formel 

^=   ^ äfr 

Wenn  r  und  (p  die  Polarcoordinaten  irgend  einer  Gurre  be 
deuten,  so  lässt  sich  dieselbe  beschrieben  denken  durdi  eiiei 
materiellen  Punkt,  welcher  einer  Centralbeschleunigung  unt^ 
werfen  ist.  Ist  k  irgend  eine  Constante,  co  aber  die  WiiAel 
geschwindigkeit  des  Vectors,  so  ist  v^r^  cosa^  =  air*  =  i,  nik 

€p  drückt  sich  aus  in  der  Form  9>  =  ±  — jp  *     Nach  denaelbd 

I 

Principien  wird  aus  dieser  Formel  eine  Relation  entwickelt,  welehi 
den  Krümmungsradius  q  aus  dem  Gesetz  der  Cunre  damstella 
gestattet.  Sehn. 
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L.  Gbisenueimer.    Beziehung  zwischen  den  Krümmungs- 
radien   reciproker,    collinearer    und    in  verser    ebener 

Curven.    Schlomilch  Z.  XXV.  300-316. 

Die  Bewegung  eines  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Systems 
lässt  sich  in  der  Form  veranschaulichen,  dass  auf  einer  festen 
Polbahn  eine  Polcurve  sich  bewegt,  welche  nach  einem  bestimm- 
ten Gesetz  während  der  Bewegung  ihre  Orössenverhältnisse 
ändert  Eine  beliebige  feste  Strecke  der  Polbahnebene  behält 
eine  während  der  Bewegung  wechselnde  Beziehung  zu  einer 
Strecke  der  Polcurvenebene,  welche  durch  die  Bewegungsphase 
in  Lage  und  Grösse  jeden  Moment  bedingt  ist  Denkt  man  diese 
Ebene  der  Polcurve  in  irgend  einer  Phase  erstarrt  und  nun  die 
Ebene  der  Polbahn  so  bewegt  und  geändert,  dass  1)  die  sich 
bewegende  und  verändernde  Strecke  der  Polbahnebene  gleiche 
Lagen  und  Grössenverhältnisse  gegen  die  jetzt  festgedachte 
Strecke  in  der  Polcurvenebene  annimmt  wie  vorhin  und  2)  die 
Dimensionen  der  Polbahnebene  proportional  der  Strecke  in  dieser 
Ebene  sich  ändern,  so  erhalten  jetzt  die  Punkte  der  Polbahn- 
ebene  eine  ähnlich -veränderliche  Bewegung.  Die  Beziehungen 
dieser  gegenseitigen  Bewegungen  bilden  den  Ausgangspunkt  vor- 
liegender Untersuchungen,  welche  in  ihrem  Verfolg  zu  einigen 
Relationen  zwischen  den  Krümmungsradien  von  Curven  ftthren, 
welche  in  den  oben  angegebenen  geometrischen  Verwandtschafts- 
verhältnissen stehen.  Sehn. 


L.  Geisbnheimer.   Beziehung  zwischen  den  Krümmungs- 
radien collinearer  Curven.   Schlomilch  z.  xxv.  214-215. 

Erweiterung  einer  Relation  zwischen  den  Krtlmmungsradien 
entsprechender  Punkte  affiner  Curven,  welche  der  Verfasser  in 
Schlomilch  Z.  XXIV.  p.  357  (siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  612) 
gegeben,  auf  collinear  verwandte  Curven.  Sehn. 


L.  BuRMESTER.     ücber  das  bifocal-veränderliche  System. 

Glebsch  Ann.  XYI.  89-112. 

41* 
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Werden  zwei  ebene  Systeme  2^  und  2^  in  der  Art  in  eine 
geometrische  Verwandtschaft  gesetzt,  dass  einem  Panktepaar 
0^  Vj  in  2^  ein  Punktepaar  (Z>,  V,  in  2^  entspricht,  ein  jeder 
Punkt  Pj  im  ersten  System  aber  mit  P,  im  anderen  durch 
die  beiden  Gleichungen  verbunden  wird  <P,  P,  =  <D,Pj  und 
iPjPj  =  VjP,,  so  sind  beide  Systeme  bifocal,  und  O,  V,,  b«üg- 
lich  (2>,  V,  heisscn  ihre  Focalpunkte.  Zu  dem  ersten  System  I. 
lässt  sich  alsdann  stets  ein  ihm  ähnliches  21  consti-uiren  der  Ali 
dass  dieses  und  2^  als  Grundriss  und  Aufrissprojeetion  anee 
einschaligen  Hyperboloids  aufgefasst  werden  können,  von  dem  zwei 
Axen  bezuglich  auf  den  Projectionsebenen  senkrecht  stehen. 
Diese  Auffassung  bildet  die  Grundlage  fttr  die  vorliegenden 
Studien  der  oben  definirten  geometrischen  Verwandtschaft 

Aendert  sich  ein  ebenes  System  derartig,  dass  alle  PhaseiJ 
desselben  geometrisch  verwandte  bifocale  Systeme  sind,  so  neusA 
der  Verfasser  das  System  bifocal -veränderlich.  Die  Natur  d^ 
Veränderung  ist  durch  die  Bewegung  der  beiden  Focalpunkli^ 
bedingt.  Ist  deren  Geschwindigkeit  in  Grösse  und  Richtung 
geben,  so  ist  die  Geschwindigkeit  jedes  Systempunktes  aus  dies 
Elementen  zu  ermitteln.  Es  wird  die  ConstructioD  derselben  q« 
geben  und  die  Untersuchung  dann  auf  den  geometrischen  On 
der  Systempunkte  ausgedehnt,  deren  Bewegungsfotm  gewisseii 
Bedingungen  unterworfen  ist.  So  wird  der  Satz  hergeleitet,  daa 
alle  Systempunkte,  welche  parallel  gerichtete  Geschwindigfceitei 
haben,  in  einer  Hyperbel  enthalten  sind,  dass  der  geometriscbi 
Ort  der  Punkte,  welche  eine  gleich  grosse  Geschwindigkeit  be 
sitzen,  eine  gewisse  Gurve  vierter  Ordnung  bildet  n«  s.  w. 

Auf  die  analoge  Verwandtschaft  räumlicher  Gebilde  bat  be 
reits  Jacobi  die  Aufmerksamkeit  gelenkt;  dieselbe  ist  später  voi 
Herrn  Hermes  (Borchardt  J.  LXXIII.  p.  209,  siehe  F.  d.  IL  IH 
1871.  p.  380)  und  von  Herrn  Darboux  (Mim.  de  Bord.  VU| 
p.  197,  siehe  F.  d.  M.  IV.  1872.  p.  420)  eingehender  behandcl 
worden.     Herr  Burmester  nennt  sie  die  trifocale,  und  läast  ei^ 

I 

System  sich  so  während  der  Bewegung  ändern,  dass  jede  Pbaa^ 
mit  dem  Anfangszustand  diese  geometrische  Verwandtschaft  be^ 
behält.     Sind  ö>,  %  fi  drei  beliebig  bewegliche  Punkte,  so  iri 
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sin  Systempunkt  P  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  seine  Di- 
»taneen  von  jenen  Foealpunkten  unveränderlich  bleiben.  Ist  die 
Geschwindigkeit  jener  in  einem  Zeitmoment  bekannt,  so  ist  die 
Bescbwindigkeit  eines  Systempunktes  bestimmt;  die  Construction 
iieser  Geschwindigkeit  wird  aus  den  bedingenden  Elementen 
hergeleitet.  Sehn. 

M.  d'ücagne.      Applications   de  g^oni^trie  cin^matique 

plane.     Nouv.  Ann.  CD  XIX.  264-289. 

Einige  Sätze  der  kinematischen  Geometrie,  welche  Mannheim 
in  seinem  „Cours  de  g^omötrie  descriptive"  mitgetheilt  hat,  wer- 
den hier  angewendet,  um  einen  Satz  über  confocale  Parabeln  zu 
beweisen,  und  die  Rrttmmungsmittelpunkte  einiger  interessanter 
Curven  zu  construiren.  W.  St. 

C.   F.  Gbisbr.      Ueber  einen   fundamentalen    Satz    aus 
der  kinematischen  Geometrie  des  Raumes.    BorcbardtJ. 

XC.  39-44. 

Der  Satz,  um  den  es  sich  handelt,  ist  folgender:  „Wenn  ein 
starrer  Körper  mit  yier  Punkten  auf  vier  festen  Flächen  gleitet, 
so  gehen  die  Normalen  der  Flächentrajectorien,  die  irgend  welche 
Pnnkte  des  Körpers  bei  der  Bewegung  beschreiben,  durch  die- 
selben zwei  Geraden.^  Auf  dieses  Theorem  gründet  Herr  Mann- 
heim viele  seiner  interessanten  kinematischen  Untersuchungen 
ond  ist  der  Meinung,  er  habe  es  zum  ersten  Mal  in  Liouville  J. 
XI.  1866  ausgesprochen.  Nachdem  Herr  Geiser  darauf  hin- 
gewiesen, dass  dasselbe  1)ereits  1855  in  den  Berl.  Monatsber. 
pag.  255  vom  Professor  Schönemann  veröffentlicht  worden,  wendet 
er  sich  zu  einer  analytischen  Ableitung  des  Theorems  und  zeigt 
ans  den  analytischen  Formen,  in  denen  sich  die  Gesammtheit 
der  Normalen  der  Flächentrajectorien  darstellt,  dass  diese  Nor- 
malen eine  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  und 
zwar  eine  solche,  die  man  nach  Herrn  Kummer  ein  Strahlen- 
system erster  Ordnung  und  erster  Classe  neuDt.  Sehn. 
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Schönemann.     Ueber  die   Construction  von    Normalen 
und  Normalebenen   gewisser   krummer   Flächen  und 

Linien.     Borchardt  J.  XC.  44-49. 

Die  soeben  besprochene  Arbeit  des  Herrn  Geiser  hat  der 
Redaction  des  Borchardt'schen  Journals  Veranlassung  gegeben,  di« 
18Ö5  in  den  Berl.  Monatsberichten  publicirte  Arbeit  des  verstor- 
benen Professor  Schönemann  in  dem  Journal  noch  einmal  zos 
Abdruck  zu  bringen.  Diese  Arbeit  enthält  jenen  fundamentaleD 
Satz  aus  der  kinematischen  Geometrie  und  knüpft  daran  mt 
Beihe  wichtiger  Folgerungen.  Von  diesen  mag  hier  im  Beson- 
deren auf  zwei  hingewiesen  werden.  Wenn  ein  Körper  mit  ffenf 
Punkten  auf  ftlnf  festen  Flächen  gleitet,  so  beschreibt  jeder  Funkt 
eine  Linientrajectorie.  Die  Normalen  jener  ftlnf  Punkte  lassen 
sich  fünfmal  zu  je  vier  combiniren,  und  je  eine  CombinatioD 
giebt  zu  einem  Linienpaar  Veranlassung,  den  sogenannten  Biebt- 
linien,  welches  die  vier  Geraden  einer  Gombination  schneidet 
Es  entstehen  mithin  fünf  Paare  von  Bichtlinien.  Zieht  man  tos 
einem  beliebigen  Punkte  des  Körpers  eine  Gerade,  welche  ein 
Paar  Bichtlinien  schneidet,  so  sind,  je  nach  der  Auswahl  des 
Paares  Bichtlinien,  fUnf  solcher  Geraden  möglich.  Diese  ttxd 
Geraden  liegen  in  einer  Ebene,  und  das  Bahnelement  des  g^ 
wählten  Punktes  steht  auf  dieser  Ebene  senkrecht.  Ist  ein  Hot- 
per  dagegen  in  seiner  Bewegung  nur  der  Bedingung  unterworfen* 
dass  drei  seiner  Punkte  auf  drei  festen  Flächen  gleiten,  so  wird 
sich  im  Allgemeinen  jeder  Punkt  desselben  innerhalb  eines  be- 
stimmten körperlichen  Baums  bewegen,  doch  giebt  es  Punkte  des 
Körpers,  welche  in  einer  gegebenen  Bewegungsphase  nur  Flächen- 
trajectorien  beschreiben  können.  Diese  Punkte  liegen  auf  dem 
Hyperboloid,  welches  durch  die  Normalen  jener  drei  Punkte  be- 
stimmt ist.  Die  Normale  der  Flächentrajectorie  eines  solchen 
Punktes  ist  die  Gerade  des  Hyperboloids,  welche  der  SchaAr 
jener  drei  Normalen  angehört  Andere  Sätze  entspringen  ans 
der  Erörterung  singulärer  Fälle.  Sehn. 
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R.  8.  Ball.     Notes  on  rion-euclidean  geometry. 

Rep.  Brit  Abs.  1880. 

Das  in  dieser  Arbeit  betrachtete  Problem  bezieht  sich  auf 
die  Kinematik  eines  starren  Körpers.  Die  allgemeinste  Ver-  ' 
rüekung  eines  starren  Körpers  ist  eine  Rotation  um  eine  Axe, 
combioirt  mit  einer  Rotation  um  die  Polaraxe  in  Bezug  auf  die 
erste.  Das  Problem,  das  der  Verfasser  löst,  ist  die  Bestimmung 
einer  Verrückung,  welche  der  verbundenen  Wirkung  zweier  Ver- 
rQckungen  äquivalent  ist,  wenn  man  es  nur  mit  kleinen  Verrttckun- 
gen  zu  thun  hat.  Csy.  (0.) 


G.  Halphen.      Sur   certaius   cas   singuHers  du  d^place- 
ment  d'un  corps  solide.    Bull.  s.  M.  F.  vm.  18-21. 

Wenn  drei  Punkte  einer  Geraden  gezwungen  sind,  auf  drei 
Ebenen  a,  /?,  y  sich  zu  bewegen,  so  beschreibt  jeder  Punkt  a  der 
Geraden  ein  Ellipsoid  £.  Verlangt  man,  dass  d  in  einer  Ebene  d 
bleibe,  so  kann  sich  d  nur  in  einer  Ellipse  bewegen.  Ist  i  im 
Besonderen  Tangentialebene,  so  ist  eine  Verrttckung  der  Geraden 
nicht  möglich,  und  die  vier  Normalen  auf  a,  /?,  y^  d  in  den 
Punkten  a,  6,  c,  d  sind  vier  Gerade  desselben  Hyperboloids.  Wenn 
demnach  durch  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  einer  Geraden  G  vier  Ebenen 
a,  ßy  /,  d  gehen,  deren  Normalen  in  a,  6,  c,  d  auf  ein  und  dem- 
selben Hyperboloid  gelegen  sind,  so  ist  es  nicht  mehr  möglich, 
die  Gerade  G  so  zu  verschieben,  dass  a,  6,  c,  d  bezüglich  in  den 
Ebenen  a,  ß,  /,  3  verbleiben. 

Ersetzt  man  die  Ebenen  durch  beliebige  Flächen,  so  ergiebt 
sich  der  Satz:  ^Wenn  durch  vier  Punkte  a,  6,  c,  d  einer  Ge- 
raden G  vier  Flächen  a,  /},  /,  d  gehen,  deren  Normalen  in  a,  6,  c,  d 
Gerade  eines  und  desselben  Hyperboloids  sind,  so  ist  es  im 
Allgemeinen  unmöglich  (oder  wenigstens  zweifelhaft),  die  Gerade 
aas  dieser  Lage  so  zu  leiten,  dass  die  Punkte  a,  6,  c,  d  der  Ge- 
raden bezüglich  auf  den  Flächen  a,  /?,  y,  d  verbleiben.^ 

Sind  ftlnf  Punkte  a,  6,  c,  dy  e  eines  starren  Körpers  gezwun- 
gen, auf  fünf  festen  Flächen  a,  /?,  y^  d,  e  zu  gleiten,  so  beschreibt 
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jeder  Punkt  des  Körpers  eine  Linientrajectorie.  Haben  aber 
jene  Punkte  auf  ihren  Flächen  eine  solche  Lage,  dass  die  Nor- 
malen in  ihnen  durch  dieselben  zwei  Geraden  geschnitten  wer- 
den, so  ist  eine  Verrttckung  des  Körpers  unmöglich  oder  zweifel- 
haft. Sehn. 


Ad.  Schumann.  Ueber  die  Flächenräume  und  Bogen- 
längen, welche  bei  der  Bewegung  eines  starren  System» 
von   einer  Geraden  umschrieben  werden.    Schlomilch  z. 

XXV.  87-95. 

Herr  Darboux  hat  in  dem  Darboux  Bull.  (2)  U.  (siehe  F.  d.  M. 
X.  1878.  562  flf.)  eine  Reihe  bemerkenswerther  Relationen  Ter- 
öffentlicht,  welche  sich  auf  Bogenlängen  beziehen,  die  eine  Gerade 
bei  der  Bewegung  eines  starren  Gebildes  umschreibt.  Einen  Theil 
dieser  Gesetze  hat  der  Verfasser  vorliegender  Abhandlung  bereite 
im  Jahre  1867  (Pr.  Berlin)  veröflfentlicht,  und  aus  Aolass  der 
Darboux*schen  Arbeit  legt  er  dieselben  in  generellerer  Form  Tor 
und  weist  auf  einige  Beziehungen  hin,  welche  Herrn  Darboux 
entgangen  sind,  und  welche  sich  auf  den  von  ihm  eingeschlage- 
nen Wege  leicht  ergeben.  Als  eins  der  bemerkenswerthesteo 
Ergebnisse  möge  der  Satz  angeführt  werden: 

„Rollt  eine  beliebig  gestaltete  geschlossene  Curve  auf  einer 
willkürlichen  Bahn  sich  einmal  vollständig  ab,  so  umschreibt  die 
Gerade,  der  das  kleinste  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  den  in 
Steiner'schem  Sinne  belasteten  .Curvenbogen  zukommt,  die  Mini* 
malfiäche  F,.  Sie  unterscheidet  sich  von  der  Fläche  der  rollen- 
den Curve  um  die  Hälfte  jenes  Trägheitsmomentes.  Diese  aas- 
gezeichnete Gerade  läuft  durch  den  Erümmungsschwerpunkt; 
durch  ihn  fährt  senkrecht  zu  ihr  eine  zweite  Gerade,  und  diese 
umzieht  von  allen  Geraden,  welche  sich  in  ihm  schneiden,  die 
Maximalfiäche  F,.  Beide  Gerade,  Hauptträgheitsaxen  der  rollen- 
den Curve,  bilden  die  Axen  einer  Schaar  confocaler  Kegelschnitte, 

^  '  — ^    gemessen  wird,  wenn 
0  die  Gesammtdrehung  der  rollenden  Curve  bedeutet    Die  Tan 
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^Dten  jedes  einzelnen  Gliedes  dieser  Scbaar  umschreiben  bei 
ier  Bewegung  gleiche  Flächen  V^ ,  und  zwar  unterscheidet  sich 
ime  solche  Fläche  von  der  Minimalfläche  um  einen  Kreissector, 
lesseu  Winkel  gleich  der  Gesammtdrehung  und  dessen  Radius 
iiit  der  grossen  Axe  übereinstimmt.  Ist  im  Besonderen  die  Bahn, 
laf  der  sich  die  Abrollung  vollzieht,  geradlinig,  so  ist  die  Ge- 
sammtdrehung gleich  2^,  und  der  Unterschied  der  Fläche  V  von 
1er  Minimalfläche  ist  gleich  dem  Kreise,  der  den  entsprechenden 
Kegelschnitt  in  den  Scheiteln  der  grossen  Axe  bertthrt.^ 

Sehn. 


G.  Gautero.     Sul  movimento   di  una  superficie  che  ne 
tocca   costantemente  un'  altra  fissa.    Acc.  r.  d.  L.  (3)  iv. 

106-109. 

Der  Verfasser  entwickelt  auf  analytischem  Wege  die  Bedin- 
gungen, denen  zwei  Flächen,  von  denen  die  eine  beweglich,  die 
andere  fest  ist,  genttgen  müssen,  damit  sie  sich  stets  berühren. 
Die  allgemeinen  Resultate  werden  dann  auf  Regelflächen  an- 
gewandt. Dabei  kommt  der  Verfasser  zu  einer  speciellen  Formel, 
welche  sich  von  der  durch  R^sal  in  seiner  ^Gin^matique  pure^ 
p.  146  gegebenen  um  ein  additives  Glied  unterscheidet. 

0. 

W.    Hess.      Das   Rollen   einer   Fläche  zweiten    Grades 
auf  einer  invariablen  Ebene.    Dias.  München. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  mit  gegebenem  festen  Mittel- 
punkt O  drehe  sich  so  um  diesen,  dass  die  Fläche  auf  einer  un- 
veränderlichen Tangentialebene,  ohne  zu  gleiten,  rollt,  dass  sie 
also  stets  diese  invariable  Ebene  mit  einem  ihrer  Punkte  berührt 
ond  um  die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  0  sich  dreht. 
Dadurch  ist  auf  der  Fläche  und  auf  der  Ebene  je  eine  Curve  be- 
stimmt, welche  in  der  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  durch 
Aufeinanderlegen  zweier  entsprechender  Punkte  dieser  Curven  die 
Lage  der  Fläche  gegen  die  invariabele  Ebene  bestimmt  ist.    Diese 
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Drehung  lässt  sich  durch  das  Abwälzen  der  FlächeD<mr?e  auf 
der  Curve  der  Ebene  oder  auch  der  durch  sie  repräsentirten  in  0 
concentrischen  Kegel  versinnlichen.  Im  Augenblick  der  Drehung 
ist  die  gemeinsame  Generatrix  der  zwei  Kegel  die  Drehaxe,  der 
gemeinsame  Punkt  der  Drehpol.  Die  dabei  von  dem  Drehpol 
auf  der  Fläche  beschriebene  Curve  ist  die  ^Polhodie^,  die  in 
der  Ebene  beschriebene  die  ^Herpolhodie.^  Der  Verfasaer  giebt 
nun  in  der  vorliegenden  Arbeit  eine  detaillirte  Untersuchung  der 
Gurven.  Er  behandelt  demgemäss  nach  Aufstellung  des  Problems 
im  ersten  Abschnitt  den  beweglichen  Kegel  der  momentaneD 
Drehaxe  und  die  Polhodie.  Im  zweiten  Abschnitt  wird  die  Her- 
polhodie  speciell  untersucht.  Dann  folgen  die  Differential-  und 
Integralgleichungen  der  Polcurven.  Hier  findet  sich  namenüieh 
eine  Erweiterung  der  früheren  Untersuchungen  auf  das  ein-  und 
zweischalige  Hyperboloid  und  die  Rotationsflächen ,  denen  sieh 
eine  Classification  der  Formen  der  Herpolhodie  anschliesat 

0. 


A.  Mannheim.     Construetion  de  la  normale  k  la  surfaoe 

de   Glaisher.     Quart.  J.  XVII.  147-149. 

Die  Fläche,  welche  Herr  Glaisher  in  der  Abhandlung  ^Oa 
a  space-locus  connected  with  the  ellipsoid"  (Quart.  J.  XVI.  ^ 
s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  580)  untersucht  hat,  lässt  sich  nach  den  Dar- 
legungen des  Herrn  Mannheim  in  folgender  Form  erzeugt  daiken: 
Wenn  eine  Sehne  von  constanter  Länge  sich  mit  ihren  Endpunkten 
in  einem  Ellipsoide  so  bewegt,  dass  die  in  den  Endpunkten  d^ 
Sehne  errichteten  Normalen  sich  gegenseitig  schneiden,  so  be- 
schreibt der  Mittelpunkt  m  der  Sehne  die  Fläche  von  Glaisher. 
Verbindet  man  ihn  mit  dem  Schnittpunkt  der  Normalen,  so  er- 
hält man  in  dieser  Verbindungslinie  die  Normale  im  Pnnkte» 
der  genannten  Fläche.  Sehn. 


A«  Mannheim.     La  surfaoe  de  l'onde  consid^r^e  comme 
surfaoe  limite.    0.  B.  xo.  971-974. 


Capitel2.    Kinematik.  651 

Wenn  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  nur  drei  Bedin- 
gungen unterworfen  ist,  so  iässt  irgend  ein  Punkt  desselben  im 
Allgemeinen  noch  naeh  jeder  Richtung  eine  Verschiebung  zu. 
Es  giebt  aber  eine  gewisse  Fläche  in  ihm  der  Art,  dass  ihre 
Punkte  nur  Flächentr^ectorien  beschreiben  können.  Diese  Fläche 
heisst  Grenzfläche.  Wie  es  Grenzflächen  für  Punkte  giebt,  so 
existiren  auch  Grenzflächen  für  Gerade  und  für  Ebenen  des 
starren  Körpers. 

Die  Kante  eines  rechtwinkligen  Zweiflachs,  dessen  Ebenen 
sich  als  Tangentialebenen  eines  Ellipsoids  bewegen,  kann  von 
einer  Lage  aus  in  jede  andere  Nachbarlage  sich  bewegen.  Wenn 
aber  die  Normalen  des  Ellipsoids  A  und  JB,  welche  von  den  Be- 
rührungspunkten a  und  6  des  Zweiflachs  ausgehen,  sich  schneiden, 
so  nimmt  die  Kante  eine  Grenzlage  ein,  d.  h.  sie  kann  aus  dieser 
nicht  in  jede  Nachbarlage  durch  Verschiebung  übergeführt  wer- 
den. Die  Kante  G  berührt  in  diesem  Fall  eine  Grenzfläche,  und 
diese  Grenzfläche  ist  eine  Wellenfläche;  der  Berührungspunkt 
ist  derjenige  Punkt  c,  in  welchem  G  von  der  Ebene  {A,  B)  durch- 
schnitten wird.  Die  Wellenfläche  kann  demnach  auf  folgende 
Art  erzeugt  werden:  „Wenn  ein  rechter  Winkel  acb  mit  seinen 
Schenkeln  auf  einem  Ellipsoid  dergestalt  gleitet,  dass  seine  Ebene 
stets  normal  an  der  Fläche  in  den  beiden  Berührungspunkten 
bleibt,  80  beschreibt  seine  Spitze  eine  Wellenfläche  [c].^  Der 
Brennpunkt  für  eine  Verrückung  der  Ebene  ist  der  Punkt  f,  in 
welchem  sich  die  Normalen  A  und  B  des  Ellipsoides  schneiden, 
und  die  Gerade  cf  ist  eine  Normale  der  Wellenfläche. 

Die  Kegel,  welche  einem  Ellipsoide  umgeschrieben  sind,  und 
yon  denen  ein  Hauptschnitt  ein  rechter  Winkel  ist,  haben  ihre 
Spitzen  auf  einer  Wellenfläche;  die  Spitzen  derjenigen  Kegel, 
welche  Rotationskegel  im  Besonderen  sind,  liegen  in  den  conischen 
Punkten  dieser  Wellenfläche. 

Eine  Anzahl  anderer  Belationen  zwischen  Wellenfläche  und 
Ellipsoid  werden  noch  angeführt,  doch  erscheinen  die  oben  an- 
gegebenen als  die  bemerkenswerthesten. 

Sehn. 
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A.  Mannheim.      Nouvelle  g^n^ration   de   la  surface  d 
l'onde  et  constructionä  diverses.    C.  R.  xc.  1333-133$. 

Die  oben  angegebene  Erzeugungsart  wird  io  folgende 
Form  verallgemeinert:  Die  Kante  eines  rechtwinkligen  Zw^ 
flachs,  dessen  Seiten  auf  zwei  confocalen  Eilipsoiden  als  Tai 
gentialebenen  gleiten,  bilden  einen  Complex  zweiter  Ordonni 
Wenn  die  Normalen  A  und  B  an  den  Eilipsoiden  in  den  Be 
rührungspunkten  a  und  6  des  Zweiflachs  sich  schneiden,  so  nimn 
die  Kante  eine  Grenzlage  ein.  Die  Grenzlagen  der  Kanten  si^ 
Tangenten  einer  Wellenfläche.  Der  Berührungspunkt  c  der  Wdle^ 
fläche  [c]  ist  der  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  (il,  B)  die  Kzai 
schneidet.  Bewegt  sich  also  ein  rechter  Winkel  derartig,  iu 
seine  Schenkel  als  Tangenten  auf  zwei  confocalen  Ellipsoide 
gleiten,  und  ist  seine  Ebene  stets  eine  Normalebene  der  FUcb^ 
in  den  Berührungspunkten  a  und  6,  so  beschreibt  seine  Spiti 
eine  Wellenfläche.  Der  Brennpunkt  für  eine  Verrückung  des  % 
beweglichen  rechten  Winkels  ist  der  Punkt  f,  in  welchem 
Normalen  A  und  B  sich  treffen,  und  die  Verbindungslinie  d 
Spitze  c  mit  f  ist  eine  Normale  der  Wellenfläche  [c]. 

Die  Kanten  G  des  unter  obigen  Bedingungen  geleitete; 
Zweiflachs  bilden  eine  Congruenz,  deren  Brennfläche  sich  &a 
zwei  Schalen  zusammensetzt,  die  eine  ist  [c],  die  andere  eia 
bestimmte  Fläche  [e].  Eine  Kante  G  berührt  [e]  in  e,  der  B^ 
rührungspunkt  e  wird  construirt  und  eine  Constmction  f&r  dl 
Normale  e  in  diesem  Punkte  an  [e]  angegeben. 

Sehn. 


I 

L.  BuRMESTER.     Ueber  die  momentane  Bewegung  ehern 
kinematischer  Ketten,    civiiing.  xxvi.  248-285. 

Für  die  Untersuchung  der  Bewegung  von  Mechanisme] 
deren  Glieder  sich  in  parallelen  Ebenen  bewegen,  bildet  die  Bi 
Stimmung  der  momentanen  Drehaxen  das  wichtigste  Element 
Solche  Mechanismen  können  als  ebene  kinematische  Ketten  \h 
handelt  werden,  deren  Glieder  als  starre  ebene  Systeme  belrad 
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tet  Bicfa  curvenläufig  in  einer  festen  Ebene  bewegen,  Die  Spur 
einer  momentanen  Drebaxe  in  dieser  Ebene  ist  dann  als  der 
selbstentsprechende  Punkt  zweier  unendlich  naber  Lagen  je  eines 
Systenas  gegen  jedes  andere  aufzufassen,  und  diese  Punkte 
werden  die  Pole  der  kinematischen  Kette  genannt. 

Da  je  zwei  ebene  Systeme  einen  Pol  haben,  so  haben  n  ebene 

Systeme,  welche  sich  in  einer  festen  Ebene  bewegen,      ^        ^ 

Pole,  und  da  je  drei  Systeme  drei  Pole  liefern,  welche  auf  einer 
Geraden  liegen,   so  ist  die  Anzahl  der  drei  Pole  enthaltenden 

Geraden   durch    — ^^ —    {^ — -     angegeben.      Ist    von   jenen 

Polen  eine  bestimmte  Anzahl  bekannt,  so  sind  die  übrigen  durch 
sie  bedingt;  die  Anzahl  derjenigen  Pole,  welche  für  die  Bestim- 
mung der  übrigen  nöthig  ist,  richtet  sich  nach  ihrer  üonstellation. 
Dies  ist  im  Wesentlichen  der  Gegenstand,  mit  dem  sich  die  vor- 
liegende Abhandlung  beschäftigt;  die  theoretischen  Ergebnisse 
werden  demnächst  angewendet  aaf  derartige  kinematische  Ketten, 
welche  in  der  Technik  mannigfache  Benutzung  finden. 

Sehn. 


P.  WiECKE.    Beitrag  zur  Theorie  des  Watt'schen  Parallelo- 

gramraes.    z.  dtsch.  ing.  XX  ni.  324-331. 

0. 


A,  DE  Sa^nt-Germain.     Sur  le  paralMlogramme  de  Watt. 

LiooFille  J.  (3^  VI.  19-26. 

Tchöbycheff  hat  Regeln  angegeben,  durch  welche  es  mög- 
lich wurde,  die  Abweichung  des  Watt'schen  Parallelogramms 
von  der  geraden  Linie  auf  zwei  Drittel  zu  reduciren.  Von  Prony 
ist  dann  diese  Abweichung  in  einem  speciellen  Falle  berechnet 
worden.  Aber  diese  Berechnung  ist,  wie  der  Verfasser  bemerkt, 
in  mehrere  Werke  in  einer  solchen  Form  aufgenommen  worden, 
dass  die  Resultate  ungenau  wurden.     Diese  auf  Grundlage  der 


I 
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TchibychefiTschen  Disposition  richtig  za   stellen,  ist  der  Zwed 
der  Arbeit,  die  Überall  auf  die  Praxis  recurrirt  0. 


F.  Masi.     Dei  giunti  derivati  del  quadrilatero  sferico. 

Mem.  di  Bologna  (4)  I.  349-358. 

Behandelt  (im  Reulaux'schen  Sinne)  eine  Reihe  yod  tio^ 
matischen  Apparaten,  die  sich  aus  dem  sphärischen  Vierseit  ab< 
leiten  lassen.  Der  Inhalt  bietet  der  Hauptsache  nach  nar  von 
maschinen-mechanischen  Gesichtspunkte  aus  Interesse. 

0. 


G.  Gautero,     Di  una  classe  di  meccanismi  a  tre  membii 

Mem.  di  Bologna  (4)  I.  203-208. 

In  demselben  Sinne  wie  die  obige  Arbeit  von  Masi  behan- 
delt die  von  Gautero  eine  Classe  von  Mechanismen,  die  ans  drei 
Gliedern  bestehen.  Der  Zweck  der  Arbeit  ist,  die  sämmtlicheo 
Mechanismen  dieser  Art  als  specielle  Fälle  eines  allgemeioeo 
Mechanismus  darzustellen.  0. 


Capitel  3. 
Statik. 

A.    Statik  fester  KSrper« 
E.   W.   Hyde.     Mechanics   by  quatemions.     Analyst  vn 

137-144,  177-184. 

Mit  Hülfe  von  Quatemionen  werden  die  elementaren  Sätze 
der  Statik  über  das  Gleichgewicht  von  Kräften  abgeleitet  ood  die 
Methode  auch  zur  Lösung  einiger  elementarer  Probleme  der 
Statik  benutzt.  Glr.  (0.) 
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H.  d'Ocagnb«    Sur  la  composition  des  forces  dans  le  plan. 

Nouv.  Aon.  (2)  XIX,  115.120. 

Der  Verfasser  geht  von  dem  folgenden  bekannten  Satz  aus : 
„Betrachtet  man  in  einer  Ebene  zwei  Kräfte,  welche  in  beliebigen 
Punkten  angreifen,  und  lässt  man  diese  Kräfte  sich  in  demselben 
Sinn  und  um  gleiche  Winkel  um  ihre  Angriffspunkte  drehen,  so 
beschreibt  der  Schnittpunkt  ihrer  Richtungen  einen  Kreis,  die 
Richtung  der  Resultante  geht  durch  einen  festen  Punkt  dieses 
Kreises,  und  diese  Richtung  dreht  sich  um  denselben  Winkel, 
wie  die  Componenten.^  Den  festen  Punkt  nun,  durch  den  die 
Resultante  geht,  nennt  der  Verfasser  Zusammensetzungsmittel- 
punkt  (centre  de  composition)  und  benutzt  ihn  zu  einer  Methode 
der  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  sich  auch  auf  parallele 
Kräfte  übertragen  lässt.  0. 


6.  Chrystal.     On  Minding's  System  of  forces.    Trans,  of 

Bdiob.  XXIX.  519-530;  Proc.  of  Edinb.  X.  397-400. 

Minding  hat  einen  bemerkenswerthen  Satz  über  ein  System 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften  bewiesen,  die  in  folgender 
Weise  bestimmt  sind:  Die  Angriffspunkte  und  die  Grössen  der 
Kräfte  sind  gegeben,  während  ihre  Richtungen  so  beschaffen  sind, 
dtss  sieb  ein  Strahlenbündel  durch  einen  festen  Punkt  und  parallel 
den  Kräften  wie  ein  fester  Körper  bewegt  Die  Systeme  von 
Kräften  sind  dann  ein  dreifach  unendliches  System,  während  die 
Kräftesysteme,  welche  eine  einzelne  Resultante  haben,  ein  zweifach 
imendliches  System  bilden.  Der  Satz  sagt  nun  aus,  dass  diese 
Resultanten  alle  zwei  feste  Kegelschnitte  schneiden,  indem  sie 
ilso  ein  zweifach  unendliches  System  oder  eine  Congruenz  der 
Herten  Ordnung  bilden.  Es  wird  bemerkt,  dass  seit  Minding's 
arsprttnglioben  Untersuchungen  mehrere  andere  gegeben  wor- 
den sind,  die  letzte  von  Tait  mit  Hülfe  von  Quaternionen 
(siehe  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  629).  Der  Verfasser  hat  die  ganze 
Untersuchung  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen  Methode  von  Neuem 
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aufgenommen,  und  giebt  zwei  Methoden,  durch  welche  er  tudi 
zu  weiteren  Schltlssen  kommt.  Als  die  Arbeit  selbst  schon  ge- 
schrieben war,  hat  der  Verfasser  einen  Beweis  gefunden,  dei 
mit  dem  in  SomofTs  Mechanik  Aehnlichkeit  hat. 

Cly.  (0.) 


P.  G.  Tait.      On   Minding's    theorem.      Proc  of  Kdinb  x 

675-685. 

Enthält  einen  kurzen  Bericht  ttber  Untersuchungen,  die  da 

Verfasser   bei   verschiedenen   (Gelegenheiten   der   Royal  Sodetj 

mitgetheilt    hat.     Die    Arbeit   von   Chrystal    gab   Veranlssnog 

zur  Wiederaufnahme     der    Untersuchung,     welche    mit    Hfilfe 

von  Quaternionen  geführt  wird. 

Oy.  (0.) 


F.  J.  VAN  DEN  Berg.     Oplossmg  eener  prijsvraag. 

Nieuw  Arch.  VI.  67-97. 

Die  Aufgabe,  deren  Auflösung  hier  gegeben  wird,  lautet  ((A- 
gendermassen : 

Es  seien  drei  Ebenen  gegeben,  welche  sich  schneidend  eiaa 
körperlichen  Winkel  bilden.  In  welcher  Stellung  wird  mm  eis 
gegebenes  schweres  massives  Dreieck  mit  jedem  seiner  Winkel* 
punkte  auf  einer  dieser  geneigten  Ebenen  ruhen  können,  so  das^ 
das  Gewicht  des  Dreiecks  durch  den  Widerstand  der  FUcfaes 
im  Gleichgewicht  gehalten  wird?  Man  wOnscht  diese  Frag« 
fBr  die  beiden  Fälle*,  dass  die  Reibung  der  Winkelpunkte  wi 
den  Flächen  berücksichtigt  und  nicht  berttcksichtigt  wird,  auf- 
gelöst zu  sehen.  Die  Aufgabe  wird  sowohl  auf  geometrischem 
als  analytischem  Wege  behandelt  und  daraus  verschiedene  Fol- 
gerungen gezogen.  6. 
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F.  J.  VAN  DEN  Bbrg.  Over  de  vergelijking  des  door 
drie  gegeven  richtlijnen  bepaalde  hyperboloide ,  in 
verband  met  het  eventrieht  van  vier  kraöhten  in  de 

mimte.     Nienw  Aroh.  VI.  188-195. 

Einige  Betrachtungen  Ober  das  Hyperboloid,  welches  dorch 
drei  Richtlinien  bestimmt  ist,  im  Zusammenhang  mit  der  Gleich- 
gewichtsbedingung von  vier  Kräften  im  Baume.  Die  Aufgabe 
ist  auch  durch  Möbius,  Schell  und  Todhunter  behandelt,  wird 
aber  hier  von  einer  andern  Seite  betrachtet  G. 


R.  Hoppe.     Elementai'er  Beweis  ftlr  die  Existenz  eines 
Mittelpunktes     gleichgerichteter    Kräfte.     Graoert  Arch. 

LXIV.  373-878. 

Der  erste  Paragraph  der  vorliegenden  Arbeit  enthält  als  Ein- 
leitung das  Hauptsächlichste  von  den  statischen  Momenten; 
namentlich  wird  der  Begriff  der  Gleichgewichtsebene  erläutert 
und  ihre  Construction  gegeben.  Im  §  2  folgt  dann  der  Nachweis 
der  Existenz  des  Kräftemittelpunkts  dadurch,  dass  gezeigt  wird, 
dass,  wenn  man  drei  sich  rechtwinklig  schneidende  Gleichgewichts- 
ebenen hat,  jede  durch  ihren  Schnittpunkt  gehende  Ebene  eben- 
bilß  Gleichgewichtsebene  ist.  0. 


C.  J.  MoNRO,  M.  Jenkins.    Solutions  of  a  question  (6191). 

Ednc.  Times  XXXIIL  36. 

Der  gemeinsame  Schwerpunkt  zweier  Bogen  AB^  Ä'B'  eines 
Kreises  liegt  auf  dem  Durchmesser,  der  auf  der  Verbindungslinie 
der  Halbirungspunkte  der  Sehnen  ÄÄ'j  Bff  senkrecht  steht. 

0. 


6.  Dostor«  Determination  alg^brique  trhs  simple  du 
centre  de  gravit^  du  trapfeze  et  du  centre  de  gravitd 
du  tronc  de  pyramide  k  base  quelconque.  Gmnert  Arch. 

LXV.  204-207. 

FortMhr.  d.  Math.  Xll.   8.  42 
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Herleitung  der  bekannten  Formeln  in  elementarer  Weise 
aus  den  beiden  Dreiecken,  deren  Differenz  das  Trapez  iat  Der 
Fyramidenstumpf  wird  in  ähnlicher  Weise  behandelt 

0. 


ß.   Hoppe.      Schwerpunkt    eines    Vielecks.     Gmoert  Ank. 

LXV.  439. 

P.    JoLMEN,      Schwerpunkt    des    Vierecks.     Gnmort  AwL 

LXV.  221. 

E.  NöGGERATH.     üebcr  den  Schwerpunkt  des  Vierecks. 

Grunert  Arch.  LXV.  218-221. 

Stoll.    Üeber  den  Schwerpunkt  des  Vierecks.  Gnmert  Aret 

LXV.  445-446. 

Herr  Hoppe  giebt  folgende  Construction  ftlr  den  Schwerponkt 
des  Vierecks:  „Es  seien  A  und  B  die  Schwerpunkte  der  Drei- 
ecke, in  welche  eine  Diagonale  das  Viereck  theilt  AB  schneide 
die  Diagonale  in  C.  Man  trage  CA  auf  AB  nach  BE  ab.  Dann 
ist  E  der  Schwerpunkt.^  Darauf  gründet  Herr  Hoppe  eine  ein- 
fache Construction  ftlr  den  Schwerpunkt  eines  it-ecks.  Herr 
Jolmen  construirt  ein  Dreieck,  welches  denselben  Schwerpunkt 
hat  wie  das  Viereck.  Herr  Nöggerath  knüpft  an  den  bekanntes 
Satz  an,  dass,  wenn  a,  6,  c  die  Abstände  der  Ecken  eines  Drei- 
ecks von  einer  Ebene  sind,  der  Abstand  des  Schwerpunkts  tod 

derselben    gleich  — ^       —  sei,   und   überträgt  dies  auf  das 

Viereck.  In  der  letzten  Arbeit  des  Herrn  Stoll  endlich  wird  ans 
dem  Resultat  des  Herrn  Nöggerath  gefolgert,  dass  in  jedem  Vier- 
eck der  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen,  der  Durehschnitts- 
punkt  der  Geraden ,  welche  die  Mittelpunkte  gegenüberiiegender 
Seiten  verbinden,  und  der  Schwerpunkt  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  und  zwar  so,  dass  die  Entfernung  des  ersten  und  dritten 
Punktes  durch  den  zweiten  im  Verhältnis  von  3  zu  1  getheilt 
wird.  0, 


Capitel  3.    Statik.  659 

C.  GuiDi.  Sulla  determinazione  grafica  delle  forze  in- 
terne nelle  travi  omogenee  e  reticolari^  appoggiate 
agii  estremi,  e  soggette  ad  nn  sopracarico  mobile. 

Acc.  R.  d.  L.  (3)  IV.  31-33. 

Das  hier  Vorliegende  ist  ein  Bericht  der  Herreh  Gremona 
and  Battaglini  über  die  Arbeit.  Das  Problem,  welches  in  der- 
selben mit  Hülfe  des  Seilpolygons  behandelt  wird,  ist  aus  dem 
Titel  ersichtlich.  Da  die  Arbeit  noch  in  extenso  erscheinen  wird, 
bleibt  ein  ausführliches  Referat  besser  bis  dahin  verschoben. 

0. 

G.  Schübring.  Gleichgewicht  einer  Kette  in  einem  be- 
sonderen  Falle.     Pr.  Erfurt. 

In  der  Einleitung  stellt  der  Verfasser  eine  Tabelle  mit  den 
hauptsächlichsten  Formeln  für  die  hyperbolischen  Functionen  zu- 
sammen, wobei  er  sich  aber  nicht  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
bedient,  sondern  sie  als  Sinus  und  Cosinus  mit  imaginären  Ar- 
gumenten darstellt.  Die  eigentliche  Aufgabe  des  Verfassers  heisst: 
„Eine  vollkommen  biegsame,  nicht  ausdehnbare  materielle  Linie 
ist  in  einem  ihrer  Endpunkte  an  einem  gegebenen  Orte,  mit  dem 
andern  an  einer  materiellen  Kugel  befestigt,  die  sich  ohne  Rei- 
bung auf  einer  geneigten  Ebene  befindet.  Wie  ist  die  Gestalt 
der  Kette  im  Gleichgewicht?^  Die  Arbeit  enthält  eine  sehr 
eingehende  Darstellung  der  Lösung;  namentlich  wird  auch  die 
Constantenbestimmung  vollständig  durchgeführt,  und  an  einem 
Dumerischen  Beispiel  erläutert.  0. 


F.  Wagner.     Gruudträk  af  Ligevägtslären  og  deres  xAn- 
vendelse  paa  Byggearbejder.    Ej5beDhavD.  GyideDdaUke  Bog- 

handel.  Gm. 


Gustav  Schnack.     Foreläsninger  over  grafisk  Statik  for 

Officeerskolens  äldste  Klasse.  EjobenhayD.    Andr.  Schon. 

Gm. 
42* 


ggO  X.  AbBchnitt.    Mechanik. 

Th.  Eddy.     Neue  Constructionen  aus   der  graphischen 

Statik.    Leipsig.   Teobner. 

0. 


G.  Bellavitis.    Sulla  statica,  acc.  r  d.  l.  (3)  rv.  ao-ai. 

Nach  dem  vorliegenden  kurzen  Auszug  setzt  der  Yerfaseer 
die  Umständlichkeit  in  den  Constructionen  der  graphischen  Statik 
zur  Bestimmung  der  Resultante  eines  Kräftesystems  im  Räume 
auseinander.  Er  glaubt,  dass  der  analytische  Weg  zu  dieseiD 
Zwecke  vorzuziehen  sei  und  giebt  eine  Methode,  bei  der  er  neb 
PlOcker'scher  Coordinaten  und  des  Princips  der  AeqaipoUenzeB 
bedient.    Anwendungen  erläutern  die  Methode.  0. 


A.   Favaro.     Sopra  alcuni  esercizii    di    statica   grafica 
proposti  dal  Prof.  H.  G.  Zeuthen.   Atti  d.  ist.  Ven.  ©  V. 

719-748. 

Reproduction  der  Arbeit  des  Herrn  Zeuthen  aus  Zeuthen 
Tidsskr.  (4)  I.  27-53,  über  die  in  Bd.  IX.  1877.  des  Jahrbuchs 
p.  618-619  berichtet  worden  ist  0. 


Lösungen  von  Aufgaben  aus  der  Statik  fester  Körper 
von  J.J.  Walker,  B.Lkidhold,  T.  R.Tkrry,  Wolstbk- 
HOLME,  E.  W.  Symons,  E.  Rütter,  Townsbnd,  J.  C. 
Sharp,   W.  J.  C.  Miller,    Mokcourt,    J.  Hammomd 

finden   sich     Educ.  Times  XXXm.  33-34,  36-37,   37,  44,   55-56, 
59-60,  90-91.  0. 

6.  Jung.     Soluzione  geomeccanica  di  alcuni  problemi 

d'interpolazione.    Rend.  ist.  Lomb.  (2)  XIII.  226-237. 

Die  experimentellen  Wissensehaften  führen,  wie  der  Ver- 
fasser im  Eingange  ausfahrt  und  an  Beispielen  zeigt,  häufig  auf 
Fragen,  deren  Lösung  von  folgendem  Problem  abhftngt :  ^Gegeben 
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und  doroh  directe  BeobaohtuDgen  n  Daten  xty  yi  einer  Erschei- 
nang,  deren  Gesetz  sich  der  Voraussetzung  gemäss  durch  eine 
lineare  Function  darstellen  Iftsst:  die  Constanten  a,  ß  so  zu  be- 
stimmen, dass  das  Gesetz  so  gut  als  möglich  durch  die  Function 
y  =  a-^-ßx  dargestellt  wird.^  Dieses  Problem  wird  zunächst  in 
folgende  Form  umgesetzt:  „In  einer  Ebene  sind  n  Punkte  ge- 
geben, welche  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Man  soll  in  der 
Ebene  eine  Gerade  ziehen^  welche  sich  ihnen  so  yiel  als  möglich 
nähert  y  d.  h.  die  Summe  der  Quadrate  ihrer  Entfernungen  von 
der  Geraden  (und  diese  Entfernungen  sollen  parallel  einer  ge- 
gebenen Geraden  gemessen  werden) ,  soll  ein  Minimum  sein.^ 
Dies  Problem  löst  der  Verfasser^  indem  er  die  Punkte  als  mate- 
rielle Punkte  betrachtet  Daran  schliessen  sich  dann  Specialisi- 
nmgen  and  Modificationen  des  ursprtlnglichen  Problems. 

0. 


B.    Hydrostatik. 

L.    Matthiessen.      üeber    die    ellipsoidischen    Gleich- 
gewichtsfignren     der    Satelliten    der    Erde    und    des 

Jupiter.    SchlomikhZ.  XXV.  72-86. 

Der  Verfasser  setzt  jeden  Satelliten  als  ein  homogenes  drei- 
axiges  Ellipsoid  voraus,  dessen  Rotationsaxe  auf  der  Bahnebene^ 
welche  durch  das  Centrum  des  Hauptplaneten  geht^  senkrecht 
steht  Diese  Axe  (2a)  ist  die  kürzeste,  die  gegen  den  Planeten 
gerichtete  Centralaxe  (2c)  die  längste.  Er  bestimmt  dann  das 
Axenverhältnis  unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  den  Satelliten 
1)  die  Anziehung  des  sehr  entfernten  Centralkörpers ,  2)  die 
gegenseitige  Anziehung  seiner  einzelnen  Theile,  3)  die  Gentri- 
fugalkraft  in  Folge  der  Rotation,  deren  Dauer  gleich  der  Revo- 
lationsdauer  ist,  wirkt.  Die  beiden  transcendenten  Gleichungen, 
Ton  denen  die  Axen Verhältnisse  abhängen,  werden  auf  bekannte 
Art  abgeleitet  und  die  Wurzeln   derselben  zunächst  unter  der 
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Voraussetzung  entwickelt^  dass  die  drei  Axeu  sehr  wenig  von 
einander  verschieden  sind.    Hier  ergiebt  sich: 

a:6:c=l:(n-|F):(n-|F), 

WO  F  =  -r—z —   ist   und  (o  die  Winkelgeschwindigkeit,  ^,  die 

Dichtigkeit  des  Satelliten,  f  den  Attractionsfactor  bezeichnen.  Fdr 
den  Erdenmond,  wie  fttr  die  Jupitertrabanten  werden  hiernach 
die  numerischen  Werthe  der  Axenverhältnisse  berechnet 

Neben  der  so  ermittelten  Gleiohgewichtsfigur  existirt  fbr  das- 
selbe V  stets  noch  eine  zweite,  die  eines  langgestreckten  Ellip- 
soids.  Auch  für  diese  wird  das  Axenverhältnis  beredmet  Hier 
würde  jedoch  die  Centralaxe  eine  solche  Länge  erbaltoi,  das« 
die  ellipjsoidische  Gleichgewichtsfigur  wahrscheinlich  nicht  mehr 
gewahrt  würde. 

Welche  von  den  beiden  Gleichgewichtsfiguren,  die  bei  ge- 
gebener Rotationsgeschwindigkeit  möglich  sind,  wirklich  eintritt 
hängt  von  der  ursprünglichen  Energie  der  rotirenden  Masse  oder 
der  Summe  der  Momente  ihrer  Bewegungsquantitäten  ab.  I>if«e 
ist  gleich  der  doppelten  Energie,  und  ihr  Princip  ist  gleichbedeu- 
tend mit  demjenigen  von  der  Erhaltung  der  Flächensumme  der 
frei  rotirenden  Masse. 

Es  folgt  die  Bestimmung  des  Maximums  von  F,  für  welches 
überhaupt  noch  ellipsoidische  Gleichgewidhtsfiguren  eintreten, 
durch  eine  Näherungsrechnung.  Endlich  werden  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen  fttr  ringft^rmige  Satelliten  untersucht,  d.  h. 
für  solche,  die  die  Form  concentrischer  Ringe  mit  elliptisehem 
Querschnitt  besitzen.  Wil 


K.  Stier.  Ueber  die  ellipsoidischen  Gleichgewichts- 
figureu  und  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  einer 
flüssigen   Masse    bei    gegebener  Energie.     Schiömiick  z. 

XXV.  405^10. 

Mit  Matthiessen  (cfr.  F.  d.  M.  III.  1871.  p.  450)  definirt  der 
Verfasser  die  Energie  einer  um  eine  feste  Axe  mit  eonstanter 
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IHnkelgeschwindigkeit  rotireDden  Flüssigkeit  als  die  halbe  Summe 
der  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe  genommenen  Momente  der 
den  einzelnen  Massenelementen  entsprechenden  Bewegungsgrössen, 
oder,  was  dasselbe,  als  das  Produet  aus  der  halben  Winkel- 
g^chwindigkeit  in  das  Trägheitsmoment.  Da  die  Energie  con- 
stant  bleibt,  wenn  die  in  eine  frei  rotirende  Bewegung  versetzte 
iOssige  Kugel  in  das  Oleichgewicbtsellipsoid  übergeht,  so  lässt 
dch  leicht  ausrechnen,  wie  gross  die  ursprüngliche  Rotations- 
dauer der  kugelförmig  gedachten  Erde  gewesen  ist^  damit  sie 
grade  die  jetzige  Gestalt  und  Rotationsdauer  annehmen  musste, 
resp.  welches  die  ursprüngliche  Rotationsdauer  hätte  sein  mtlssen 
für  die  Laplace'sche  und  Jacobi'sche  Gleichgewichtsfigur. 

Wn. 


K.  ZöPPRiTZ,     üeber  Schwankungen  des  Meeresspiegels 
infolge  von  geologischen  Veränderungen.    Pogg.  Ann.  (2) 

XL  1016-1034. 

Jede  Aenderung  in  der  Vertheilung  der  Massen  auf  der  Erd- 
oberfläche ruft  eine  Veränderung  des  Potentials  und  somit  eine 
Niyeanschwankung  hervor,  die  vorzugsweise  auf  dem  betroflenen 
Theile  merkbar  ist.  Diese  Niveauschwankung  wird  hier  für  ein 
Flussdelta  und  für  ein  grosses  Meeresbecken  (etwa  das  ITordpolar- 
becken)  untersucht  für  den  Fall,  dass  in  denselben  durch  Sedi- 
mentablagerungen  Aenderungen  der  Massenvertheilung  vor  sich 
geben.  Für  ein  Flussdelta  wird  die  Gestalt  des  abgelagerten 
Sediments  als  die  eines  auf  einer  geeigneten  Ebene  ruhenden 
homogenen  Kugelabschnitts  angenommen,  für  ein  Meeresbecken 
dagegen  als  eine  Masse,  die  mit  gleichförmiger  Dichte  und  Höhe 
Aber  einer  Kugelkappe  ausgebreitet  ist.  Das  Potential  dieser 
Massen  (das  der  Niveauschwankung  proportional  ist)  wird  jedes- 
mal berechnet  für  einen  Punkt  des  Randes  der  betreffenden 
Masse,  im  zweiten  Falle  auch  für  einen  äusseren  Kugelflächen- 
pnnkt,  und  daraus  wird  schliesslich  das  Potential  eines  zonen- 
förmigen  Sediments  abgeleitet.  Wn. 
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A.  Angot.     Tables  nouvelleB  ponr  calculer  les  haateare 
au  moyen    des  observations   barom^triques.     C.  R.  xc 

851-854. 

Hinweis  auf  die  in  den  Annales  du  Bureau  central  m^it^oro- 
logique  1879  enthaltenen  Tafeln  des  Verfassers.  Als  Vorzüge 
derselben  gegen  frdhere  f&hrt  er  unter  anderen  an,  dass  sie  die 
Höhen  der  Station  über  der  Fläche  von  760  mm  Drack  angebai; 
eine  Eigenschaft ,  welche  jedoch  auch  andere  Tafeln  besitien. 
In  der  vorliegenden  Notiz  ist  angegeben,  welche  Modificattanen 
an  der  Legendre'schen  Formel  angebracht  wurden,  behuä  Auf- 
stellung der  Tafeln  der  Correcturen.  Bn. 


E.  BoucHE.     Sur  la  machine  pneumatique.   Noay.  Ans.  &) 

XIX.  42<44. 

Es  wird  eine  sehr  einfache  Ableitung  der  Formel  ftlr  die 
Spannung  im  Beoipienten  der  Luftpumpe  gegeben.    Indem  man 


setzt,  ergiebt  sich  direct 
und  daraus- 

Es   ist  hier   V  der  Inhalt  des  Recipienten,  v  der  des  Stiefeis, 
u  der  schädliche  Raum.  Bn. 


H.  VON  Jettmar.     Ueber  das  Metacentrnm.    Zeiueiir.  f.  d. 

BealBch.  V.  595-603. 

Wenn  gemeiniglich  gesagt  wird,  das  Metaoentmm  eiim 
schwimmenden  Körpers  liege  da,  wo  bei  einer  Drehung  d^  Kllr- 
pers  die  urspr&ngliche  Schwimmaxe  von  der  neuen  Auftriebs- 
richtung  geschnitten  wird,  so  bleibt  volle  Unsicherheit  daräber 
bestehen,   wie  gross  man   sich  denn  jene  Drehung  zu  denken 
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habe.  Der  Verfasser  unteraacbt  mechanisoh  die  Lage  des  Meta- 
eeatnuDS  genaaer  und  gelangt  za  der  folgenden  befriedigenderen 
Erklärung:  ^Der  Durehsehnitt  der  Richtung  des  Auftriebs  und 
der  Sohwimmaxe  ist  kein  bestimmter  Punkt,  sondern  rtlckt  wäb* 
read  der  Drehung  des  Körpers  auf  der  Sohwimmaxe  auf  und 
nieder.  Er  nähert  sich  aber  einem  gewissen  festen  Punkt  in  der 
Schwimmaxe,  wenn  der  Winkel  gegen  die  Gleichgewichtslage 
aoendlioh  gegen  Null  abnimmt.  Dieser  feste  Punkt  in  der 
S^wimmaxe  heisst  Metacentrum.^  6r. 


Capitel  4. 
Dynamik, 

A.    Dynamik  fester  Körper. 
G.  Helm.     Beiträge  zur  geometrischen  Behandlung  der 

Mechanik.    Schlömllch  Z.  XXY.  217-233. 

In  demselben  Verhältnis,  wie  das  Eräftepolygon  zum  Seil- 
polygon, steht  der  von  Hamilton  eingeführte  Hodograph  zur 
beschriebenen  Bahn.  Der  Verfasser  benutzt  denselben  um  die 
Lösung  einer  Anzahl  mechanischer  Probleme  in  geometrische 
Form  zu  bringen.  In  Nr.  1  wird  zunächst  der  Begriff  des  Hodo- 
graphen  bei  Bewegung  in  einem  Polygon  erläutert  und  der  Unter- 
schied zwischen  Parallel-  und  Normallage  desselben  festgestellt 
In  Nr.  2  wird  dann  der  Flächensatz  betrachtet  Es  ergiebt  sich : 
„Sind  die  Beschleunigungsstrahlen  nach  einem  Punkte  gerichtet, 
so  ist  der  Hodograph  in  der  Normallage  polar  verwandt  der 
Bahn  in  einem  ebenen  Polarsystem.^  Als  Beispiel  wird  die  Be- 
wegung eines  Punktes  durch  die  Seiten  eines  regulären  Polygons 
mit  gleichbleibender  Oeschwindigkeit  benutzt.  Im  §  3  erfolgt  der 
Uebergang  vom  Bahnpolygon  zur  Bahncurve.  Zum  Beispiel  wird 
die  Wurf  bewegung  verwendet.  Nr.  4  enthält  eine  Besprechung 
des  Princips  der  Projection.    Namentlich  wird  seine  Verwendung 


666  X.  Abschnitt    Mechanik. 

zar  Bestimmung  und  graphisehen  Darcitellang  der  Zeit  betont 
Hier  dienen  das  Cycloidenpendel  und  die  Bewegung  in  eine 
Ellipse  mit  der  Richtung  der  Beschleunigungen  nach  dem  Mittel 
punkt  zur  Erläuterung.  In  Nr.  5  werden  einige  Massbeziehoiigei 
an  Bahn  und  Hodograph  abgeleitet  und  die  Bewegung  nach  dei 
Newton'schen  Gesetz  zur  Verdeutlichung  benutzt  Nachdem  dam 
in  Nr.  6  noch  die  Verwendung  bei  der  Bewegung  eines  Ponktei 
auf  gegebener  Fläche  angedeutet  ist,  enthält  der  Schlussparagrapi 
eine  Parallele  zwischen  der  geometrischen  und  analytischen  Be 
handlung  mechanischer  Probleme  im  Allgemeinen. 

0, 


A.  Mayer.  Ueber  die  allgemeinen  Integrale  der  dyna* 
mischen  Differentialgleichungen  und  ihre  Verwerthung 
durch  die  Methoden  von  Lie.   Ciebich  Ann.  XVIL  3S2-3&i 

Allen  dynamischen  Probleme,  bei  denen  es  sich  um  die  BeJ 
wegung  eines  Systems  materieller  Punkte  handelt,  das  nur  iooeJ 
reu  Kräften  unterworfen  ist  und  sich  wie  ein  freier  starra 
Körper  zu  bewegen  vermag,  sind  die  neun  Integrale  gemeinsui, 
welche  die  Principe  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Sdlwe^ 
punkts  und  der  Erhaltung  der  Flächen  liefern.  Der  Ver&ssei 
weist  zunächst  nach ,  dass  es  keine  anderen  Integrale  dieser  M 
giebt,  und  zeigt  sodann,  wie  weit  man  durch  Anwendung  da 
Lie'schen  Integrationsmethoden  ein  jedes  Problem  aus  der  Dyitt- 
mik  eines  Systems  materieller  Punkte  fahren  kann,  in  welcbea 
jene  Integrale  und  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  gelten;  wodnrd 
es  möglich  wird,  sobald  der  Freiheitsgrad  des  materiellen  Systenu 
gegeben  ist,  durch  eine  einfache  Abzahlung  a  priori  zu  est' 
scheiden,  ob  das  Problem  lösbar  ist,  resp.  wieviel  weitere  Inte- 
grale man  höchstens  nur  noch  zu  entdecken  brauche,  um  daaselb« 
vollständig  lösen  zu  können.  Neben  der  gewöhnlichen  Art,  dorel 
identische  Erflillung  der  Bedingungsgleichungen  die  dynamiseben 
Differentialgleichungen  auf  die  canonische  Form  zu  bringen,  wirl 
in  diesem  zweiten  Theile  des  Aufsatzes  noch  eine  zweite  Methode 
zur  Reduction  auf  die  canonische  Form  benutzt,  bei  der  die  Be 
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dingangsgleichungen  des  Systems  beibehalten  werden,  und  die 
sich  daher  in  jedem  Falle  wirklich  durchfuhren  lässt. 

Mr. 

F.  SiACCi.      Nota  intorno   ad  una  legge  di   reciprocitä 

dinamica.    Atti  di  Torlno.  XV.  519-520. 

Die  Variabein  in  den  canonischen  Gleichungen  der  Dynamik 
lassen  sich  als  von  zweierlei  Art  unterscheiden.  Die  ersten, 
Hauptvariable  genannt,  sind  im  Allgemeinen  irgend  welche 
Fanctionen  der  Coordinaten  des  Systems,  während  die  zweiten, 
die  conjugirten  Variabein,  Functionen  der  Coordinaten  und  der 
Geschwindigkeiten  sind,  welche  mit  den  ersten  in  einem  gewissen 
Zusammenhang  stehen.  Ebenso  lassen  sich  die  Constanten  der 
Integralgleichungen  als  Hauptoonstante  und  conjugirte  Constante 
onterscheiden.  Das  vom  Verfasser  hier  ausgesprochene  Reciproci- 
tätogesetz  sagt  nun  aus,  dass  als  Hauptvariabele  resp.  Haupteon- 
stante alle  oder  einige  der  conjugirten  Variabein  oder  Gonstanten 
betrachtet  werden  können,  wenn  man  nur  das  Zeichen  vertauscht 
und  die  betreffenden  Hauptvariabein  resp.  Haupteonstanten  zu 
conjugirten  nimmt.  0. 

Ph.  Gilbert.    Rectification  a,\iit  formules  sur  les  mouve- 

inents   relatifs.     Aqd.  Soc.  scieDt.  Bmx.  IV.  A.  53-55. 

Der  Verfasser  hat  in  seinen  Noten  über  relative  Bewegungen 
eine  und  dieselbe  Grösse  durch  verschiedene  Buchstaben  bezeich- 
net, wodurch  die  Resultate  in  Bd.  III.  A.  p.  76,  77,  86,  88,  89 
(siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  645)  verwickelt  werden.  Er  giebt 
hier  diese  Formeln  genau.  Mn.  (0.) 

J.  LouDON.     Notes  on  relative  motion.   Am.  J.  IIL  174-178. 

Es  werden  in  Nr.  1  die  Componenten  detr  absoluten  Be- 
schleunigung bei  der  Bewegung  eines  Punktes  in  einer  Ebene 
abgeleitet,  in  Kr.  2  für  die  Bewegung  eines  Körpers  um  eine 
Axe,  und  in  Nr.  3  für  die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen 
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PuDkt      In  den   übrigen  Nammern  4)  bis  6)  werden 
Fragen  behandelt.  O. 


N.  Herz.     Die  lebendige  Kraft  eines  bewegten  Körper^ 

Zeitscbr.  f.  d.  Realsch.  V.  335-338. 

Um  den  fraglichen  Begriff  auch  beim  elementaren  Untet] 
richte  verständlich  zu  machen,  soll  man  die  beiden  Sfttze  „Oi^ 
Energie  eines  bewegten  Körpers  wächst  so  wie  die  Maase*^  na^ 
,,Die  Energie  eines  bewegten  Körpers  wächst  wie  das  Ooidn 
der  Geschwindigkeit^  gesondert  behandeln.  Crr. 


O.  SiMONY.     üeber    eine   Erweiterung  der   Gfiltigkdte- 
grenzen  einiger  allgemeiner  Sätze  der  Mechanik. 

Wien.  Ber.  LXXXL,  Wien.  Ans.  1830.  47-48,  Carl  Bep.  XVL  2&9-360 

Der  Verfasser  behandelt  ein  freies  materielles  Systeai  toi 
n  Punkten.  Diese  haben  zur  Zeit  t  =  0  ihre  Gleichgewiehtslagei 
mit  endlichen  Anfangsgeschwindigkeiten  c,,  c^j.,.Cn  Terlaseen  nod 
sind  bei  ihrer  Bewegung  nur  dem  Einflüsse  innere  Anziehon» 
kräfte  unterworfen,  welche  nach  den  Verbindungslinien  da 
Systempunkte  wirken  und  dem  dritten  Newton'schen  Beweg:angt- 
gesetze  genügen.  Bezeichnet  man  dann  mit  ü^,  o,,  ...o.  die  G« 
schwindigkeiten  der  Punkte  zur  2jeit  t  und  mit  f  und  q>  zwei  ein- 
werthige  stetige  und  endliche  Functionen,  so  ist  die  Wechselwirknnj 
W  zweier  Massen  m,  m'  der  Systeme  in  der  Entfernung  r 

Für  das  dadurch  ausgedrückte  Wirkungsgesetz  folgt  dann  ans  det 
Addition  aller  auf  dieselbe  Coordinatenaxe  bezüglichen  BewegQDgs- 
gleichungen  unmittelbar  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Bew^nag 
des  Schwerpunktes.  Ferner  liefert  ebenso  eine  einfache  Trans- 
formation der  Formel 

2imv'  -  2i  mc*  =    /'  2iXdx  +  Ydy  +  Zd%) 

u 

für  das  obige  Gesetz  den  Satz  der  Erhaltung  der  Kraft,  ao  da« 
also  beide  auch  hier  noch  Geltung  haben,  trotzdem  sidi  in  W 
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ein  Yon  den  Geschwindigkeiten  der  bewegten  Massen  nnd  der 
Zeit  abhängiger  Factor  befindet.  0. 


G.  J.  Michaelis.     Over  hat  beginsel  van  het  behoud 
der  energie.   Nieuw  Arch.  vi.  i-is. 

In  der  neuesten  Zeit  ist  man  bestrebt  gewesen,  einige  Natur- 
erscheinnngen  aus  Kräften  zu  erklären,  welche  nicht  nur  von 
dem  Abstand  der  materiellen  Punkte  eines  Systems,  sondern  auch 
7on  ihrer  Bewegung  abhängen.  Soll  nun  fttr  ein  solches  System 
das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  gelten,  so  müssen  die 
Bewegungsgleichungen  ein  Integral  haben  von  der  Form 

worin  T  die  lebendige  Kraft,  V  die  Kräftefunction,  E  die  Energie 
bedeuten.  Die  Function  V  wird  in  diesem  Fall  ausser  von  den 
Coordinaten  auch  von  den  Differentialquotienten  nach  der 
der  Zeit  abhängen.  Wenn  eine  solche  Function  gegeben  ist,  so 
können  die  Kraftcomponenten  in  einem  Punkt  des  Systems  nicht 
durch  gewöhnliche  Differentiation  gefunden  werden.  Nun  hat  aber 
Herr  Schering  eine  neue  Definition  der  Kräftefunction  gegeben,, 
woraus  in  jedem  Falle  die  Kraftcomponenten  in  einem  beliebi- 
gen Punkt  des  Körpers  abgeleitet  werden  können.  Diese 
stimmt  mit  der  obengenannten  Function  V  überein,  wenn  die 
Kräfte  unabhängig  von  der  Bewegung  ihrer  Angriffspunkte  sind. 
Wenn  nun  eine  solche  Schering'sche  Kräftefunction  besteht,  dann 
oehmen  die  Bewegungsgleichungen  immer  eine  einfache  Form 
an  und  liefern  ein  Integral,  welches  das  Princip  der  Erhaltung 
der  Elnergie  ausdrückt  Hiervon  ausgehend  werden  in  dem  oben 
genannten  Aufsatz  die  wichtigsten  mechanischen  Principien  in 
Bezug  auf  Kräfte,  welche  von  der  Bewegung  der  Theilchen, 
auf  welche  sie  wirken,  abhängig  sind  und  eine  Schering'sche 
Kräftefunction  haben,  besprochen.  Insbesondere  wird  das  Princip 
der  Erhaltung  der  Energie  behandelt,  weil  dasselbe  auf  die  An- 
schauungen von  Helmholtz,  Weber  und  einiger  anderer  Forscher, 
die  mit  einander  im  Streit  liegen,  ftlhrt.  Die  allgemeinen  For- 
meln werden   nach  dem  Vorgange  von  Schering  abgeleitet  und 
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auf  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Theilchen  angewendet, 
welche  sich  in  Bezug  auf  einander  bewegen.  Die  fNinction  F, 
von  welcher  hierbei  ausgegangen  wird,  stimmt  nicht  ganz  mit 
der  tiberein,  welche  von  Riemann  als  das  Potential  angezogen 
wird,  sondern  ist  allgemeiner.  Als  Gleichung^  welche  das  Prindp 
der  Erhaltung  der  Kraft  ausdruckt,  wird  gefunden 

worin  q  die  neuen  unabhängigen  Coordinaten  bedeuten  und 

_d(T-r^ 

gesetzt  ist 

Die  Kraft,  welche  nach  Weber  ausgedruckt  ist  \a  der  Formel 


R=^[i-^(r'*-2r^} 


wird  besonders  behandelt.     Hier  ist  die  Schering'sche  Krftfte- 
function 


•-^^O+M 


während  die  Gleichung  ftlr  das  Princip  der  Erhaltung  der  Eneipe 
in  die  Form 

^  m  +  m'  ^  ^'rV         c       y 

gebracht  wird,  worin  v  und  v'  die  Geschwindigkeiten  der  beiden 
Theilchen  vorstellen. 

Der  Streit^  welcher,  durch  diese  Gleichung  veranlasst,  zwischen 
Weber  und  Helmholtz  gefllhrt  worden  ist,  wird  besprochen. 
Die  Verwirrung,  welche  hieraus  entstand,  wird  dem  Umstände 
zugeschrieben,  dass  verschiedene  Grössen  mit  demselben  Namen 
bezeichnet  worden  sind.  Besonders  ist  dies  der  Fall  mit  der 
potentiellen  Energie  und  der  Anwendung  des  Princips  von  der 
Erhaltung  der  Kraft.  Zum  Schlüsse  zeigt  der  Verfasser,  da»  bei 
Kräften,  welche  von  der  Bewegung  der  Angriffspunkte  abhängen, 
allen  mechanischen  Grundsätzen  genügt  werden  kann,  ohne  dass 
die  Klüfte  in  der  Richtung  der  Verbindungslinien  der  Theilchen 
wirken.  6. 
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A.  Handl.     Neue  Art  der  elementaren   Ableitung  der 
Formel  fttr  die  Fliehkraft.    Zeitschr.  f.  d.  Realsoh.  v.  16-17. 

Eb  wird  mit  Recht  getadelt,  dass  bei  der  in  den  meisten 


mv 


Lehrbfichem  enthaltenen  Methode  der  Herleitnng  von  c  = 

(c  Centrifagalbeschleunigung,  m  Masse,  v  Geschwindigkeit,  r  Bahn- 
radios)  dem  Schüler  mehr  oder  minder  verhtlllt  die  Zumuthung 
gemacht  wird,  sich  ein  Dreieck  mil  zwei  rechten  Winkeln  vorzu- 
stellen. Der  Verfasser  hilft  dem  dadurch  ab,  dass  er  den  beweg- 
lichen Punkt  statt  auf  dem  Kreisbogen  selbst  auf  den  beiden 
diesen  einschliessenden  Tangenten  sich  bewegen  lässt.  Die  hier- 
bei angewandten  Infinitesimalbetrachtungen  sind  in  der  That  ein- 
facher und  correcter,  als  die  dem  ttblichen  Verfahren  eigenthüm- 
liehen.  Gr. 


K.   L.  Bauer.      Zur    Behandlung    der   Lehre    von    der 
gleichförmig  beschleunigten  Bewegung.    Hoffinann  z.  XL 

86-100. 

Der  Verfasser  setzt  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  Art  aus- 
einander, in  der  nach  seiner  Ansicht  die  Lehre  von  der  gleich- 
förmig beschleunigten  Bewegung  auf  der  Schule  behandelt  wer- 
den soll.  Neues  zu  bringen  ist  nicht  die  Absicht  Die  Dar- 
stellung ist  klar  und  einfach.  0. 

H.  Hart.     On  the  path  of  a  projectile.   Messeoger  (2)  x.  64. 

Methode  zur  Herleitung  der  Formeln  der  parabolischen  Be- 
wegung. Glr.  (0.) 

A.  J.  Pick.     Elementare  Ableitung  der  Formel  für  die 
östliche  Abweichung  frei  fallender  Körper.    HoffmanoZ 

XL  338-342. 

Verfasser  findet  die  gewöhnlich  in  den  Lehrbüchern  stehende 
Erklärung  der  östlichen  Abweichung  nicht  genügend   und  sucht 
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nun  hier  eine  Herleitung  der  Formel  in  elementarer  Wdae  dnrck 
Umgehung  der  Differentiation  und  Integration  zu  geben. 

0. 


H.  H.  Bates.     On  the  movement  of  a  particle  attracted 
towards  a  point.    Wash.  Ball.  IL  19-20. 

Der  Verfasser  sucht  nach  dem  hier  vorliegenden  Annage 
nachzuweisen,  dass  die  Annahme  einer  verschwindenden  KleiB- 
heit  der  angezogenen  Theilchen  zu  Absurditäten  fbhrt  Diese  nefl- 
chen  mOssten  immer  als  Masse  oder  Kugel ,  wenn  auch  noA  so 
klein,  betrachtet  werden.  Im  Weiteren  beschäftigt  sich  derV^- 
fasser  mit  der  Anziehung  einer  homogenen  Kugel.  0. 


Nordmann.  Ueber  eine  Art  der  Centralbewegung,  welche 
die  Planetenbewegung  als  Specialfall  einschliesst 

Pr.  Halberstadt. 

Die  Arbeit  schliesst  sich  an  eine  Arbeit  von  Menzzer,  die  ib 
ersten  Bande  des  Jahdbuchs  1868  p.  398  eine  Besprechnnf  er^ 
fahren  hat,  an.  Der  Verfasser  stellt  hier  BewegungsgleichnDgei 
far  den  Planetenmittelpunkt  auf,  die  ^von  befreundeter  Band 
auf  durchaus  exacte  Manier^  hergeleitet  sind,  und  giebt  dio^ 
näherungsweise  Lösungen,  welche  als  Resultate  die  Kepler'scbei 
Gesetze  und  Aehnliches  ergeben.  0. 


R.  Hoppe.      Ueber    die  Ausdehnung   der    Kepler'schei 

Gesetze.    Grunert  Arch.  LXVI.  107-112. 

Das  Vorliegende  ist  nur  ein  Theil  der  Arbeit    Dahor  wili 
das  Referat  verschoben,  bis  sie  vollendet  vorliegt  0. 


G.  Bardelli.     Intorno  ad  alcune  relazioni  geometricla 
e  meccaniche  concementi  le  linee  gobbe«   Rend.iit.Lodl 

(2)  Xin.  52-58. 
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Der  Verfasser  knüpft  an  eine  Arbeit  über  die  Ableitungen 
der  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  (Rend.  Ist  Lomb. 
(2)  IX.  167—174  siehe  F.  d.  M.  VIII.  1876.  p.  68)  an  und  giebt 
nochmals  eine  Ableitung  der  dort  ermittelten  Eigenschaften. 
Daran  scbliesst  sich  die  Herleitung  einiger  Sätze  über  Raumcurven, 
wie:  ^Die  Tangente  an  den  Ort  der  Projectionen  des  Anfangs- 
punktes auf  die  osculirende  Ebene  ist  der  Normalebene  an  die 
gegebene  Gurve  parallel.^  Diese  Sätze  werden  dann  benutzt, 
um  in  etwas  allgemeinerer  Form  den  Satz  herzuleiten,  den  Herr 
Siacci  im  Jahre  1879  (Atti  di  Torino  XIV.  946-952  siehe  F.  d. 
M.  XI.  654)  veröffentlicht  hatte.  0. 


H.  A.  HowE.     Three   approximate  Solutions  of  Kepler's 

problem.    Ginciooati  Sog.  of  Nat.  a.  Bist.  1880.  205-210. 

Gmnert  hat  in  einer  Arbeit:   ^Neue   näherungsweise  Auf- 
lösung der  Kepler'schen  Aufgabe^  die  Gleichung  ^ 

1  +  e   _   cos  i«  sin  (E—^M)+F(E) 
l— e   "   sm^McoslE-iM)-FlE) 

gegeben,  wo  e,  M  und  E  resp.  die  Excentricität,  die  mittlere  und 
die  excentrische  Anomalie  bezeichnen  und 

F(E)  =  i[E-itf-sin(E-Jtf)] 

ist  In  der  vorliegenden  Arbeit  giebt  der  Verfasser  durch  ver- 
schiedene Substitutionen  drei  Näherungsmethoden  zur  Lösung 
derselben.  0. 

H.  Hart.  Integration  of  the  rectangular  equations  of 
motion  in  the  case  of  a  central  force  vaiying  inversely 
as  the  Square  of  the  distance.    MeBsenger  (2)  ix.  I3i-i32. 

Einfache  Methode  zur  Integration  der  Gleichungen 
d*x   ^  X  d*y   y 

Glr.  (0.) 


FortMhr.  d.  Math.  XII.  3.  43 
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H.  GTLDäN.     Sur  l'orbite  que  parcoort  un  point  mat^iel 
attird  par  un  sphdroide.    C.  R.  XCI.  957-959. 

Das  zu  Grunde  gelegte  Anziehungsgesetz  ist  das  Newton'sdie. 

Die  anziehende  Kraft  des  Sphäroids  wird  gleich  —  ^ f- 

angenommen,  was  eine  den  Forderungen  der  Astronomie  genü- 
gende Annäherung  giebt.  Indem  nun  als  erste  AnniUi^iing  die 
Bewegung  im  Aequator  vorausgesetzt  wird,    ergeben   sich  die 

Gleichungen 

,  d'v    ,  -.     dr    dv 

dC       ^\  dt  ^^  r^    ^    r*  "' 

wo  r  der  Radiusvector  und  v  der  Winkel  ist,  den  derselbe  mit  der 
festen  X-Axe  bildet.  An  Stelle  von  t  ftihrt  der  Verfasser  eine 
neue  unabhängige  Variable  u  ein,  die  mit  /  durch  die  Gleichsog 
dt  =  yr^du  verbunden  ist,  wo  y  eine  verfügbare  Constante  be- 
beutet.    Dadurch  nehmen  die  obigen  Gleichungen  die  Form  an: 

wo  }fc  und  h  Integrationsconstante  sind.  Ist  die  Bahn  eine  g^ 
schlossene,  so  hat  der  auf  der  rechten  Seite  in  Klammem  ste- 
hende Factor  in  der  zweiten  Gleichung  zwei  positive  Worzelo. 
Mit  deren  Hülfe  und  den  Constanten  des  dritten  Factors  der  oben- 
erwähnten Gleichung  lassen  sich  dann  die  Constanten  /i,,  c,  /&,,  A 

ausdrücken.  Durch  die  weitere  Substitution  r  =  *"~^  ,  wo 
m  und  n  bestimmten  Bedingungen  unterworfen  sind,  findet  sich  dann 

*  =  Y^i  71 txT  du. 

(l—snu) 

Weiter  werden  für  y  zwei  Ausdrücke  hergeleitet,  nämlich 

1 


=/^ 


und 


O. 


r  r 


1 
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R  Gyldän.     üeber  die  Bahn  eines  materiellen  Punktes, 
der   sich  unter   dem  Einfluas  einer  Centralkraft  von 

der  Form  -^  +  ^  =  v  bewegt.    Stockholm  Handl  XVII. 

M.L. 


H.  G.  Zeüthen.       Nogle    tilsyneladende    Paradoxer   i 
Laren  om  Centralbevogelse.   Zenthen  xidsskr.  (4)  lY.  3-9. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Bestim- 
mung des  anziehenden  Gesetzes  bei  einer  gegebenen  Central- 


bcwegung  mittels  der  Formel  B  =  -i- 1  —  +      '     /  bisweilen 

onmöglieb  wird.  Dieser  Fall  tritt  ein,  theils  wenn  die  ge- 
gebene Curre  irgendwo  eine  Tangente  hat,  welche  durch  das 
Centmm  der  Anziehung  geht,  theils  wenn  sie  Bttckkehrpunkte 
besitzt  Fflr  alle  Curvenstttcke,  welche  keine  solche  Punkte  ent- 
halten, lässt  sich  dagegen  immer  ein  anziehendes  Gesetz  be- 
stimmen. Es  ergiebt  sich  daher  die  Frage,  wie  die  Bewegung 
Ober  einen  solchen  kritischen  Punkt  hinaus  fortgesetzt  werden 
kann,  wenn  das  Anziehungsgesetz  keine  Veränderung  erleidet. 

Der  Verfasser  behandelt  diese  Frage  insbesondere  fQr  Bück- 
kehrpunkte der  zweiten  Art,  wo  wirklich  eine  solche  Fortsetzung 
möglich  wird,  wenn  nämlich  die  Tangente  im  Bückkehrpunkte 
senkrecht  auf  dem  Badiusvector  steht. 

Gm. 


A.  H.  CüRTis.      On    free    motiou   under    the   action    of 
several  central  forces.    Messenger  (2)  X.  d-i2. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  die  Bedingungen  aufge- 
stellt, die  erfüllt  werden  müssen,  damit  ein  materieller  Punkt  unter 
der  Wirkung  einer  beliebigen  Anzahl  centraler  Kräfte  eine  gegebene 
Curve  beschreibt.  Speciell  wird  der  Fall  der  Ellipse  in  Betracht 
gezogen.    Femer  werden  auch  die  Bedingungen  dafür  untersucht, 

43* 
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dass  eine  Saite  in  gegebener  Form  unter  der  Wirkung  einer  b 
liebigen  Anzahl  von  Kräften  im  Gleichgewicht  sei. 

Glr.  (O.) 

G.  MoRERA.      Sul    moto   di   un   punto   attratto    da   da 
centri  fissi  colla  legge  di  Newton.    BattagUni  G.  xvn 

34-71. 

Enthält  eine  eingehende  Behandlung  des  Problems.  Nachdei 
im  §  l  historische  Notizen  vorausgeschickt  sind  und  das  Problei 
auf  die  Ebene  beschränkt  ist,  leitet  der  Verfasser  die  Bewegung« 
gleichungen  des  Problems  her  und  stellt  die  Gleichung  der  Bahi 
in  einer  von  Liouville  gegebenen  Form  auf.  Es  gelingt  ihm  is 
Folgenden  die  Euler'schen  Integralgleichungen  herzuleiten.  Spe^ 
ciell  wird  dann  der  Fall  behandelt,  dass  die  Anziehung  des  einen 
und  dass  die  Anziehung  der  beiden  Centren  verschwindet  Dano 
wendet  sich  die  Untersuchung  zu  dem  Fall,  dass  die  Bahn  eio 
Kegelschnitt  ist,  in  dessen  Brennpunkten  die  Gentren  sich  befindet, 
mit  Specialisirungen  auf  Ellipse  und  Hyperbel.  Allgemeinefe 
Untersuchungen  über  die  Bahn  bilden  den  Schluss  der  Arbeit 

0. 


A.  Legoüx.      Sur    les    trajeetoires    d'un   point   mat&iel 
souinis  ä  l'action  d'une  force  centrale.  Noav.  Ann.  (2)  xii 

340-347. 

Der  Verfasser  stellt  zunächst  ftir  das  Anziehungsgesetz  mfo* 
die  Differentialgleichung  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  aof. 
Er  zeigt  dann,  wie  es  möglich  ist,  auch  ohne  dass  man  sie  gaoi 
integriren  kann,  doch  gewisse  Eigenschaften  der  Form  der  Bahn 
zu  erkennen.  Es  sind  das  namentlich  die  Maxima  und  Mioima 
der  Radiusvectoren,  die  Concavität,  die  Asymptote  und  der  KrUm- 
mungsradius.  Zum  Schluss  ftlhrt  er  die  Integration  eines  ipe* 
ciellen  Falls  der  Gleichung  durch.  0. 
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'.    Wex.     Äufgabeu   aus  der  rationellen  Mechanik,  be- 
treffend die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes. 

Pr.  Dortmand. 

Der  Verfasser  giebt  eine  ausführliche  Lösung  von  acht  Auf- 
üben  ans  dem  im  Titel  bezeichneten  Gebiete.  Zur  Gharak- 
nristik  derselben  f&hren  wir  an  No.  IL:  ^Ein  materieller  Punkt 
^schreibt  eine  Conchoide  unter  der  Einwirkung  einer  Kraft,  die 
ßgen  den  Pol  der  Gurre  gerichtet  ist.  Das  Gesetz  dieser  Kraft 
»tzustellen  und  die  Bewegung  des  Punktes  zu  untersuchen"  und 
[o.  VII:  „Auf  welcher  in  einer  verticaleu  Ebene  gelegenen  Gurve 
lusa  ein  materieller  Punkt,  der  nur  der  Wirkung  der  Schwere 
nterliegt,  sich  bewegen,  wenn  der  aus  der  Schwere  auf  die 
lurre  resultirende  Druck  proportional  sein  soll  der  Entfernung 
es  Punktes  von  einer  gegebenen  verticalen  Geraden?"  Es  er- 
lebt sich  eine  Huygens'sche  Tractorie.  0. 


7.  G.  Imchänetsky.  Determination  en  fonetion  des 
coordonn^es  de  la  force  qui  fait  mouvoir  un  point 
mat^riel   sur  une  section   conique.   M6m.  de  Bord.  (2)  iv. 

31-40. 

Der  Verfasser  behandelt  das  Problem,  das  im  Jahre  1877 
ron  Bertrand  aufgestellt  worden  ist  und  dann  Bearbeitungen  von 
)arboux,  Halphin,  Battaglini,  Siacci  gefunden  hat  (siehe  F.  d. 
1 IX.  1877-  p.  638-642,  X.  1878  p.  618-619,  XI.  1879.  p.  647.). 
Sr  gelangt  zu  folgenden  Besultaten:  Wenn  ein  freier  Körper  einen 
{egelschnitt  beschreibt  unter  Wirkung  einer  beschleunigenden 
^raft,  welche  sich  nur  mit  der  Lage  des  Körpers  ändert,  so  geht 
erstens  die  Bichtung  der  Kraft  stets  durch  einen  festen  Punkt  in 
ler  Ebene  des  Kegelschnitts,  zweitens  muss  sich  die  Intensität 
1er  Kraft  nicht  allein  mit  der  Entfernung  des  Kräftemittelpunkts 
rom  bewegten  Körper,  sondern  auch  mit  der  Bichtung  seines 
Kadiusvectors  ändern.  Zum  Schluss  erläutert  der  Verfasser  das 
Verhältnis  seiner  Besultate  zu  denen  des  Herrn  Darboux. 

0. 
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U.  Dainelli.  Sul  movimento  per  una  linea  qaalanque. 
B«ttaglini  G.  SVIII.  271-300. 
Angeregt  durch  die  frtther  besprochenen  Arbeiten  von  B«r- 
trand,  Darboux;,  Halphgn,  Battaglini  (siehe  das  vorige  Referat; 
hat  eich  der  Verfasser  folgendes  Problem  gestellt:  Die  Gompo- 
nenlen  der  Kräfte  so  als  Functionen  der  Coordinaten  eines  be- 
wegten Punktes  zu  bestimmen,  dass  er  eine  gegebene  Bahn  durch- 
läuft. Der  Verfasser  behandelt  im  ersten  Abschnitt  die  Fr»je 
für  die  Ebene.  Ist  <f>(x,  y)  =  0  die  Bahn  in  oithogonalco 
Coordinaten,  so  findet  er: 

x  =  -ft'l*''''    <^y      "^V     '^y  1 1« 

L  dy*      dx         dxdy      dy  J 

,  fri  <^  r  «Jf    ^_JL  ^1/- 

'^"    dy   Vdx'  dy         dy   '  dxV' 

L  dx*      dy         dydx      dx  -i 

rfa;  L(te  '  (iy  dy  '  dxJ'' 
Hierbei  ist  k  eine  Gonstante,  welche  von  der  An&DgBgewfawm- 
digkeit  im  Anfangspunkt  der  Bewegung  abhängt,  und  f  eine  will- 
'  Urlicbe  Function.  Die  Bestimmung  dieser  willkDrliohen  Function 
'ird  in  einer  Reihe  specieller  Fälle  erläutert,  namentlich  einer 
entralen  Erafl  und  einer  KraR  von  coostanter  Richtong.  Im 
weiten  Abschnitt  wird  die  Untersuchung  auf  den  Raum  «i» 
edebnt.  Auch  hier  wird  die  Lösung  an  speciellen  Fällen  et- 
Uitert.  0. 

.  G.  Wallbntin.     Bemerkangen  zur  elementaren  Ab- 
leitung der  allgemeinen  Gleichungen  der  oscillatori- 

Schen  Bewegung.  Zeitachr.  f.  d.  B«&lBch.  V.  468-476. 
An  die  Spitze  gestellt  wird  der  Satz,  dass,  wenn  zwei  KSrpei 
!Sp.  in  einer  begrenzten  Curve  und  in  einer  Geraden  ddi  so 
ewegen,  dass  die  Geschwindigkeit  des  letzteren  der  Piralld- 
rojection  von  der  Geschwindigkeit  des  ersteren  gleich  ist,  als- 
ann  das  Curvensttlck  und  seine  Projecdon   auf  die   fia^^e 
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Gerade  in  gleichen  Zeiträumen  durchlaufen  werden.  Auf  diesen 
Satz  ftahrt  der  Verfasser  zuerst  den  gewöhnlichen  Fall  oscilliren- 
der  Bewegung  zurück,  sodann  den  weiteren  Fall,  wo  ausser  der 
in  die  Gleichgewichtslage  zurQckftIhrenden  Kraft  noch  ein  ge- 
wisser Widerstand  vorhanden  ist,  so  dass  also  resp.  die  beiden 
Differentialgleichungen 

d'x  d*x  ,   dx 


Jt^  '      dl''  dt 

elementar  gelöst  werden.  Neu  vom  didaktischen  Standpunkt  ist 
dabei  die  umfassende  Verwerthung  des  Hamilton'schen  Hodo- 
grapben.  Gr. 


H.  Besal.     Theorie  ^l^mentaire  des  brachistochrones. 

Nouv.  Ann.  (2)  XIX.  385-397. 

Die  Arbeit  ist  ihrem  Inhalte  nach  dieselbe^  die  der  Ver- 
fasser in  demselben  Journal  ((2)  XVI.  p.  97-- 104  siehe  F.  d.  M. 
IX.  1877.  p.  644)  bereits  veröffentlicht  hatte.  Da  im  Grunde  nur 
die  Form  verändert  ist,  gentigt  der  Hinweis  auf  das  damalige 
Referat  0. 


R.  R.  Webb.     The  brachistochrone  problem  of  a  system. 

M68B6Dger  (2)  IX.  151-158. 

Das  gewöhnliche  Problem  der  Brachistochrone  beschäftigt 
sich  nur  mit  einem  materiellen  Punkt  und  kann  in  folgender 
Weise  ausgesprochen  werden:  „Man  soll  die  ebene  Curve  be- 
stimmen, auf  der  ein  materieller  Punkt  sich  zu  bewegen  ge- 
zwungen sein  muss,  um  in  kürzester  Zeit  von  einer  Lage  in  eine 
andere  zu  gelangen,  während  die  Kräfte  ungeändert  bleiben.^ 
Das  in  dieser  Arbeit  behandelte  Problem  zielt  auf  die  Bestim- 
mung der  Bedingungen,  die  einem  dynamischen  System  bei  Gon- 
servirung  der  Kräfte  auferlegt  werden  müssen,  damit  es  in  möglichst 
kurzer  Zeit  aus  einer  Configuration  in  eine  andere  übergehe. 
Es  ist  klar,  dass  in  allen  Fällen  die  eingeführten  Bedingungen 
den  Freiheitsgrad  des  Systems  auf  die  Einheit  reduciren  müssen, 
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80  dasB  das  Problem  darauf  hinausläuft,  die  Functionen  mehrerer 
unabhängiger  Variablen,  deren  jede  eine  unabhängige  Goordinate 
des  freien  Systems  ist,  so  zu  bestimmen,  dass  die  Uebergaogs- 
zeit  ein  Minimum  ist.  Glr.(0.) 


G.  FoRMENTi.     Sul  problema  delle  tautocrone.    Ren<L  Ul 

Lomb.  (2)  Xm.  266-281. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  Form  der  Functionen 
/*(ä,  »o)»  filr  welche  der  Ausdruck  T=  /   f^a.z^yiz  von  3  und  », 

unabhängig  ist.  Er  benutzt  dies,  um  zu  dem  allgemeinen  Ans* 
druci^  fllr  die  Geschwindigkeit  bei  einer  tautochronen  Bewegung 
zu  gelangen.  Im  Weiteren  bespricht  er  den  Zusammenhang  seines 
Resultats  mit  denen  von  Lagrange,  Brioschi  und  Jullien. 

0. 


C.  Müller.     Ueber  barytrope  und  tautobaryde  t>ui-ven. 

Pr.  Hadamar. 

Nachdem  im  ersten  Paragraphen  eine  historische  Uebereicbt 
über  die  bisherigen  Bearbeitungen  dieses  Problems  gegeben  ist, 
stellt  der  Verfasser  sich  folgende  Aufgabe:  „Es  sind  diejenigen 
ebenen  Curven  zu  bestimmen,  auf  denen  sich  ein  materieller  Pnnkt 
unter  dem  Einflüsse  einer  treibenden  Kraft  der  Art  bew^,  dass 
das  Verhältnis  zwischen  dem  durch  die  Kraftcomponente  allein 
ausgeübten  Druck  zu  dem  von  der  Centrifugalkraft  herrührenden 
ein  bestimmter  sei.^  Der  Verfasser  stellt  die  Differentialgleichung 
des  Problems  allgemein  auf  und  giebt  dann  diesem  Verhältnis  n 
eine  Reihe  von  bestimmten  Werthen,  fttr  welche  sich  die  Corv^ 
wirklich  bestimmen  lassen.  Für  n  =  0  ergiebt  sich  die  verticale^ 
ftlr  n  =  +0O  die  horizontale  Axe  als  Bahn.  Der  Fall  n  =  +1 
ergiebt  die  Parabel,  während  n  =  —  1  auf  die  Cycloide  Mal 
n  =  -f  i  filbrt  auf  die  gemeine  Kettenlinie  und  n  =  —  ^  auf  einen 
Kreis.  O. 
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H.  Geelmuyden.     Die  conische  Pendelbewegung.    Arch.  f. 

Slatb.  og  Nat.  V.  307-327. 

Der  Verfasser  entwickelt  die  Theorie  des  conischen  Pendels 
in  einer  für  die  numerische  Berechnung  zweckmässigen  Form. 

L. 

H.  Resal.      Du   problfeme   inverse  du   mouvement  d'un 
point  mat^riel  sur  une  surface  de  rövolution.  C.  R.  xo. 

889-893,  937-940. 

Wenn  man  sich  auf  einer  Rotationsfläche  eine  Curve  gezeichnet 
denkt,  so  kann  man  sich  vorstellen',  dieselbe  sei  von  einem  ma- 
teriellen Punkte  beschrieben,  der  sich  auf  dem  Meridian  bewegt, 
während  dieser  sich  gleichzeitig  um  die  Rotationsaxe  dreht.  Dazu 
muss  aber  eine  gewisse  Beziehung  zwischen  den  beiden  Bewe- 
^ngen  stattfinden,  welche  von  der  beschriebenen  Curve  abhängig 
sein  wird.  In  der  vorliegenden  Arbeit  handelt  es  sich  darum, 
die  Bedingungen  aufzustellen,  welche  zwischen  den  Componenten 
der  Kraft  nach  dem  Meridian  und  nach  der  Tangente  zum  Parallel- 
kreis stattfinden  müssen,  damit  eine  gegebene  Curve  beschrieben 
wird.  Diese  Aufgabe  wird  in  der  ersten  Notiz  unter  Anwendung 
sphärischer,  in  der  zweiten  unter  Anwendung  cylindrischer  Coor- 
dioaten  mit  Hülfe  des  Satzes  von  Coriolis  behandelt.  Specialisirt 
werden  die  Resultate  ftlr  die  geodätischen  Linien.  0. 


F.  WiTTENBAUER.     Theorie  der  Bewegung  auf  develop- 

pabeln    Flächen.     Wien.  Adz.  1880.  65;    Wien.  Der.  LXXXI. 

Der  Verfasser  beweist  zunächst  folgenden  Satz:  ^Wenn  ein 
Punkt  genöthigt  ist,  sich  unter  dem  Einflüsse  irgend  einer  Be- 
schleunigung auf  einer  developpabeln  Fläche  zu  bewegen,  und 
letztere  zu  irgend  einer  Zeit  in  eine  Ebene  ausgebreitet  ist,  so 
beschreibt  der  Punkt  die  Deformationscurve  seiner  Bahn  mit  der- 
selben Geschwindigkeit,  mit  welcher  er  seine  Bahn  auf  der  Fläche 
durchläuft,  vorausgesetzt,  dass  die  Beschleunigung  ungeändert 
bleibt,  sowohl  nach  ihrer  Grösse,  als  nach  ihrer  Richtung  gegen 
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I 
i 

die  Tangentenebene  der  Fläche.^  Dem  folgen  dann  im  Wäterd 
Anwendungen.  In  §  5  wird  die  Bewegung  eines  schweren  Pookte^ 
auf  der  abwickelbaren  Schraubenfiäche  behandelt,  in  §6  aof  mm 
schiefliegenden  Gylinder.  Der  bewegte  Punkt  kann  in  die8eii| 
Falle  drei  Arten  von  Bahnen  zurücklegen.  Er  besehreibt  eotJ 
weder  volle  Umläufe,  oder  er  oscillirt  im  Gylinder,  ohne  iü 
höchste  Erzeugende  desselben  je  zu  erreichen,  oder  endlieh  c^ 
nähert  sich  der  letzteren  asymptotisch.  In  §  7  folgt  die  Be^ 
wegung   auf   der    Kegelfläche,    welche    dann    in  §  8    fUr  dei^ 

I 

Kreiskegel  specialisirt  wird.  §  9  enthält  zwei  weitere  Special 
lisirungen  dieser  Bewegung.  Dann  wird  in  §  10  an  den  Beispidei| 
der  Kreispendelbewegung  auf  cylindrischen  und  conischen  Flickeij 
erläutert,  wie  sich  die  gegebenen  Betrachtungen  auch  zur  unter 
suchung  von  Bewegungen  auf  vorgeschriebenen  Bahnen  in  deTe^ 
loppablen  Flächen  benutzen  lassen.  §  11  endlich  bespricht  die 
Möglichkeit  der  Verallgemeinerung  der  im  §  10  gegebene  Be- 
trachtungen. 0. 

■ 
J.  Parkas.    Mittlerer  verticaler  Druck  des  symmetrischeii 
Pendels  auf  seine  Axe.   GraDert  Arch.  Lxv.  4a5-43a 

Der  Verfasser  betrachtet  als  symmetrisch  jedes  Pendel,  deoel 
sämmtliche  zur  Axe  senkrechte  Schichten  ihre  Schwerpunkte  in  eine^ 
und  derselben  Ebene  oder  Axe  haben.  Unter  dieser  Voraussetxao^ 
leitet  er  den  Ausdruck  ftar  den  mittleren  verticalen  Druck  wihrefxj 
einer  Zeit  her,  die  erforderlich  ist,  um  zu  einem  gewissen  Aoii 
Schlagswinkel  zu  gelangen.  Er  behandelt  dann  die  beiden  ^i 
ciellen  Fälle,  dass  das  Pendel  ruhig  hin  und  her  schwingt,  ood 
dass  es  beständig  im  Kreise  herumläuft.  Im  ersten  Fall  ^eb{ 
sich  als  Besultat:  ^Der  mittlere  verticale  Druck  ist  während  eine^ 
halben  Schwingung  beim  physischen  Pendel  kleiner  als  sein  6^ 
wicht,  beim  mathematischen  gleich  dem  Gewicht^  Dasselbe  findci 
sich  für  den  zweiten  Fall.  0. 
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Gr.  Govi.    Nouvelle  m^thode  pour  d^terminer  la  longueur 
du  pendule  simple.    0.  B.  xci.  100-106. 

Um  die  Länge  des  SekundenpeDdels  an  einem  Orte  zu  be- 
stimmen, hat  der  Verfasser  ein  Pendel  mit  einem  Laufgewicht 
im  Ende  benutzt.  Er  bestimmt  die  Dauer  einer  Schwingung  f&r 
lie  unterste  Lage  t  und  dann  die  dreier  anderer  f,,  /,,  <,,  bei 
ienen  das  Laufgewicht  um  die  Strecken  resp.  6,,  b,,  6,  vom 
Emie  entfernt  worden  ist.  Die  Länge  des  Sekundenpendels  ist 
dann: 

0. 


G.  Darboux.      £tude  g^om^trique   sur  les  percussions 

et  le  choC  des   COrps.      Darbom  Ball.  (2)  IV.  126-160. 

Detaillirte  Ausf&hmng  der  Arbeiten,  die  der  Verfasser  im 
Jahre  1874  in  den  C.  R.  (siehe  F.  d.  M.  VL  1874.  p.  608—609) 
Teröffentlicht  hatte ,  mit  Erläuterungen  der  »dort  gegebenen  Re- 
sultate. 0. 


H.  Leaütä.  Sur  r^tablissement  des  ^quations  dorniges 
par  M.  ß^sal  pour  präsenter  le  mouvement  d'une 
coarbe  faniculaire  plane.    Lioavilie  J.  (3)  vi.  210-234. 

II.  LiAUTE.  Equations  des  petites  oscillations  d'un  fil 
inextensible    en    mouvemeut   dans    l'espace.   0.  R.  XG. 

290-298. 

Ü.  Läaüte.  Determination  des  torsions  moyennes  ddve- 
lopp^es  aux  extr^mit^s  d'une  corde  pesante  oscillante 
autour   d'une   position   de    repos    apparent.    G.  R.  XG. 

364-367. 

Herr  Räial  hat  früher  die  Bewegungsgleichungen  einer  ebenen 
ieileurre  gegeben  und  dann  in  seinem :  Traitö  de  möcanique  g^ 
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närale"^  (I.  p.  321)  sie  auf  den  Fall  der  langsamen  Bew^on^ 
eines  Seiles  angewandt,  wenn  ein  Punkt  fest  ist  In  der  Herldtnn^ 
findet  sich  indess  nach  dem  Verfasser  eine  Schwierigkeit,  £e  daJ 
durch  entstanden  ist,  dass  Herr  Basal  nur  den  Fall  hat  behsndeta^ 
wollen,  wo  das  Seil  der  geraden  Linie  sehr  nahe  kommt  Id 
dem  ersten  Abschnitt  seiner  Arbeit  unterzieht  daher  der  VertasMid 
die  Rösarsche  Ableitung  einer  Discussion  und  zeigt,  dass  die  aof- 

gestellte  Gleichung  --z—  =  0  nur  dann  streng  ist,  wenn  das  Seä 

geradlinig  ist  oder  es  sich  um  einen  Inflexionspunkt  handelt  dts^ 
sie  aber  unter  gewissen  Umständen  als  Annäherung  betnebtet 
werden  könne.  Im  zweiten  Abschnitt  werden  die  Gleidran- 
gen  fbr  kleine  Oscillationen  eines  Seiles  im  Baume  aofgestell^ 
und  untersucht  Die  allgemeinen  Gleichungen  werden  dann  f&r 
den  Fall  der  Ebene  specialisirt  und  der  Verfasser  gelangt  dabei 
zu  Resultaten ,  welche  für  den  betreffenden  speciellen  Fall  mi^ 
den  von  Herrn  Basal  gefundenen  übereinstimmen.  Er  setzt  so« 
dann  weiter  auseinander,  wie  es  gekommen,  dass  die  Bösal'sehra 
Resultate  für  den  speciellen  Fall  richtig  seien,  trotzdem  die  Am- 

I 

gangsgleichung  nicht«genau  gewesen  sei.  Im  Abschnitt  UI  erfolgt 
endlich  die  Aufstellung  der  Gleichungen  ftlr  kleine  Bewegungen 
einer  dieser  Seilcurven  durch  Betrachtung  der  relativen  Bewe- 
gungen. 0. 


R.  Hoppe.      Ueber    die   freie   Bewegung  eines   Körper» 
ohne  Einwirkung  eines  Kr'äftepaares.  Gmnert  Arch.  LUV. 

363-372. 

Ein  Körper,  dessen  Masse  m,  dessen  Haupttr&gheitsmomentd 
A,  B,  C  sind,  sei  in  beliebiger  freier  Bewegung.  Dann  resalüri 
aus  den  auf  ihn  wirkenden  Kräften  eine  Kraft  und  ein  Krilfte^ 
paar.  Indem  die  erste  als  durch  den  Schwerpunkt  gehend  ao^ 
genommen  wird,  wird  das  Kräftepaar  als  Null  vorausgesetzt 
Dann  ist  die  Bewegung  des  Schwerpunkts,  die  nur  von  jener 
Kraft  und  der  lOasse  bedingt  wird,  und  die  Bewegung  des  K6rp^ 
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relativ  zum  Schwerpunkt  von  einander  unabhängig.  Die  Bewe- 
gung des  Schwerpunktes,  die  eine  Frage  f&r  sich  bildet,  wird  im 
Folgenden  nicht  berücksichtigt  Die  zweite  Aufgabe  ist  von  Jacobi 
und  eonstructiv  von  Poinsot  gelöst  worden.  Der  Verfasser  nimmt 
sie  indessen  hier  noch  einmal  auf,  um  zu  zeigen,  dass  sich  die 
Losung  derselben  auf  directero  analytischem  Wege  ganz  ohne 
Kunstgriffe  in  viel  einfacherer  Weise  ergebe,  als  dies  bei  der 
Poinsot'schen  auf  Orund  der  constructiven  Lösung  gegebenen  Be- 
rechnung geschehe.  In  §  1  der  Arbeit  wird  die  Lösung  der  Auf- 
gabe gegeben,  indem  der  Verfasser  von  den  Laplace'schen  Glei- 
chungen Air  den  Fall  des  Nullseins  der  Kräftepaare  ausgeht 
In  §  2  folgt  dann  eine  eingehende  Discussion  für  die  verschie- 
denen möglichen  Fälle.  0. 


A.  G.  Greenhill.  The  application  of  elHptic  coordi- 
nates  and  Lagrange's  equations  of  motion  to  Euler 's 
problem    of  two  centres   of   forces.     Proc.  L.  M.  s.  xi. 

104-108. 

Die  Anziehung  von  den  beiden  Kräftecentren  erfolgt  umge- 
kehrt proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung.  Mit  Benutzung 
elliptischer  Coordinaten  leitet  der  Verfasser  von  den  Lagrange'- 
sehen  Bewegungsgleichungen  ausgehend  die  Differentialgleichung 
der  Bahn  her.    Diese  ergiebt  sich  als 

de    ^  ^ — 2 —  co8Ö-|Cc'co8'-  Ö-/>+flcos2ö 

dq>  2  ^^^  cos^  9+iCc'co8Ä'29)+l>-flco8Äig> 

Er  fthrt  dann  die  von  Euler  benutzte  Substitution  u  =  tan^d, 
v  =  tanft^9  zur  weiteren  Behandlung  dieser  Gleichung  ein  und 
gelangt  zu  folgender  Form: 
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[b+D+2^  HD+(^y] 


H-D-2  ^ 


H+D-2yHD+(^) 


±[D^H^2^nB+(^)T 


2 

A+B 


l  D-B-2 

argen/ .  »,  k^\  =  CoMt 

(  D+H-2\DB+(^)' 

Hier  ist 

arg8n(a?,  Ä)  für  /    ,  

geschriebeu,  und 


l'\  =  [B+B-2/™+(i±£)-]:[«+«+2(/H/.+(ffl)') 

Betreffs  einer  Discussion  der  verschiedenen  Fälle  wird  auf  ^ 
gendre's  „Traitä  des  fonctions  elliptiques^  Bd.  I  verwiesen. 

0. 


E.  Brassinnb.  Determination  des  trois  axes  d'an  corpf 
solide  sur  lesquelles  les  forces  ceutrifnges  exercent 
par  suite  de  la  rotation,  an  effet  maximum.  G.  B.  ic 

1271-1272;  Mdm.  de  Toni.  (8)  II.  93-%. 

Enthalten  einen  Beweis  des  folgenden  Satzes:  „WeDO  msi 
in  einem  Ponkt  eines  Körpers  die  drei  Hauptaxen  bestimmt  qih 
durch  jede  eine  Ebene  legt,  welche  den  Winkel  der  rechtwink 
ligen  Ebenen,  deren  Schnitt  er  ist,  in  zwei  gleiche  Theile  tbeül 
so  sind  die  drei  Lothe  von  dem  Punkte  auf  die  winkelhalbireod 
Ebene  die  Axen,  auf  welche  die  Centrifugalkr&fte  die  Haxinial 
Wirkung  üben."  0. 
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jösuDgen  von  Aufgaben  aus  der  Dynamik  fester  Körper 
von  8.  Tebay,  Townsend,  T.  R.  Terry,  Matz,  C.  J. 
MoNRO,  J.  J.  Walker,   G.  S.  Carr  finden  sich   Edoc. 

Times  XXXIU.  87-38,  42-43,  46-47,  91,  103-104. 

0. 


A.  Deprez.     Sur  un  nouvel  indicateur  dynamom^trique. 

0.  B.  XC.  861-863. 

Verfasser  bespricht  kurz  die  Uebelstände  der  gewöhnlichen 
ndicatoren,  welche  namentlich  bei  schnellgehenden  Maschinen 
dnen  häufigen  Brach  der  Feder  in  der  Trommel  herbeifthren, 
md  giebt  dann  die  wesentliche  Zusammensetzang  eines  neuen 
indicators,  bei  welchem  das  Papier  still  steht  und  nur  nach  Voll- 
mdung  jedes  Diagramms  ein  Stttck  vorrttckt.  Ein  Storchschnabel 
nrird  so  befestigt,  dass  einer  der  drei  Punkte  mit  der  Kolben- 
stange verbanden  ist,  der  zweite  mit  der  Indicatorstange,  der 
dritte  zeichnet  das  Diagramm.  Bn. 


F.  VAN  Rysselberghe.  Description  d'un  r^gulateur 
elliptique  isochrone  dont  on  peut  faire  varier  k  volonte 
la  vitesse  de  regime.    Bull,  de  Beig.  (2)  XLix.  9-24. 

Mn. 


Y.  ViLLARCEAU.      Sur   los  r^gulateurs    k  ailettes,   con- 
struits  par  M.  Breguet.    c.  R.  xo.  1515-1518. 

Bericht  über  die  durch  Verbesserungen  an  den  Windfltlgel- 
regulatoren  neuerdings  erreichten  Besultate;  die  Verbesserungen 
bestehen  namentlich  in  der  Anwendung  von  Frictionsrädern.  Die 
angegebenen  Zahlen  zeigen,  dass  bei  den  betrachteten  drei  Uhr- 
werken der  Isochronismus  so  weit  erreicht  war,  dass  bei  Treib- 
gewichten von  10  bis  45  Kilogramm  die  Abweichungen  nur  bez. 
T3iW)  TT*w,  Tjyhn^  betrugen.    (Vergl.  C.  B.  1873.) 

Bn. 
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Philipps.     De  la  compensation   des  temp^ratures  dam 

les   chronomfetres.    C.  R.  XC.  483-487,  561-566,  659-663. 

Die  Abhandlungen  betreffen  den  zuerst  von  Dent  gefxindeDeD 
secundären  Fehler  im  Gange  der  Chronometer,  der  darin  besteht 
dass  ein  flir  mittlere  Temperaturen  compensirtes  Werk  bei  ex- 
tremen Temperaturen  nachgeht,  während  ein  f&r  exti^me  com- 
pensirtes bei  der  mittleren  Temperatur  vorgebt  Verfasser  ent- 
wickelt hier,  dass  dieser  Fehler  von  zwei  Ursachen  berrflhrt,  tod 
der  Wirkung  der  Temperatur  auf  die  Spiralfeder,  und  von  dem 
zweiten  Ausdehnungscoefficienten  der  im  Balancier  angewandteo 
Metalle  (d.  h.  Coefficienten  der  zweiten  Potenz  der  Temperatur- 
differenz,  welche  Fizeau  bestimmt  hat  C.  R.  68).  Zunächst  wird 
der  Satz  bewiesen,  dass  der  ganze  Fehler  gleich  ist  der  Summe 
der  beiden  Fehler,  welche  die  Temperaturänderung  des  Balanders 
und  der  Spiralfeder  fär  sich  hervorrufen,  vermehrt  am  das  Pro- 
duct  derselben.  Alsdann  werden  beide  Fehler  als  Functionei) 
zweiten  Grades  der  Abweichung  von  der  Mitteltemperatur  be- 
stimmt und  der  secnndäre  Fehler  berechnet.  Derjenige  Tbal 
desselben,  welcher  dem  zweiten  Ausdehnungscoefficienten  suo- 

schreiben  ist,  und  die  Form  IV— 77 r^*  besitzt  (y  die  ersten, 

d  die  zweiten  Ausdehnungscoefficienten  der  Metalle,  ans  welcbei 
der  Balancier  zusammengesetzt  ist),  wird  fllr  verschiedene  Metall- 
combinationen  in  einer  Tabelle  gegeben;  der  von  der  Spiralfeder 
herrührende  Theil  wird  für  solche  von  Stahl  bestimmt  Besonder« 
wird  auf  die  Federn  aus  Palladiumlegirung  aufmerksam  gemachti 
und  es  werden  Beispiele  gegeben  von  Chronometern  von  Elkegrea 
und  von  Leroy,  deren  Abweichungen  im  Gange  sehr  gering  sind. 

Bo. 


C.  RozE.      Etudes    sur  la  Chronometrie;    la  compema^ 

tion.      0.  R.  XO.  807-809.  858-861. 

Die  durch  Temperaturunterschiede  verursachten  Aenderun^l 
im  Gange  werden  als  Functionen  zweiten  Grades  der  Tempentia^ 
differenzen  dargestellt,  und  die  Coeflficienten  werden  alsdann  be- 
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rechnet  aus  den  CoefficieQten,  welche  die  Aendenmgen  des  Träg- 
heitsmomentes, der  Elasticität  nnd  des  elastischen  Momentes  der 
Spirale  bestimmen.  Andererseits  sind  diese  ersteren  Coef&denten 
ennittelt  worden  an  nicht  compensirten  Chronometern  ans  ver- 
gebiedenen  Metallen  nnd  es  zeigt  sich  besonders  Palladinm  ausser- 
ordentlich geeignet  als  Material  ftr  die  Federn.  In  dem  zweiten 
Theile  giebt  der  Verfasser  zunächst  die  genaue  Formel  ftlr  die 
Krümmung  der  Segmente,  welche  die  compensirenden  Massen 
tragen,  so  wie  die  Formel  für  die  Aenderungen  des  Trägheits- 
momentes mit  der  Temperatur.  Beide  Aufsätze  sind  Auszüge 
einer  noch  nicht  pnblicirten  grösseren  Abhandlung,  welche  Ver- 
Hasser  zurückhält,  um  der  französischen  Industrie  die  Vortheile 
der  gefundenen  Besultate  zu  sichern.  Bn. 


Pfl.  Gilbert.      Sur  l'enveloppe  de  la   droite   qui  Joint 
les  extr^mitds  des  aiguilles  d'une  montre.  Anü.  Soc.  iBciedt 

Brox.  IV.  B.  139-142.  • 

Lösung  mit  Hülfe  der  früher  vom  Verfasser  über  relative 
Bewegung  aufgestellten  Theorie.  Mn.  (0.) 


H.  Läaute.     Recherche  du  coefficient  de  r^gularit^  du 
mouvement  dans  les  transmissions  par  cäbles. 

C.  R.  XO.  498-501.  '^ 

H.  Leaüte.      Rfegles   pratiques  pour  r^tablissement  dös 
transmissions  tälodynamiques.    C.  R.  xo.  587-590. 

Beide  Abbandlungen  bilden  die  Fortsetzung  der  im  selben  Bande 
Seite  290-293  und  354-357  (s.  p.683)  enthaltenen,  in  denen  die 
kleinen  Schwankungen  eines  unelastischens  Fadens  upd  die  da- 
durch hervorgerufenen  Spannungsänderungen  an  den  beiden 
Enden  discutirt  werden.  Aus  den  dort  gewonnenen  allgemeinen 
Gleichungen,  werden  hier  die  specielleren  abgeleitet  für  den  Fall, 
dass  die  äusseren  Kräfte  sich  auf  die  Schwerkraft  und  die  von 
der  führenden  Bolle  übertragenen  Spannungen  beschränken.    Die 

FortKhr.  d.  Math.  XIL  3.  44 
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Endformel  stimmt  mit  der  von  Kretz  (C.  B.  Jali  1866)  fkr  dU 
Uebertragung  darch  elastisehe  Kiemen  gefundenen  flberdii,  mem 
man  den  Elasticitätscoef&cienten  ersetzt  durch  die  Grösse 

f^  und  f^  sind  die  Pfeile  der  durch  die  Drahtseile  in  der  Babe- 
läge  gebildeten  Bogen. 

In  der  zweiten  Note  werden  hieraus  die  Formeln  Ar  die 

I 

Dimensionen  eines  solchen  Drahtseiles  abgeleitet;  es  zeigt  ndu 
dass  die  Pfeilhöhe  nicht  zu  gering  sein  darf  im  Verhältnis  zor 
Seillänge.  Bn. 


B.    Hydrodynamik. 
J.  M.  Hill.     8ome  properties  of  the  equatdons  of  hydro- 

dynamics.    Quart.  J.  XVII.  1-20,  168-175. 

Der  Verfasser  leitet  aus  den  hydrodynamischen  Gleichungeo 
f&r  homogene  incompressible  reibungslose  Flflssigkeiten  die  fol- 
genden Besultate  ab: 

1)  Sind,  unter  ti,  0,  tr  die  Geschwindigkeitscomponenten  Ter- 
standen,  P,  Q,  R  drei  unabhängige  Integrale  der  Gleichung 

/IN         ^    X      df    ^     df    ,       df 

so  ist  der  Ausdruck 

ein  vollständiges  Differential;  dabei  sind  f^.f^^U  gewisse  Fun^ 
tionen  von  P,  ß,  B,  die  von  der  Natur  der  Flüssigkeitsbewegunf 
abhängen  und  für  jede  Art  dieser  Bewegung  bestimmte  sind. 

2)  Die  Wirbellinien  sind  stets  die  Durchschnitte  zweier 
Schaaren  von  Flächen 

wo  Cj  und  C  willkürliche  Constante  mnd. 
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3)  Die  vollständige  Lösung  der  vier  hydrodynamischen  61ei- 
diimgen  lässt  sieh  auf  die  zweier  partieller  Differentialgleichungen 
zurnckf&hren. 

4)  Gonstruirt  man  einen  Faden,  indem  man  durch  jeden  Punkt 
des  Umfangs  einer  kleinen  Fache  die  Schnittlinien  zweier  Flächen- 
schaaren  zieht,  deren  Gleichungen  Integrale  der  Differential- 
gleichung 1)  sind,  so  enthält  dieser  Faden  stets  dieselben  Flttssig- 
keitstheilchen  und  hat  überhaupt  alle  Eigenschaften  der  Wirbel- 
ßden.  Wn. 


H.  A.  BowLAND.     On  the  motion   of  a  perfect  incom- 
pressible  fluid  when  no  solid  bodies  are  präsent. 

Am.  J.  m.  226-268. 

In  einer  incompressiblen  reibungslosen  Flüssigkeit  seien 
Fq,  Gq,  H^  die  Geschwindigkeitscomponenten,  dann  sind  bekannt- 
lieh die  drei 'Grössen 

'  ~    dy  öa  '         '  ~    ÖÄ  dx  '        '"    dx  d^ 

die  doppelten  Rotationsgeschwindigkeiten  der  Wassertheilchen. 
Der  Verfasser  bildet  nun  eine  Beihe  weiterer  Functionen,  so  dass 
F„  Gr„  ff,  ebenso  von  Fj,  öj,  ff,  abhängen,  wie  die  letzteren  von 
¥^^  G^y  ff^;  -P,,  (t„  ff,  in  gleicher  Weise  von  F„  6?,,  ff,  etc.  Der 
erste  Theil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  allgemeinen  Eigen* 
Schäften  einer  Reihe  derart  zusammenhängender  Functionen,  Vec- 
toren  (vector  quantities)  genannt,  resp.  mit  den  dadurch  darge- 
stellten Bewegungen  unabhängig  von  der  hydrodynamischen 
Bedeutung  von  F^,  G^,  ff^,  so  dass  diese  Grössen  auch  nicht  der 
Continoitätsgleicbung  zu  genügen  brauchen.  Hauptsächlich  wird 
gezeigt,  wie  man  aus  einem  Vectorsystem  höherer  Ordnung  (mit 
grösserem  Index)  successive  die  zugehörigen  Systeme  niederer 
Ordnung  ableiten  kann;  wie  man  ein  Vectorsystem,  das  der  Con- 
tinuitätsgleicbung  nicht  genügt,  durch  ein  anderes  ersetzen  kann, 
welches  jener  Gleichung  genügt  etc.  Im  zweiten  Theile  werden 
die  so  gewonnenen  Resultate  angewandt  zur  Discussion  von  mög- 
lichen Bewegungen  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  in  der  keine 

44* 


gg2  X.  AbschDÜt.    Mechanik. 

festen  Körper  vorhanden  sind.  Die  Vectorsysteme  mit  gradem 
Index  stellen  dabei  Translations-,  die  mit  nngradem  Index  Bo- 
tations-Bewegungen  dar.  Im  dritten  Theile  endlich  wird  ans  deo 
hydrodynamischen  Gleichungen  ein  neuer  Ausdruck  ftlr  den  hydro- 
dynamischen Druck  abgeleitet,  ohne  dass  weitere  Schlüsse  danuu 
gezogen  würden.  Wn. 

P.   Paci.      Sopra    una    trasformazione    delle   equazioni 
fondamentali  della  idrodinamica.    Rend.  ist.  Lomb  (2)  xm 

209-217. 

Transformation  der  allgemeinen  hydrodynamischen  Glei- 
chungen auf  ein  Goordinatensystem,  dessen  2-Axe  Tangente  an 
diejenige  Curve  ist,  in  welcher  sich  der  betrachtete  Punkt  bewegt^ 
während  die  Axen  x  und  y  Tangenten  an  die  Krümmungslimeo 
derjenigen  Fläche  sind,  die  auf  der  Bewegungsrichtung  senkrecht 
steht.  Angewandt  werden  die  transformirten  Gleichungen  nur 
auf  die  bekannten  Probleme  der  Fortpflanzung  des  Schalles  io 
einer  Röhre,  sowie  in  Kugelwellen.  Wn. 

O.  TüMLiRZ.     lieber  die  Fortpflanzung  von  Kugel-  und 
Cylinderwellen    endlicher    Schwingungsweiten.     Wien. 

Ber.  LXXXII. 

Um  die  Fortpflanzung  von  Wellen  in  einer  compressibleD 
Flüssigkeit  ohne  die  gewöhnliche  Voraussetzung,  wonach  die 
Quadrate  der  Geschwindigkeiten  und  Schwingungsweiten  vemaclh 
lässigt  werden,  der  Rechnung  zu  unterwerfen,  geht  der  Verfasser 
von  folgendem  Princip  aus.    Er  betrachtet  zwei  Nachbarzustäikle, 

die  durch  die  Moleculargesch windigkeiten  u  und  ti-f  -^  dr  and 

die  Dichtigkeiten  q  und  ^-f  -^dr  charakterisirt  sind,  und  stellt 
sich  das  Fortschreiten  des  Zustandes 

SO  vor,  als  ob  es  in  einem  Medium  erfolge,  das  allenthalben  die 
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Diebtigkeit  q  und  die  StrömungsgeschwiDdigkeit  u  hat    Da  nun 
die  betrachteten  Zustände  unendlich  wenig  verschieden  sind,  so 

nimmt  er  an,  dass  -rr-  dr  und  -^  dr  zu  einander  in  derselben 

'  dr  dr 

Beziehung  stehen,   welche  fUr  Schwingungen  unendlich  kleiner 

Amplituden  gilt.    Für  Eugelwellen  unendlich  kleiner  Amplituden 

gelten  z.  B.  unter  Annahme  eines  Geschwindigkeitspotentials  (p 

die  Gleichungen 

-^  =  ±alog^~  ^ ,    -^  =  -aMogß. 

Vermöge  des  eben  genannten  Princips  setzt  der  Verfasser  daher 
f&r  Kugelwellen  von  endlicher  Amplitude 


dr  ~        ör  r 

und 


dx 


dt    "      -  •-&  y  ^ 

wenn  %  das  Geschwindigkeitspotential  für  diesen  Fall  bezeichnet 
Setzt  man  dies  in  die  hydrodynamischen  Gleichungen  ein,  so 
folgt  unter  gewissen  Vernachlässigungen,  die  fttr  grosse  r  ge- 
stattet sind, 

dr  dt  du 

=  r     .    _ 


ti'— a'         tt-|-a  a'ii-|-2aii' 

Hieraus  ergiebt  sich  weiter 

r— (ii+a)/  =  Const, 

+— 
ur  =  (a±2u)h~  ^^/Tr-(w±a)0- 

Diese  Resultate  werden  durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von 

—  umgeformt  und  die  Formänderungen  der  Geschwindigkeits- 

cnrve  ausführlich  discutirt. 

Dieselbe  Betrachtung  wird  darauf  für  Cylinderwellen  durch- 
gefahrt,  nachdem  durch  eine  längere  vorausgeschickte  Entwicke- 
lang gezeigt  ist,  dass  für  Cylinderwellen  von  unendlich  kleiner 
Amplitude  zwischen  der  Geschwindigkeit   und  der  Verdichtung 
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ähnliche  einfache  Beziehongen  bestehen,   wie  für  Eugdwellen. 
Die  Resultate  fftr  Gylinderwellen  von  endlicher  Amplitude  sind: 

r— (ii+a)<  =  Const. 

u  =  4^(2i«-a)*«"""^/lr-(ii+a)<]. 

Wn. 


W.  M.  HiCKs.     On  the  motion  of  two  spheres  in  a  fluid. 

Phil.  Trans.  GLXXL  455-492. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  die  allgemeine  Theorie  der 
Bewegung  eines  einzelnen  festen  Körpers  in  einer  unbegraiztoi 
incompressiblen  Flüssigkeit  wohlbekannt  ist,  hauptsächlich  darch 
die  Bflcher  von  Thomson  und  Tait,  sowie  von  S^irchhoff.  Man 
ist  demnach  im  Stande,  die  Besultate  numerisch  zu  berecbieii 
fOr  den  Fall  der  Kugel,  des  EUipsoids  und  ftir  eine  grosse  Zahl 
von  Gylinderflächen.  Aber  die  Theorie  der  Bewegung  von  zwei 
oder  mehr  Körpern  in  einer  Flüssigkeit  ist  naturgemSss  noch 
nicht  soweit  entwickelt,  und  man  ist  noch  nicht  im  Stande,  die 
Form  der  betreffenden  Ausdrücke  fUr  irgend  welche  specieOea 
Körper  zu  bestimmen.  Der  Verfasser  verweist  insbesondere  auf  eine 
Arbeit  von  Stokes  „On  some  cases  of  fluid  motion*^,  die  schca 
1843  in  den  Cambr.  Phil.  Trans,  veröffentlicht  ist,  aber  den  Mathe- 
matikern auf  dem  Continente  wenig  bekannt  geworden  su  sein 
scheint  Er  bespricht  sodann  die  Untersuchungen  über  die  Be- 
wegung einer  oder  mehrerer  Kugeln  und  erwähnt  von  andern 
Fällen  das  von  Kirchhoff  behandelte  Problem  der  Bewegung 
zweier  unendlich  dünner  Binge.  Schliesslich  erwähnt  er  seine 
eigne  Arbeit  über  das  Problem  der  Bewegung  zweier  Gylioder 
mit  parallelen  Axen  (cfr.  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  646,  XI.  1879.  p.  676> 
Er  hat  das  Geschwindigkeitspotential  für  die  Bewegung  der  beiden 
Cylinder  in  Form  bestimmter  Integrale  ausgedrückt,  die  sidi  Ar 
den  Fall,  wo  die  Cylinder  sich  als  starre  Körper  bewegen,  mittels 
bipolarer  Coordinaten  durch  elliptische  Functionen  ausdrüdLen 
lassen.  Die  in  dem  Ausdruck  für  die  Energie  in  den  Coeffi- 
cienten  der  Geschwindigkeit  vorkommenden  Functionen  sind  gaox 
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analog  den  entsprechenden  fUr  zwei  Kugeln,  auf  die  die  vor- 
liegende Arbeit  führt 

Was  nun  die  vorliegende  Arbeit  selbst  betrifft,  so  wird  zu- 
nächst das  Geschwindigkeitspotential  gesucht  für  die  Bewegung 
einer  Flüssigkeit,  in  der  sich  eine  unbewegliche  Kugel  befindet, 
während  zugleich  irgend  eine  Quelle  der  Bewegung  in  der  Flüssig- 
keit vorhanden  ist.  Es  wird  nun  der  Begriff  des  „Bildes  der 
Quelle^  eingefilhrt^  d.  h.  es  wird  eine  neue  Quelle  der  Bewegung 
innerhalb  der  Kugel  angenommen  von  der  Beschaffenheit,  dass 
die  von  dieser  ausserhalb  der  Kugel  hervorgebrachte  Bewegung 
zusammen  mit  der  von  der  ursprünglichen  Quelle  herrtthrenden 
Bewegung  an  der  Kugelfläehe  selbst  keine  Componente  senk- 
recht zur  Kugelfläche  giebt.  Mit  andern  Worten,  es  wird  eine 
positive  oder  negative  Quelle  von  gewisser  Grösse  bestimmt,  die 
an  der  Kugeloberfläche  eine  normale  Bewegung  der  Flttssigkeit 
hervorbringt  gleich  und  entgegengesetzt  der  von  der  äusseren 
Quelle  herrtthrenden  normalen  Bewegung.  Ist  dies  „Bild^  ge- 
funden, so  ist  auch  der  Weg  zur  Ermittelung  des  Geschwindig- 
keitspotentials für  den  Fall,  dass  zwei  feste  Kugeln  sich  in  der 
Flttssigkeit  befinden,  gegeben.  Denkt  man  sich  dann  noch  ttber  die 
Oberflächen  beider  Kugeln  Quellen  vertheilt,  die  proportional  sind 
der  normalen  Bewegung  der  Oberfläche  in  dem  betrachteten  Punkte, 
so  kann  man  auch  das  Geschwindigkeitspotential  bestimmen,  wenn 
die  Kugeln  sich  irgend  wie  bewegen.  Die  nöthigen  analytischen 
Entwickelungen  ergeben  sich  vollständig  aus  der  Methode  der 
Bilder.  Cly.  (Wn.) 


W.  M.  HiCKs.     On  the  problem  of  two  pulsating  spheres 

in  a  fluid.    Proc.  of  Oambr.  IV.  29-36. 

In  einer  frttheren  Arbeit  (Proc.  of  Cambr.  IIL,  cfr.  F.  d.  M. 
XI.  1879.  p.  677)  hatte  der  Verfasser  gezeigt,  wie  sich  die  zwischen 
zwei  pulsirenden  Kugeln  wirksame  Kraft  mit  Hülfe  der  Spie- 
gelang  bestimmen  lasse,  dabei  war  fälschlich  der  Term,  der  von 
dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  abhängt,  als  ohne  jeden  Ein- 
auf die  resultirende  Kraft  angesehen.    Das  ist  jedoch  nur 
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richtig,  wenn  man  höhere  Potenzen  der  reeiproken  Entfenrang 
als  die  zweite  vernachlässigt.  Im  Allgemeinen  jedoch  ist  diese 
Vernachlässigung  nicht  gestattet.  In  dem  vorliegenden  An&atie 
wird  nun  gezeigt,  wie  man  die  fehlenden  Glieder  finden  kann. 

Glr.  (Wn.) 

A.  G.  Greknhill.     On   the  general  motion  of  a  liquid 
ellipsoid  under  the  gravitation  of  its  own  parts. 

Proc.  of  Cambr.  IV.  4-14. 

Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  (siehe  F.  d.  H.  XI.  1879. 
p.  678).  Für  die  Lösung  des  im  Titel  genannten  Problems  wird 
eine  neue  Methode  angegeben,  die  auf  Einftihrung  eines  gevrissen 
Systems  beweglicher  Axen  beruht.  Glr.  (Wn.) 


W.   M.  HiCKS.     On  the  condition   of  steady  motion  of 
two  cylinders  in  a  fluid.    Quart.  J.  xvil.  194-203. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  X.  1878.  p.646, 
XI.  1879.  p.  676  referirt  ist  Hier  wird  vorzugsweise  der  Fall 
der  Bewegung  zweier  Cylinder  mit  gleichem  Radius  betraditet 
Im  Allgemeinen  können  dieselben  keine  stationäre  Bewegung  be- 
sitzen, sondern  üben  auf  einander  eine  scheinbare  Anziehangt- 
kraft  aus,  deren  Grösse  genau  discutirt  wird.  Wn. 


A.  G.  Greenhill.  On  the  steadj  motion  of  a  top  and 
of  a  solid  of  revolution  moving  in  infinite  liquid,  an 
elementary  demonstration.   Quart  J.  xvii.  86-89. 

Unter  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Rotation  Usst 
sich  bei  einem  Kreisel  die  zwischen  der  Botationsgeschwindigkdt 
und  der  constanten  Neigung  der  Axe  bestehende  Gleiehung  aof 
elementare  Weise  durch  Zusammensetzen  der  auf  den  Kmae\ 
wirkenden  Kräftepaare  bestimmen.  Dieselben  Betrachtungen  lasieo 
sich  anwenden  auf  einen  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  fort- 
bewegten Rotationskörper,  der  gleichzeitig  um  seine  Axe  rotirt. 

Wn. 
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N.  M.  Fbrrbrs.  On  the  motion  of  water  contaiued  in 
certain  cylindrical  vessels ;  and  on  certain  analytical 
tbeorems   connected  with  the  problem.    Quart.  J.  xvii. 

227-244. 

Der  Verfasser  bestimmt  die  Strömungsfanction  einer  Wasser- 
masse,  die  in  einem  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  rotirenden 
Cylinder  enthalten  ist,  faHs  der  Querschnitt  1)  von  Bogen  con- 
focaler  Ellipsen  und  Hyperbeln,  2)  von  Bogen  confocaler  Parabeln 
begrenzt  ist.  Die  Strömungsinnction  q>  ist  bekanntlich  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  der  Gleichung 

genügt  und  an  den  Grenzen 

wird,  wenn  Si  die  Botationsgeschwindigkeit  ist.  Die  Gleichungen 
werden  nun  im  vorliegenden  Falle  auf  elliptische  Coordinaten 
transformirt  und  die  resultirenden  Gleichungen  auf  bekannte 
Weise  durch  Reihen  integrirt,  deren  Constanten  aus  den  Rand- 
bedingungen leicht  zu  bestimmen  sind.  Aus  dem  allgemeinen 
Resultat  lassen  sich  auch  die  bekannten  Fälle  ableiten,  in  denen 
der  Quersohnitt  von  einem  Kreisbogen  und  zwei  Radien  begrenzt 
wird  oder  ein  Rechteck  ist.  Ganz  analog  wie  beim  elliptischen 
ist  die  Behandlung  des  Problems  bei  dem  parabolischen  Gylinder. 
Zum  Schluss  wird  gezeigt,  wie  sich  die  beiden  unendlichen  Reihen, 
als  deren  Summe  sich  \p  ergiebt,  auf  eine  einzige  reduciren 
lassen.  Wn. 

J.  J.  Adair.     To  find  the  velocity  potential  for  a  liquid 

contained  between  a  fixed  ellipsoid  and  a  moving  con- 

focal  ellipsoid  within  the  former.    Herrn.  1880. 

Csy. 

W.  Thomson.     On  vortex  statics.    Phil.  Mag.  I880. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  stationären  Bewegung 
Yon  Wirbelfäden.  Csy.  (Wn.) 
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W.  Thomson.     Vibrations  of  a  colamnar  vortex. 

Phil.  Mag.  1880.,  Proc.  of  Edinb.  X.  443-456. 

Das  hier  bebandelte  Problem  betrifft  den  Fall  der  Bew^g:»^ 
einer  Flüssigkeit,  in  dem  die  Strömungslinien  nahezu  kreisförmig 
sind,  während  die  Mittelpunkte  der  Kreise  in  einer  Oeraden  (da' 
Axe  des  Wirbels)  liegen,  die  Geschwindigkeiten  ferner  nahen 
von  der  Zeit  unabhängig  und  in  gleichen  Entfernungen  von  der 
Axe  sehr  nahe  gleich  sind.  Csy.  (Wn.) 


M.  Margüles.     lieber  diskrete  Wirbelfäden.     Wien.  Ata, 

1880.  66-67. 

M.  Margüles.     Notiz  über  die  Rotation  einer  Flüssigkeit 
in  einem  rechtwinkligen  vierseitigen  Prisma.  Wien.  am. 

1880.  195-196. 

Der  Verfasser  erhebt  Einwände  gegen  die  bisherige  Behand- 
lung gewisser  Aufgaben  aus  der  Theorie  der  Wirbelbewegongai, 
speciell  gegen  die  Arbeit  von  Greenhill  über  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit  in  einem  rechteckigen  Prisma  (F.  d.  M.  IX.  1877. 
p.  671).  Die  Einwände  beziehen  sich  darauf,  dass  man  nicht 
von  der  Bewegung  innerhalb  der  Wirbelfäden  abseben  könne, 
dass  femer  an  gewissen  Flächen  im  Innern  der  Druck  sieh  di»- 
continuirlich  ändere.  Ueber  die  Begründung  ist  aus  dem  hier 
vorliegenden  kurzen  Auszüge  nichts  zu  ersehen.  Wn. 

L.  Graetz.     Ueber  Wirbelbewegungen  in  compressiblen 
Flüssigkeiten.   Schlömüchz.  xxv.  i-ii. 

Aus  den  bekannten  Differentialgleichungen  Air  compresrible 
nicht  reibende  Flüssigkeiten  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  darin 
die  üblichen  vereinfachenden  Voraussetzungen  einfahrt,  wonach 
die  Quadrate  der  Geschwindigkeiten  und  der  Dichtigkeitsände- 
rungen  vernachlässigt  werden,  die  Drehungsgeschwindigkeiteo 
^)  Vi  C  ^0^  d^f  Z^i^  unabhängig  werden;  d.  h.  dass  dann  di« 
Wirbelbewegung  an  jedem  Orte  mit  der  Zeit  unveränderlich  sein 
muss.    Femer  werden  die  Verdichtungen  von  den  Wirbelbewe- 
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gangen  niefat  beeinflnsst.  Weiter  zeigt  der  Verfasser,  dass  (immer 
unter  den  oben  genannten  Voranssetzungen)  die  Geschwindigkeits- 
componenten  ti,  v,  to  vollkommen  bestimmt  sind,  wenn  gegeben 

sind  1)  I,  ij,  f  für  alle  Punkte,  2)  u,  r,  ir,  -^ ,  -^ ,  -^r-     für 

n  »j  !3 

/  =  0  als  Functionen  des  Ortes,  3)  -^ ,  -^ ,  -^  für  alle  Ele- 
mente der  Grenzfläche  als  Functionen  von  t  Die  betreffenden 
Ausdrücke  für  ti,  v,  to  werden  mit  Hülfe  des  Green'schen  Satzes 
aufgestellt  und  auf  den  Fall  angewandt,  dass  eine  einzelne  Trombe 
parallel  der  s-Axe  vorbanden  ist  Auf  die  in  der  Trombenaxe 
liegenden  Theilcben  hat  die  Wirbelbewegung  gar  keinen  Einflnss; 
alle  ausserhalb  der  Axe  liegenden  Theilcben  haben  neben  der 
Eigenbewegung  eine  kreisende  Bewegung  um  die  Axe.  (Jeher 
die  Druckverminderung  in  der  Axe  der  Trombe  giebt  die  vor- 
liegende Analyse  keinen  Aufschluss.  Wn. 


G.  Kirchhoff.      Ueber    stehende   Schwingungen    einer 
schweren  Flüssigkeit.    Pogg.  Ann.  (2)  x.  34-46. 

G.  Kirchhoff   und   G.    Hansbmann.      Versuche    über 
stehende  Schwingungen  des  Wassers.    Pogg.  Ann.  (2)  x. 

337-378. 

Ueber  die  erste  der  oben  genannten  Arbeiten  ist  schon  im 
vorigen  Jahre  ausführlich  referirt  (cfr.  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  681). 
Es  wurde  darin  die  Theorie  der  stehenden  Schwingungen  ent- 
wickelt, die  eine  schwere  Flflssigkeit  in  einem  prismatischen  Ge- 
isse ausfuhren  kann,  dessen  yerticaler  Querschnitt  aus  zwei 
geraden  Linien  besteht,  die  mit  einander  einen  rechten  Winkel 
bilden  und  gleich  geneigt  gegen  die  Yerticale  sind. 

In  der  zweiten  Arbeit  werden  einige  der  dort  abgeleiteten 
Resultate,  namentlich  die  dort  berechnete  Schwingungsdauer,  durch 
Messungen  geprüft.  Eine  unmittelbare  Vergleichung  der  Beob- 
achtungen mit  der  Theorie  war  deshalb  nicht  möglich^  weil  die 
Schwingungen  der  Wassermasse  nur  dadurch  erzeugt  werden 
konnten,  dass  das  Oeftlss  selbst  in  Schwingungen  versetzt  wurde. 
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Da  diese  Bewegung  des  Gefässes,  sowie  die  Beibang  der  VUmi 
keit  theoretisch  nicht  berücksichtigt  werden  kann,  so  haben  di 
Verfasser  die  Wassermasse  ersetzt  gedacht  durch  ein  Peod« 
auf  welches  eine  dämpfende  Kraft  wirkt,  das  trotzdem  aber  i 
periodischer  Bewegung  dadurch  erhalten  wird,  dass  seine  Ai 
Ton  einem  zweiten  Pendel  mit  paralleler  Axe  getragen  wid 
dessen  Schwingungen  durch  geeignete  Kräfte  gleichmäsaig  ei 
halten  werden.  Ftlr  die  Schwingungen  u  eines  solchen  bewe^ 
liehen  Pendels  ergiebt  sich  durch  einfache  Betrachtangen  eiii| 
Differentialgleichung  von  der  Form 

d^u     .  ^^  du    .  ..  d^v 


a'  -TT-  -^  28  -7-  +M  =  JV 


dr     '  ^''   dt     '  "  de  ' 

wo  V  die  Schwingung  des  Pendels  mit  fester  Axe  ist.   Es  sei  ira 

V  =  Bcos(nO, 
und  u  sei  ebenfalls  periodisch, 

u  =  i4'cos(iiO  +  i4"sin(fiO; 
dann  ergiebt  sich  eine  Gleichung  zwischen  dem  Verhältni«  d^ 
Amplituden  beider  Pendel  und  der  Schwingungsdauer.  Sind  dl 
in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Constanten  aus  BeobacbtoB^ 
bestimmt,  so  kann  man  aus  ihnen  die  Schwingungsdaner  findd 
die  das  erste  Pendel  haben  würde,  wenn  es  keiner  d&mpfe&dc| 
Kraft  unterworfen  und  seine  Axe  fest  wäre.  Wn. 


A.  R.  FoRSYTH.     On  the  motion   of  a  viscous  incoffl 

pressible  fluid.    Messenger  (2)  IX.  134-139. 

Helmholtz  hat  gezeigt,  dass  die  kinetische  Energie  eiw 
bewegten  Flttssigkeitsmasse,  die  ganz  von  festen  Wänden  e9| 
geschlossen  ist ,  constant  ist.  Dabei  liegt  die  Voraussetsos;  i 
Grunde,  dass  die  in  Bede  stehende  Flüssigkeit  eine  yoUkommei 
Flüssigkeit  ist.  Für  reibende  Flüssigkeiten  ist  es  a  priori  wibj 
scheinlich,  dass  das  obige  Theorem  nicht  mehr  richtig  ist  ESb^ 
strengen  Beweis  für  letztere  Behauptung  liefert  der  Verfiasd 
indem  er  für  die  Aenderung  der  kinetischen  Energie  einen  k^ 
druck  aufstellt,  der  direct  von  dem  Reibungscoefiicienten  abUofl 

Glr.  (Wn.) 
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Brbssb.  Fonctions  des  vitesses,  extension  des  th^or^mes 
de   Lagrange   au  cas  d'un    fluide   imparfait.    c.  r.  xg. 

501-504. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  la  mani^re  dont  les  frottements 
entxent  en  jeu  daus  un  fluide  qui  sort  de  l'^tat  de 
repos,  et  sur  leur  efiet  pour  emp^cher  Texistence 
d'une  fonction  des  vitesses.    c.  R.  xc.  736-739. 

Bressb.     Eöponse  ä  une  note  de  M.  J.  Boussinesq. 

C.  B.  XC.  857-858. 

J.  Boussinesq.  Quelques  consid^rations  ä  Tappui  d  une 
note  du  29  mars,  sur  Timpossibilit^  d'admettre,  en 
gdn^ral,  une  fonction  des  vitesses  dans  toute  question 
d'hydraulique  oti  les  frottements  ont  une  röle  notable, 

C.  B.  XO.  967-969. 

Für  ToUkommene  Flüssigkeiten  hat  bekanntlich  Lagrange 
zuerst  gezeigt,  dass,  wenn  die  Bewegung  eine  derartige  ist,  dass 
zu  irgend  einer  Zeit  ein  Geschwindigkeitspotential  existirt,  ein 
solches  auch  für  jeden  folgenden  Zeitmoment  vorhanden  ist. 
Diesen  Satz  sucht  Herr  Bresse  auch  für  den  Fall  abzuleiten, 
dass  die  innere  Beibung  der  Flüssigkeit  berücksichtigt  wird. 
Herr  Boussinesq  bemerkt  dem  gegenüber,  dass  dieser  Beweis 
schon  von  Herrn  St-Venant  gegeben  sei  (C.  B.  LXVIIL),  der 
aber  zugleich  bemerkt  hat,  dass  der  Beweis  nicht  stichhaltig  sei, 
wenn  noch  eine  äussere  Reibung  an  einer  festen  Wand  dazu 
kommt;  wenigstens  für  Punkte  in  der  Nähe  der  Wand  gelte  er 
nicht  mehr.  Weiter  zeigt  Herr  Boussinesq  an  einem  Specialfall, 
dass  bei  Vorhandensein  einer  Reibung  an  einer  festen  Wand 
eicht  blos  für  Punkte  in  der  Nähe  der  Wand,  sondern  für  alle 
Punkte  der  Flüssigkeit  der  obige  Satz  nicht  mehr  gilt.  In  seiner 
Erwiderung  erkennt  Herr  Bresse  die  Priorität  von  St-Venant  an 
und  giebt  zu,  dass  dadurch  seine  Arbeit  alles  Interesse  verliere. 
Er  bemft  sich  femer  darauf,  dass  er  die  Möglichkeit  von  Aus- 
nahmefällen, für  die  der  Satz  nicht  gelte,  ausdrücklich  in  seiner 
Notiz   zugegeben  habe;    ans  einem  Specialfall  aber  könne  man 
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keine  allgemeinen  Schlüsse  ziehen.  Demgegenüber  h&lt  Hetr 
Boussinesq  daran  fest,  es  liege  in  dem  erwähnten  SpeeiaUall 
nicht  ein  Ausnahmefall  vor,  sondern  dieselben  Erwägungen  griffen 
bei  jedem  Ausflussproblem  einer  Flüssigkeit  Platz,  so  dass  d^ 
Satz   in  keinem  Falle   der  praktischen  Hydraulik  gelte«     Der 

Orund  liege  darin,  dass,  wenn  man  die  Grösse 3r  (^  undr 

die  Geschwindigkeitscomponenten  resp.  parallel  y  und  z)  naeh  dem 
Mac-Laurin'schen  Satze  nach  Potenzen  der  Zeit  t  entwickele,  die 
Coefficienten  aller  Glieder  gleich  Null  würden,  so  dass  nur  das 
Restglied  übrig  bliebe;  und  aus  diesem  könne  man  die  nöthigen 
Schlüsse  nicht  ziehen.  Wn. 


Th.  Craig.      On    steady    motion    in  an   incompressible 

visCOUS   fluid.    Phil.  Mag.  1880. 

Die  Arbeit  enthält  die  Theorie  der  stationären  Bewegung 
einer  gewöhnlichen  reibenden  Flüssigkeit.  Ausserdem  werden 
die  Besultate  einer  allgemeinen  Untersuchung  mitgetheilt,  die  den 
Fall  betreffen,  wo  ein  fester  Körper  von  gegebener  Form  in  die 
Flüssigkeit  getaucht  ist,  während  letztere  selbst  der  Bedingung 
unterworfen  ist,  dass  ihre  Bewegung  im  Unendlichen  der  «-Axe 
parallel  ist  Die  zu  Grunde  liegenden  Gleichungen  sind  die  be- 
kannten. Csy.  (Wn.) 


Th.  Craig.     On  certain  possible  cases  of  steady  motion 

in   a   visCOUS  fluid.    Am.  J.  lU.  269-293. 

Es  wird  zunächst  die  stationäre  Bewegung  einer  reibenden 
incompressiblen  Flüssigkeit  untersucht  ftür  den  Fall,  dass  die 
Grösse 

J^u.dx  +  J^v .  dy  +  J^fo .  di 

ein  exactes  Differential  ist  Aus  den  hydrodynamischem  Glei- 
chungen ergiebt  sich  dann,  dass  in  diesem  Falle  in  der  Flüssig- 
keit eine  Schaar   von  Flächen  6  =  Const.  existirt,    deren  jede 
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Dut  einem  Netz  von  Slii^maDgriinien  nnd  W^bellinien  bedeckt 
ist  Ist  q'  die  Strömungsgeschwindigkeit,  ii  die  resnltirende 
Winkelgeschwindigkeit,  d  der  Winkel  zwischen  einer  Str(Unungs- 
imd  einer  Wirbellinie,  dn  die  Nonnale  zwischen  zwei  auf  ein- 
anderfolgenden  Flächen  der  Schaar  0,  so  ist  das  Product 

q'ß  sind. dn 

für  jede  Fläche  der  Schaar  constant. 

Nachdem  der  Verfasser  sodann  allgemeine  Ausdrtlcke  fbr 
u^  V,  w  aufgestellt,  die  die  obige  Bedingung  erfüllen,  wendet  er 
dieselben  an  auf  die  Bewegung  einer  Kugel ,  die  sich  in  der 
reibenden  Flüssigkeit  mit  eonstanter  Geschwindigkeit  längs  der 
^Axe  bewegt,  sowie  auf  die  Bewegung  eines  dreiaxigen  Ellip- 
soids  unter  denselben  Bedingungen.  Das  Resultat  für  die  Kugel 
ist  bekannt  (vergl.  KirchhoflTs  Mechanik),  das  Resultat  für  das 
Ellipsoid  ist  eine  einfache  Erweiterung  desjenigen  für  die  Kugel. 
Für  das  Ellipsoid  werden  die  Werthe  der  Geschwindigkeits- 
eomponenten: 

_  dQptp)   ,  ß  d'V 

dz  {4n—AJ  dxdz  ' 

Darin  ist  V  das  Potential  eines  homogenen  dreiaxigen  EUipsoids 
in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt,  %p  das  Potential  einer  ellip- 
soidischen  Schale,  deren  Dichtigkeit  proportional  dem  Abstände 
Eweier  unendlich  nahen  ähnlichen  Ellipsoide  ist,  während  die 
übrigen  in  den  Formeln  vorkommenden  Grössen  gewisse  Gon- 
Btanten  sind.  Zum  Schluss  wird  der  Druck  berechnet,  den  die 
FlOssigkeit  auf  das  Ellipsoid  ausübt.  Wn. 


H.  Stearn.     On  some  cases  of  the  varying  motion  of 
a  viacons  fluid.   Qoart.  J.  xyn.  90-104. 

Die  hydrodynamischen  Gleichungen  einer  reibenden  incom- 
pressiblen  Flüssigkeit  lassen  sich,  falls  u,  v,  to  die  Geschwindig- 
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keitscomponenten,   $,  -q,  ^  die  DrehungsgeschwiiuligkeHeii  nod, 
auf  die  Form  bringen: 


dt  dx  dy  dz 

WOZU  noch  zwei  andre  analoge  Gleichungen  kommen.  Diese 
Form  der  Gleichungen  ist  zwar  im  Allgemeinen  ebenso  com- 
plicirt,  wie  die  gewöhnliche  Form;  in  speciellen  Fällen  ergeben 
sich  jedoch  bemerkenswerthe  Vereinfachungen.  Ein  solcher  FftD 
liegt  Tor,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  in  concentrischen  Kreiieo 
um  die  s-Axe  bewegt.  Die  Gleichungen  reduciren  sich  dann  auf 
die  eine 


dt    ""Vor«   ^  r    drJ' 


die  übereinstimmt  mit  der  Gleichung  der  Wärmebewegnng  in 
einem  Cylinder.  Der  Verfasser  behandelt  diese  Gleichong  Don 
genau  so,  wie  man  analoge  Probleme  der  Wärmetheorie  be- 
handelt, indem  er  das  allgemeine  Integral  in  Form  einer  nacb 
BesseFschen  Functionen  fortschreitenden  Reihe  darstellt  and  die 
Constanten  für  verschiedene  Grenzbedingungen  bestimmt  Die 
Grenzbedingnngen  besteben  darin,  dass  die  Flüssigkeit  durch 
einen  festen  oder  durch  einen  rotirenden  Cylinder  begrenzt  wird, 
an  dessen  Wand  keine  Bewegung  vorhanden  ist,  dass  femer  die 
Flüssigkeit  unbegrenzt  ist  und  im  Anfang  ein  Tfaeil  derselbeo 
innerhalb  eines  Cylinders  von  gegebenem  Radius  rotirt  ßs 
zweiter  Fall,  der  eine  analoge  Behandlung  zulässt,  ist  der,  da» 
alle  Theile  der  Flüssigkeit  sich  in  derselben  Richtung  bewegen. 
Zum  Schluss  wird  nach  derselben  Methode  die  Bewegung  eber 
Flüssigkeit  durch  eine  Röhre  mit  kreisförmigem  Querschnitt  be- 
handelt unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Bewegung  zur  Axe 
symmetrisch  ist.  '  Wn. 

L.  Graetz.     üeber  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten  in 

Röhren.     Schlömilch  Z.  XXV.  316334,  376-404. 
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Der  Verfasser  wendet  die  allgemeinen  hydrodynamischen 
Gleiehungen  für  reibende  Flüssigkeiten  auf  die  Bewegung  einer 
ineompressiblen  Flüssigkeit  durch  eine  Röhre  an  unter  der  Vor- 
aussetzongy  dass  die  Röhre  vertical  ist  und  von  äusseren  Kräften 
nur  die  Schwerkraft  wirkt,  oder  dass,  falls  die  Röhre  nicht  yer- 
tieal,  der  Querschnitt  so  klein  ist,  dass  man  die  Schwerkraft 
yernacblässigen  kann.  In  beiden  Fällen  kann  man  die  zur  Röhren- 
axe  X  senkrechten  Geschwindigkeitscomponenten  v^  w  gleich  Null 
setzen.  Die  Continuitätsgleichung  ergiebt  femer,  dass  die  der 
Axe  parallele  Componente  u  nur  von  den  Querdimensiouen  y^  s 
abhängt  Fügt  man  die  weitere  Annahme  hinzu,  dass  die  Be- 
wegung stationär  ist,  so  reduciren  sich  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  auf  die  eine 


wo 


a  =  - 


2kl 

ist  Darin  bedeuten  l  die  Röbrenlänge,  P  die  Druckdifferenz  an 
beiden  Röhrenenden,  fi  die  Dichtigkeit,  k  den  Reibungscoefß- 
cienten  der  Fltlssigkeit    Dazu  kommt  die  Grenzbedingung 

i'ftx  3u  ...      Ott  ,      .  X 

worin  X  der  Coefiicient  der  äusseren  Reibung  an  der  Röhrenwand 
ist  Die  obigen  Gleichungen,  die  sich  übrigens  durch  die  Sub- 
stitution 

(3)        u  =  -|-(y'4-0+9> 

fQr  manche  Fälle  vereinfachen  lassen,  werden  nun  in  doppelter 
Weise  auf  specielle  Probleme  angewandt  Zunächst  wird  eine 
bestimmte  Querschnittsform  als  gegeben  angenommen  und  die- 
jenige Lösung  der  Differentialgleichung  1)  gesucht,  welche  an 
der  gegebenen  Grenze  der  Bedingung  2)  Genüge  leistet.  In 
dieser  Weise  wird  das  Problem  für  den  Kreis,  die  Ellipse  und 
das  Rechteck  behandelt.    Für  den  Kreis  und  die  Ellipse  ist  das 

ForlMhr.  d.  Math.   XII.  3.  45 


I 

706  X.  AbsehDitt    Mechanik. 

Problem,  wie  der  Verfasser  auch  angiebt,  achoD  früher  behanddt 
Hier  ist  die  Lösung  von  algebraischer  Form.  Bei  der  EUipse 
gelingt  übrigens  die  Integration  nur  unter  der  weiteren  praktisdi 
allerdings  wichtigsten  Annahme,  dass  der  Coef&cient  l  der  basie- 
ren Reibung  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  sei.  Fttr  Böhra 
mit  rechteckigem  Querschnitt  ergiebt  sich  die  LOsung  in  Fora 
einer  unendlichen  Reihe,  die  nach  Cosinus  der  ungraden  Viel- 
fachen von  a  und  zugleich  nach  hyperbolischen  Cosinus  derseHwo 
Vielfachen  von  y  (oder  umgekehrt)  fortschreitet.  Die  Bestim- 
mung der  Coefficienten  der  Reihe  gelingt  auch  hier  nur  fbr  i  =  oc, 
nicht  für  beliebige  L  Nachdem  die  Lösung  fUr  rechteckige  Oser* 
schnitte  noch  auf  die  speciellen  Fälle  angewandt  ist,  wo  der 
'  Querschnitt  ein  Quadrat  oder  ein  sehr  lang  gestrecktes  Beehteek 
ist,  werden  die  obigen  Gleichungen  noch  nach  einer  zweiten  Me- 
thode behandelt,  die  darin  besteht,  Ausdrdcke  aufzustellen,  die 
der  Differentialgleichung  1)  genügen,  und  hinterher  di^adges 
Querschnitte  zu  ermitteln,  für  welche  die  Lösung  gUt;  dabei 
wird  wieder  ^  =  00  genommen.  Diese  Aufgabe  hat  grosse  Aebih 
lichkeit  mit  dem  Problem  der  Torsion  fester  Prismen,  wie  ei 
von  St.-Venant  behandelt  ist  (M^m.  d.  sav.  ötr.  XIV.,  18560. 
und  der  Verfasser  beschränkt  sich  auch  darauf,  flir  dieselben 
Fälle  das  hydrodynamische  Problem  durchzuführen,  in  denen 
St.-Venant  das  entsprechende  elastische  durchgeführt  hat  Sett 
man 

<)P  =  a(y'-3ya')  +  y, 
so  genügt  der  Ausdruck  3)  für  u  der  Gleichung  1).  Die  Be- 
dingung 2)  reducirt  sich  für  ^  =  oc  auf  u  =■  0.  Die  dure 
dritten  Grades,  für  welche  die  Bedingung  u  =  0  erfüllt  ist,  ler- 
fällt  nun  bei  zweckmässiger  Wahl  der  Constanten  a,  f  in  drd 
gerade  Linien;  und  man  hat  so  die  Lösung  des  Problems  flbl 
ein  gleichseitiges  Dreieck  als  Querschnitt  Wählt  man  fllr  f 
eine  gewisse  Function  vierten  Grades,  so  erhält  man  ein  knuBO^ 
liniges  Viereck,  das  je  nach  der  Wahl  der  Constanten  eonesre 
oder  convexe  Seiten,  abgerundete  Ecken  oder  spitze  Winkel  bit 
Eine  Function  achten  Grades  für  g>  führt  endlidi  auf  Bohren, 
deren  Querschnitt  ein  Stern  mit  vier  Ecken  ist 
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In  allen  genanDten  Fällen  wird  das  Ausflussproblem  voU- 
stSodig  durchgeführt,  die  Vertheilnng  der  Geschwindigkeit,  die 
Ausflussmenge  etc.  discutirt.  Von  Interesse  sind  die  Resultate, 
die  sich  hinsichtlich  der  Wirbelbewegung  ergeben.  Die  Theilchen 
m  der  Axe  der  Röhre  haben  in  allen  Fällen  keine  rotirende 
Bewegung.  Wenn  die  Röhre  scharfe  Kanten  besitzt,  so  ist  an 
diesen  Kanten  die  Wirbelbewegung  Null,  bei  abgerundeten  Ecken 
dagegen  von  Null  verschieden.  Bei  denjenigen  Röhren,  deren 
Querschnitt  convex  oder  geradlinig  begrenzt  ist,  hat  die  Wirbel- 
bewegung ihr  Maximum  an  der  Stelle  des  Randes,  welche  der 
Äxe  am  nächsten  liegt,  z.  B.  bei  der  Ellipse  am  Endpunkt 
der  kleinen  Axe,  beim  Rechteck  in  der  Mitte  der  grössten  Seite 
etc.  Bei  den  Röhren  mit  convexem  Querschnitt  dagegen  liegt 
das  Maximum  der  Wirbelbewegung  nicht  am  Rande,  sondern 
ioDcrhalb  der  Röhre.  Wn. 


J.  Finger,  üeber  den  Einfluss  der  Rotation  des  Erd- 
sphäroids  anf  terrestrische  Bewegungen,  insbesondere 
auf  Meeres-  und  Windströmungen.   Theil  IL   Wien.  Ber. 

LXXXL 

In  dem  ersten  1877  veröffentlichten  Theile  seiner  Arbeit 
hatte  der  Verfasser  den  Einfluss  der  Erddrehung  auf  solche  Be- 
wegungen untersucht,  die  parallel  der  Erdoberfläche  vor  sich 
geben.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  wjrd  die  Untersuchung 
wgedehnt  auf  nicht  horizontale,  also  auf-  und  absteigende  Bewe- 
gongen,  die  nahe  der  Erdoberfläche  stattfinden.  Dabei  wird  die 
Abplattung  der  Erde  berttcksichtigt,  von  der  Präcession  der  Nacht- 
gleichen jedoch  abgesehen,  so  dass  man  auch  von  der  jährlichen 
Bewegung  der  Erde  als  einer  blossen  Translationsbewegung  abs- 
trahiren,  also  den  Mittelpunkt  der  Erde  als  fest  annehmen  kann, 
w&brend  die  Erde  um  ihre  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwin- 
digkeit rotirt.  Der  Gang  der  Rechnung,  die  zu  Resultaten  führt, 
welche  von  den  bisher  aufgestellten  Näherungsformeln  nicht  un- 
erheblich abweichen,  ist  folgender:  Irgend  ein  Punkt  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  besitze  eine  gegebene  Geschwindigkeit 

45* 


70g  X.  Abschnitt    Mechaolk. 

und  BesohleuniguDg.  Diese  werden  mit  der  von  der  Rotatio 
herrührenden  Geschwindigkeit,  resp.  Beschleunigung  zasammeii 
gesetzt  zunächst  ftlr  ein  im  Baume  festes  GoordmatensTstem 
woraus  sich  dann  leicht  die  Componenten  für  ein  in  der  roti 
renden  Erde  festes  System  ergeben.  Von  diesem  wird  schliessUd 
zu  einem  dritten  System  tibergegangen,  dessen  Anfangspunkt  de 
betrachtete  Punkt  ist,  während  eine  Axe  vertical  nach  unten  ge 
richtet  ist,  die  zweite  die  Richtung  der  relativen  horizontalei 
Geschwindigkeitscomponente  hat,  die  dritte  Axe  horizontal  und 
zur  vorigen  senkrecht  ist  Die  auf  diese  Axen,  welche  resp.  mit 
h,  s  und  a  bezeichnet  werden,  bezogenen  Componenten  der  Ge- 
schwindigkeit und  Beschleunigung  werden  aufgestellt  und  um- 
geformt; und  schliesslich  werden  die  hydrodynamischen  Glei- 
chungen auf  dieselben  Axen  bezogen,  wodurch  dieselben  folgende 
Gestalt  annehmen: 

dP  i  d'h        ^  ....    I  .  dt 


dh 


=  Q  {—g 371 —  2ft>MCosa)sinö4-w  «(+  =-, 


dP  i      d«    _.     dÄ  ..r.dh).  Wu 


P<^1 ' 


^—  =  ^  |— 2cüiisin<jp-}-2cü-^cosg)C08Ö— ti'/jj  • 

Hierin  ist  P  der  in  dem  betrachteten  Punkte  herrschende  Dmct 
Q  die  dort  stattfindende  Dichtigkeit,  h  die  Höhe  des  Punktes  Aber 
der  Erdoberfläche,  (p  dessen  Polhöhe,  vom  Sttdpol  aus  gerechnet 
6  das  Azimuth  der  relativen  Bewegung,  u  der  absolute  Werdi 
der  relativen  horizontalen  Geschwindigkeitscomponente,  W  der 
Reibungswiderstand,  ta  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde,  g 
die  Constante  der  Schwerkraft,  a  ist  die  Krümmung  des  doreh 
die  augenblickliche  Bewegungsrichtung  hindurchgehenden  Normal- 
Schnitts  derjenigen  Fläche,  die  durch  den  betrachteten  Ponkt 
parallel  der  Erdoberfläche  gelegt  ist  ß  die  Krttmmung  der  aoges- 
blicklichen  Horizontalprojection  der  relativen  Bahn  des  betrach- 
teten Punktes. 
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Von  den  obigen  Gleichungen  wird  zunächst  die  dritte  ange- 
skodt  zur  Berechnung  der  Aenderung  des  Luftdrucks  in  der 
ichtang  a.  Indem  P  und  q  mittels  des  Barometerstandes  aus- 
edrQckt  werden,  ergiebt  sich  leicht  der  barometrische  Gradient 
i.  b.  die  in  Millimetern  ausgedrückte  Zunahme  des  Barometer- 
kandes,  die  bei  dem  mittleren  Barometerstande  von  760"°^  er- 
»Ig^en  würde)  in  der  zur  relativen  Luftströmung  senkrechten  Ho- 
izontalrichtung.  Die  einzelnen  Theile  dieses  Ausdrucks,  der 
'on  dem  Luftwiderstand  W  unabhängig  ist,  werden  ausführlich, 
mm  Theil  mit  Hülfe  numerischer  Rechnung  discutirt.  Von  den  Re- 
(altaten  erwähnen  wir  das  Folgende,  das  für  eine  rein  horizontale 
Bewegung  gültig  ist:  Der  Barometerstand  nimmt  rechts  von  der 
Strömungsrichtung  auf  der  nördlichen  Halbkugel  zu,  auf  der  süd- 
ücheo  ab;  die  Aenderung  des  Barometerstandes  ist  bei  Ostwinden 
am  grössten,  bei  Westwinden  am  kleinsten;  wenn  die  Luft- 
strömung parallel  einer  geodätischen  Linie  der  Erdoberfläche  er- 
folgt, ist  der  Gradient  vom  Azimuth  unabhängig.  Auf  ähnliche 
Weise  lassen  sich  die  Druckänderungen  für  Meeresströmungen 
untersuchen. 

Zum  Schluss  wird  die  erste  der  obigen  Formeln  angewandt 
zur  Discussion  der  atmosphärischen  Druckverhältnisse,  die  in 
einer  Verticalen  herrschen.  Die  hier  erhaltenen  Resultate  lassen 
sich  jedoch  nicht  in  Kürze  mittheilen.  Wn. 


C.  M.  GuLDBERG  et   H.  Mohn,     fitude  sur  les  mouve- 
ments  de  Tatmosph^re.  IL    CbristiaDia. 

Die  Verfasser  stellen  die  allgemeinen  hydrodynamischen 
Gleichungen  dar,  indem  sie  darin  die  zusammengesetzte  Centn- 
fagalkraft  einführen,  welche  durch  die  Rotation  der  Erde  und  die 
Componenten  der  Reibung  hervorgerufen  wird.  Es  ist  evident, 
dass  eine  innere  Reibung  bei  Luftströmungen  stattfindet,  und 
dass  dieselbe  ihr  Maximum  an  der  Oberfläche  der  Erde  hat. 
Was  die  horizontalen  Luftströmungen  betrifft»  so  wächst  die  Ge- 
schwindigkeit des  Windes  mit  der  Höhe  bis  zu  einem  Maximum, 
und  gleichzeitig  verringert  sich  der  Winkel  zwischen  dem  Wind 
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und  der  Isobare.  Die  Verfasser  haben  die  mathematiscbeii  For- 
meln nicht  entwickelt,  weil  die  nöthigen  Beobachtangen  zur  Yeri- 
fication  fehlen.  Sie  haben  aber,  wie  in  der  ersten  Arbeit,  die 
Reibung  als  eine  Kraft  eingeführt,  welche  längs  der  Oberfliebe 
der  Erde  und  entgegengesetzt  der  Richtung  des  Windes  wirkt 

Betrachtet  man  einen  Cyklon,  d.  h.  ein  Windsystem  auf  den 
kreisförmigen  Isobaren  um  ein  barometrisches  Minimum  an  der 
Oberfläche  der  Erde,  so  ist  in  den  oberen  Sdiiohten  ein  baro- 
metrisches Maximum.  Die  Luft  wird  längs  der  Oberfl&die  der 
Erde  von  allen  Seiten  zugeblasen  und  die  horiftontaleo  Strone 
verwandeln  sich  allmälig  in  aufsteigende  Ströme.  In  dnv  ge- 
wissen Höhe  verwandelt  sich  die  vertikale  Bewegung  in  enie 
horizontale,  und  die  Luft  geht  von  einem  barometriachen  Maxi- 
mum zu  den  oberen  Schichten.  Es  ist  noch  nicht  gelungen,  ein 
solches  Windsystem  durch  mathematische  Formeln  darzuMeUeo. 
Man  kann  aber  durch  Theilung  des  Systems  in  verschiedene 
Theile  Gleichungen  aufstellen,  welche  Analogie  mit  einem  System 
dieser  Art  zeigen. 

Als  Beispiele  haben  die  Verfasser  Systeme  mit  geradlinigen 
Bahnen  gewählt,  die  nach  einem  festen  Centrum  oder  einer 
horizontalen  Geraden  gerichtet  sind,  und  ein  System  mit  hyper- 
bolischer Bahn.  Die  Windsysteme  sind  in  permanente  und  variable 
Systeme  getheilt.  Durch  Anwendung  der  allgemeinen  hydro- 
dynamischen Gleichungen  auf  einen  horizontalen  Strom  od^  naeh 
einem  bewegten  barometrischen  Minimum  haben  die  Yer&sser 
die  Wirkung  der  Bewegung  des  Centrums  des  Cyklons  auf  die 
Isobare  und  die  Bahnen  des  Windes  gefunden.  L.  (0.) 


G.  Recknagel,     üeber  Luftwiderstand.    Pogg.  Aon.  od  i 

677-694. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Bestimmung  des  Luft- 
druckes, welchen  ein  Körper  bei  bestimmter  relativer  Wiod- 
geschwindigkeit  an  einer  bestimmten  Stelle  seiner  Oberfliehe 
erfährt.  Weiter  wird  dann  der  Luftwiderstand  behandelt,  den 
Rotationsflächen,    die    gegen    Luft   eine  constante  relative  (k- 
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sehwindigkeit  in  der  Richtung  ihrer  Rotationen  besitzen,  gegen 
ihren  Scheitel  erfahren.  Die  Arbeit  ist  wesentlich  experimentell. 
Die  mathematischen  Rechnungen  sind  daher  nur  Mittel  zum  Zweck 
and  bieten  nichts  mathematisch  Neues.  0. 


W.  Thomson.     Od  gravitational  oscillations  of  rotating 

water.    Phil.  Mag.  1880. 

Der  Verfasser  geht  von  derselben  vereinfachenden  Voraus- 
setzung aus,  wie  Laplace  in  seiner  djmamischen  Theorie  der  Ebbe 
ond  Fluth,  von  der  nämlich,  dass  die  Bewegung  jedes  einzelnen 
Wassertheilchens  nahezu  horizontal  ist  Während  jedoch  Laplace 
wdter  annimmt^  dass  das  Wasser  die  ganze  Oberfläche  des 
Sphäroids,  oder  wenigstens  einen  grossen  Theil  desselben  be- 
decke, wird  hier  zur  Vereinfachung  des  Problems  nur  eine  Wasser- 
masse von  so  geringer  Ausdehnung  betrachtet,  dass  die  Krflm- 
mong  ihrer  Oberfläche  im  Gleichgewichtszustande  nicht  merklich 
ist  Csy.  (Wn.) 


Ratleigh.      On   the    stability    or  instability    of  certain 

fluid   motioDS.    Proc.  L.  M.  S.  X.  57-70. 

Fortsetzung  einer  Arbeit,  über  die  im  vorigen  Jahre  berichtet 
ist  (cf.  F.  d.  M.  XI.  1879.  685-687).  Die  dort  im  zweiten  Theile 
abgeleiteten  Resultate  entsprechen  der  Erfahrung  nicht  und  können 
ihr  nicht  entsprechen,  weil  die  Voraussetzung,  dass  bei  disconti- 
Doirlicher  Flüssigkeitsbewegung  eine  Trennungsfläche  längere 
Zeit  hindurch  nur  eine  geringere  Aenderung  erfährt,  nicht  zu- 
treffend ist  Vielmehr  wird  wegen  der  Reibung  der  Flüssigkeit 
eine  solche  Trennnngsfläche  sehr  bald  völlig  verschwinden  und 
an  Stelle  der  discontinuirlichen  Geschwindigkeitsänderung  eine 
allmälige  treten.  Da  die  Berflcksichtigung  der  Reibung  anderer- 
seits zu  grosse  Schwierigkeiten  bietet,  so  hat  sich  der  Verfasser 
darauf  beschränkt,  den  Charakter  des  Gleichgewichts  fftr  conti- 
nnirliche  Bewegungen  in  reibungslosen  Flüssigkeiten  für  einige 
spedelle  Fällen  zu  untersuchen.     Dabei  beschränkt  er  sich  auf 


( 
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die  Annahme,  dass  das  Problem  nur  von  zwei  Dimenaioiien  ab- 
hängt, und  dass  von  den  beiden  GeschwindigkeitseompoDenten 
u,  f>  die  letztere  gleich  Null,  die  erstere  nur  eine  Function  von  | 
ist.  Der  erste  der  behandelten  Fälle  ist  folgender:  In  der  FlOssig- 
keit  befindet  sich  eine  Schicht  (ein  Strahl)  von  der  Dicke  6  (pa- 
rallel y),  so  dass  auf  der  einen  Seite  der  Schicht  überall  die  oon- 
stante  Geschwindigkeit  -|-  F,  auf  der  andern  die  constante  Ge- 
schwindigkeit —  V  besteht,  während  innerhalb  der  Schicht  die 
Geschwindigkeit  sich  gleichförmig  ändert  Durch  eine  störende 
Kraft  mögen  nun  die  Grenzflächen  der  Schicht  eine  VerscfaiebuD; 
erfahren 

dann  ergiebt  sich  durch  Anwendung  einer  Helmholtz'schen  Formel 
leicht  die  hierdurch  in  einem  beliebigen  Element  der  Flttsaigkeit 
hervorgerufene  Geschwindigkeitsänderung,  und  darans  folgt  weiter 
folgende  Gleichung  zwischen  den  obigen  Grössen 

Je  nachdem  n*  positiv  oder  negativ  ist,  ist  die  Bewegung  stabil 
oder  nicht;  die  absolute  Grösse  von  n  ist  ein  Kass  der  StabilitiU, 
resp.  Instabilität. 

In  gleicher  Weise  werden  noch  folgende  Fälle  behandelt 
Ein  Strahl  von  der  Dicke  2b  bewege  sich  in  ruhendem  Wasser 
derart,  dass  die .  Geschwindigkeit,  die  in  der  Mitte  ein  Maximam 
ist,  nach  beiden  Seiten  gleichförmig  abnimmt  Femer  finde  die 
Maximalgeschwindigkeit  in  einem  Streifen  von  endlicher  Dicke 
statt,  (nicht  blos,  wie  vorher,  in  einer  Linie)  und  nehme  von  da 
beiderseits  gleichmässig  ab  etc.  Zum  Schluss  wird  gezeigt,  wie 
man  derartige  Probleme  bei  Berücksichtigung  von  nur  xwei 
Dimensionen  etwas  allgemeiner  behandeln  kann.  Die  Methode 
lässt  sich  jedoch  nicht  in  Kürze  wiedergeben.  Wn. 


Anonym.     Relazione  intorno  alle  memorie  presentate  pel 

premio  d'idronamica  teorica.  Atti  d.  ist  Vea.  (5)  vt  Ii8&-ii9t^ 

Bericht  über  die  eingelieferten  Arbeiten  zur  Preisfrage:  „Nach 
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Darstellung  der  oeaei:«n  Untersuchungeii  der  theoretischen  Hydro- 
dynamik sollen  die  Fortsehritte  auf  diesem  Gebiete  dargelegt 
werden.*^  Ausfllhrliche  Inhaltsangabe  derjenigen  drei  Arbeiten, 
welche  zur  Krönung  mit  dem  Preise  vorgeschlagen  wurden. 

Bn. 


C.  Razzaboni.     Sul  moto  dell'  acqua  per  alvei  a  fondo 

orizzontale.    Mem.  di  Bologna  (4)  1.  677-689. 

Verfasser  entwickelt  die  Qleichang  der  Gnrve,  welche  die 
Oberfläche  des  fliessenden  Wassers  bestimmt,  unter  Zugrunde- 
legung der  verschiedenen  von  Prony  und  Eytelwein,  Bazin,  Hum- 
phreys,  Kutter  and  Abbot  gegebenen  Formeln  für  den  Widerstand. 
Die  gegebenen  Besultate  sind  nur  angenäherte,  indem  höhere 
als  die  zweiten  Potenzen  der  Höhendifferenzen  vernachlässigt 
werden.  Bemerkenswerth  ist,  dass  sich  diese  Curve  in  allen 
Theilen  concav  gegen  den  Boden  findet.  In  einem  zweiten 
Theile  werden  dann  noch  wesentlich  einfachere  Formeln  ent- 
wickelt, indem  in  der  Differentialgleichung 

g(i^F)dx  =  f>dv 
das  Oberflächengefälle  t  plötzlich  als    Bodengefälle  angesehen 
werden  soll,  und  in  Folge  dessen,  da  der  Boden  als  horizontal 
betrachtet  wird,  die  Vereinfachung  eintritt 

—  gFdx  =  vdvj 
wonach  also  das  Oberflächengefälle  gar  keinen  Einfluss  auf  die 
Bewegung  haben  würde.    Der  zweite  Theil  bleibt  in  Folge  dessen 
unverständlich.  Bn. 


W.  K.  Kutter.      Die    neuesten    Formeln    für    die   Be- 
wegung des  Wassers,   z.  d.  log.  xxiii.  137-139. 


Bn. 


D.  TüRAZZA.  Delle  formole  piü  appropriate  pel  calcolo 
degli  scoli  delle  hasse  pianure  e  del  modo  di  valu- 
tame  la  portata  massima.    Mem.  Ist.  Yen.  xxi.  I89-221. 
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Zweck  der  Arbeit  iBt  die  Untersachungy  in  wie  wdt  die  tBs 
natflrlicbe  Wasserläufe  aufgestellten  Formeln  auch  für  die  kflut- 
lichen  Entwässerungsgrftben  flacher  Landstrecken  gflltig  bleibeo. 
Es  werden  dieser  Untersuchung  unterworfen  die  Formel  Yon 
Ganguillet  und  Kutter: 


"=.+(23+%»)"|: 


}/Rp 


und  die  Bazin'sche  Formel: 


Indem  Verfasser  aus  zwei  Beobachtungsreihen  von  Kutter  (liotb- 
kanal)  und  Bazin  die  Werthe  der  unbestimmten  Coeffidenten  n^a^ß 
ableitet,  ergiebt  sich  ein  mittlerer  Werth  derselben,  welcher  luv- 
wärts wieder  zur  Berechnung  der  Geschwindigkeit  benutxt  wird. 
Die  Abweichungen  der  berechneten  und  beobachteten  Gesdiwin- 
digkeiten  betragen  hierbei  im  Uittol  +0,033  resp.  0,032|  in 
Maxime  +0,076  resp.  0,086  fiir  die  beiden  Formeln. 

Derselben  Vergleichung  werden  dann  noch  andere  Beob- 
achtungen unterworfen. 

Der  zweite  Tb  eil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  M^ip 
des  abzuftlhrenden  Wassers  und  dem  hiernach  zu  wählenden 
Querschnitt  der  Abzugsgräben.  Als  zu  beobachtende  Constanten 
werden  aufgestellt:  die  Dauer  der  stärksten  Regen  in  Tagen,  die 
Regenhöhe,  die  Ausdehnung  der  zu  entwässernden  Fläche,  die 
Zeit,  welche  das  Wasser  braucht  um  vom  entferntesten  Theile 
der  Fläche  zum  Hauptgraben  zu  gelangen.  Bn. 


G.  BücCHiA.     SuUe  proprietk  meccaniche  delle  niote  a 
schiaffo  disposte  alla  essiccazione  artificiale  dei  terressi 

palustri.     Atti  d.  Ist.  Veo.  (6)  IV.  1373-1423. 

Untersuchung  tiber  die  Schaufelräder,  welche  zur  Entwin^ 
rung  sumpfiger  Landstrecken   dienen.     Es  wird  die  Hohe  and 
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Breite  der  Schaufeln,  ihre  Schiefstellung,  der  Radius  der  Bäder 
discntirt,  ihre  Nutzleistung,  die  Wasserverluste,  die  demgemäss 
zu  wählende  Umdrehungsgeschwindigkeit,  die  Form  und  Länge 
des  Führungscanabi;  die  gegebenen  Formeln  werden  an  einem 
Beispiele  erläutert.  Bn. 


Capitel  5. 
Potentialtheorie. 

E.  PiCARD.     Sur  l'^quation  aux  d^riv^es   partielles  du 
potentiel.   0.  R.  xc.  601-603. 

Ein  nichts  wesentlich  Neues  bietender  Beweis  des  Satzes, 
dass  die  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  JF  =  0  sich 
auf  eine  Constante  reducirt,  wenn  sie  die  bekannten  Stetigkeits- 
bedingungen im  ganzen  Baume  erfbUt.  B. 


A.  LuKB.  Ableitung  der  Poisson'schen  Differential- 
gleichung für  die  Potentialfunction  für  rechtwinklige, 
krummlinige  Coordinaten,  und  zwar  mit  Hülfe  des 
theorema  quartum  aus  Gauss'  Abhandlung  ^De  attrac- 
tione  corporum  sphäroidicorum  homogeneorum.^ 

Pr.  Marienborg. 

Der  wesentliche  Inhalt  der  Arbeit  ist  zur  Genüge  durch  den 
Titel  angegeben.  B. 


C.   Neumann.      Neue    Sätze    ttber    das    logarithmische 

Potential.    Olebseh  ADD.  XYI.  409-431. 

C.  Neümann.     Neue  Sätze  über  das  Newton'sche  Poten- 
tial.   Clebsch  ADD.  XVL  432-438. 

Die  vorliegenden  beiden  Aufsätze  enthalten  nur  Auszüge 
ans  noch  nicht  veröffentlichten  Untersuchungen.   Sie  geben  nämlich 
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nur  die  Resultate  dieser  Uotersuchungen  an,  nicht  aber  die  n- 
gehörigen  Ableitungen  und  Beweise.  Somit  erseheint  es  ange- 
messen, hier  nur  den  leitenden  Gedanken  henrorxnhebeo. 

Ist  irgend  eine  geschlossene  Fläche  (z.  B.  eine  Kogelftehe 
oder  Ellipsoidfläche)  gegeben,  so  mag  das  Potential  einer  auf 
dieser  Fläche  ausgebreiteten  einfachen  Belegang  mit  V  oder 
!B,  andererseits  aber  das  Potential  einer  auf  der  Fläche  aosge- 
breiteten  Doppelbelegung  mit  W  oder  SS  bezeichnet  werden. 
Gleichzeitig  seien  x,  y,  &  die  Coordinaten  desjenigen  yariablen 
Punktes,  in  Bezug  auf  welchen  diese  Potentiale  gebildet  siod. 
Die  sogenannte  Theorie  dieser  Potentiale  V  und  W  besteht  be- 
kanntlich der  Hauptsache  nach  in  der  Untersuchung  derjenigeo 
Stetigkeit  resp.  Unstetigkeit,  welche  F,  W  selber,  femer  ihre 
ersten,  zweiten  und  höheren  Ableitungen  nach  o?,  y,  s  in  unmittel- 
barer Nähe  der  gegebenen  Fläche  besitzen. 

Während  man  nun  bisher  die  Theorie  von  V  und  die  Ton 
W  jede  einzeln  zu  behandeln  gewohnt  war,  erwachsen,  wie  der 
Verfasser  zeigt,  wesentliche  Vortheile  für  die  Strenge  und  Ein- 
fachheit der  Betrachtung  dadurch,  dass  man  diese  beiden 
Theorien  gleichzeitig  behandelt,  und  die  eine  der  anden 
dienstbar  macht. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  betrachtet,  reducirt  sich  ab* 
dann  die  Untersuchung  der  ersten,  zweiten  und  höheren  Abla- 
tungen  von  F,  W  auf  die  Untersuchung  von  F,  W  selber.  Denn 
es  kann  jede  solche  Ableitung  von  F  oder  TF,  d.  h.  jeder  Alp- 
druck von  der  Form 

ö^+z'+y  F        ,        ö^+z'+y  w 

dx^dyßd^  da^dyßdzr 

im  Allgemeinen  in  die  Form  93-f  9ß  gebracht  werden,  wo  S  da« 
Potential  einer  gewissen  auf  der  gegebenen  Fläche  ansgebreiteteD 
einfachen  Belegung  und  3B  das  Potential  einer  gewissen  daaeUMt 
ausgebreiteten  Doppelbelegung  vorstellt  So  reducirt  sich  also 
die  Untersuchung  der  Stetigkeit  resp.  Unstetigkeit  der  genannteo 
Ableitungen  auf  die  entsprechende  Untersuchung  dieser  neaeo 
Potentiale  9}  und  äB. 

Der  Verfasser  zeigt,   wie  man  den  analytischen  Aoadrock 
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dieser  neuen  Potentiale  Sß  und  SS  wirklich  anzugeben  im  Stande 
ist,  sobald  man  über  die  Beschaffenheit  des  ursprtloglichen  Po- 
tentiales  V  resp.  W  und  über  die  Zahlen  a,  /},  y  speciellere  Vor- 
aussetzungen eintreten  lässt 

Analoge  Untersuchungen  wie  beim  Newton'schen  Potential 
im  Räume  werden  beim  logarithmischen  Potential  in  der  Ebene 
ausgeführt ;  wobei  aufmerksam  gemacht  werden  mag  auf  einige 
sieh  hier  ergebenden  Specialsätze.    Einer  derselben  lautet: 

Ist  längs  einer  Ereisperipherie  eine  Doppelbelegnng  aus- 
gebreitet, deren  Moment  längs  der  Peripherie  stetig,  oder  auch 
Dur  abtheilungsweise  stetig  ist,  so  wird  das  Potential  TT  dieser 
Doppelbelegung  in  allen  Punkten  der  Peripherie  constant  sein. 

Nimmt  man  statt  des  Kreises  eine  Ellipse,  so  erhält  man 
unter  gleichen  Umsülnden  ein  Potential  W,  welches  sammt  all* 
seinen  nach  der  Bogenlänge  s  genommenen  Ableitungen 

dW       d'W       d'W 


ds    '     ds'    '      ds' 


etc.  etc. 


längs  der  Ellipse  stetig  ist 

Denkt  man  sich  endlich  die  Doppelbelegung  ausgebreitet 
auf  einer  beliebigen  geschlossenen  Gurre,  und  setzt  man  wieder- 
um voraus,  dass  das  Moment  derselben  längs  der  Curve  stetig 
oder  auch  nur  abtheilungsweise  stetig  ist,  so  wird,  falls 

^  und    — r-     und    — r-=- 
ds  ds 

längs  der  Curve  stetig  sind,  gleiches  auch  gelten  von 

^       ,    dW  ,      d'W 

W  und   — r—     und 


ds  dt' 

Dabei  bezeichnet  &  das  Azimuth  der  Curventangente  gegen  eine 
feste  Axe,  während  selbstverständlich  W  das  Potential  der  in 
Rede  stehenden*  Doppelbelegung  vorstellen  soll.  Nn. 


E.  Beltrami.      Intorno    ad    alcuni    nuovi    teoremi    del 
«ig.   C.  Neuuiann  sulle  funzioni  potenziali.  Brioechi  Add. 

(2)  X.  46-64. 
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Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  Herleitong  der  von 
Hrn.  C.  Neumann  in  Glebsch  Ann.  XVL,  zum  grössten  Tfaeile 
ohne  Beweis,  mitgetheilten  Sätze,  soweit  sich  letztere  auf  das 
Newton'sche  Potential  von  einfachen  oder  Doppel-Schichten  be- 
ziehen, jedoch  ohne  die  1.  c.  festgehaltene  Einschränkung  aot 
geschlossene  Flächen  beizubehalten.  Unter  Verwendung  tod 
Transformationen,  die  der  Verfasser  zum  Theil  schon  früher  bd 
anderen  Untersuchungen  benutzt  hat,  werden  zunächst  die  Ans- 
drflcke  fllr  die  in  beliebiger  Bichtung  genommenen  ersten  Ab- 
leitungen eines  solchen  Potentials  aufgestellt,  wobei  die  Haupt- 
sache darin  besteht,  dass  diese  AusdHicke  sich  zusammensetzea 
aus  Potentialen  von  einfachen  und  Doppel -Schichten  und  aoi 
Linienpotentialen  resp.  Ableitungen  von  solchen,  die  dem  Bande 
der  Fläche  angehören  und  deshalb  bei  geschlossenen  Flächen 
fortfallen.  Hieran  schliesst  sich  die  Untersuchung  der  Unstetig- 
keiten,  welche  die  betrachteten  Potentiale  sowie  ihre  sueeessiven 
Ableitungen  beim  Hindurchgehen  durch  die  Massenschieht  er- 
fahren. B. 

KiBSTBN.     Beitrag  zu  den  Untersuchungen  im  Gebiete 
des  logarithmischen  Potentials.   Pr.  Meeraoe  L  s. 

Der  grössere  Theil  der  Abhandlung  ist  der  Lösung  folgender 
Aufgabe  gewidmet:  Ausserhalb  einer  gegebenen  Ellipse  ein  Hassen- 
sjstem  so  zu  bestimmen,  dass  längs  der  Ellipsenperipherie  das 
logarithmische  Potential  desselben  mit  dem  Potential  eines  inner- 
halb gelegenen  Massenpunktes  übereinstimmt  Nachdem  die  Auf- 
gabe zunächst  für  den  Kreis  als  Specialfall  gelöst  ist,  wird  sie 
fttr  die  Ellipse  unter  Benutzung  der  bekannten  Substitution 

aj+«y  =  cosd  +  jyt) 
durch  Beihenentwickelung  erst  für  den  Fall  erledigt^  dass  die 
gesuchten  Massen  stetig  längs  der  Peripherie  einer  oonfocakn 
Ellipse  vertheilt  sind.  Die  Spaltung  in  Partialbelegungen  fllhit 
dann  mittels  eines  Grenzübergangs  zu  einem  System  von  Massen- 
punkten, welche  längs  der  confocalen  Hyperbel  vertheilt  sind, 
die  durch  den  Innenpunkt  geht.  B. 
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J.  BoussiNESQ.  Sur  la  mani&re  de  präsenter  la  th^orie 
da  potentiel  dans  I'hypoth^se,  g^neralement  admise, 
de  la  discontinuit^  de  la  mati^re.    c.  R.  XG.  792-795. 

J.  BoussiNBSQ.  Sur  la  mani^re  de  präsenter  la  thione 
des  potentiels  d'attractions  dans  Thypotb^se,  g^ndrale- 
ment  admise,  de  la  discontinuit^  de  la  mati^re. 

LioQTille  J.  (3)  VI.  89-99. 

Der  Verfasser  monirt  den  Umstand,  dass  unter  Voraussetzung 
einer  atomistischen  Constitution  der  Materie  das  Potential  eines 
Körpers  fttr  Innenpunkte  bei  der  gewöhnlichen  Definition  in 
Wirklichkeit  nicht  die  ihm  beigelegten  Eigenschaften  der  Stetig- 
keit etc.  besitze,  und  schlägt  zu  dem  Ende  eine  Modification  der 
Definition  des  Potentials  vor,  bei  welcher  jene  Eigenschaften  ge- 
wahrt bleiben  sollen.  B. 


HusMANN.     Ueber  äquipotentiale  Massenvertheilungen. 

Gninert  Arch.  LXV.  19-57. 

Die  von  dem  Verfasser  an  einer  Reihe  einfacherer  FftUe 
darehgefUhrten  äquipotentiellen  Massenvertheilungen  werden  da- 
durch erzeugt,  dass  die  einzelnen  Elemente  einer  gegebenen  Ver- 
theilung  durch  homogene  Kugeln  oder  Kugelschalen  ersetzt 
werden  y  deren  Superposition  jedesmal  eine  neue  Massenver- 
theilung  ergiebt.  B. 


J.  Roberts.     A  usefnl  theorem  in  the  tbeory  of  attrac- 

tioDS.    Quart.  J.  XVII.  149-154. 

Das  Theorem,  dessen  Anwendung  an  einigen  Beispielen  er- 
iftatert  wird,  ist  folgendes: 

ö'K.        ÖT»    ,    ÖT,  ^   n-2    dV.        . 


wo  F,  das  Potential  einer  Belegung  der  a;y-Ebene  ist  und  die 
Anziehung  umgekehrt  proportional  der  n^  Potenz  wirkt.    Ebenso 
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wiM  in  der  a;y-Ebene  bei  einer  Belegung  der  a^Axe  alleiD: 

B. 


E.  Beltrami.     Sulla  teoria  delF  attrazione  d^li  ellis- 

soidi.     Mem.  di  Bol.  (4)  I.  573-616. 

Der  weitaus  grösste  Tbeil  der  Abhandlung  enüiftlt  die  Her- 
leitung von  Sfttzen  und  Formeln  über  die  Potentiale  von  Maasefi, 
bei  deren  Begrenzung  EUipsoide  auftreten  —  Resultate,  die  der 
Hauptsache  nach  bekannt  oder  aus  bekannten  ohne  Schwierigkät 
herzuleiten  sind.  Neu  jedoch  und  von  Interesse  ist  die  hierbei 
befolgte  Methode,  welche  der  Verfasser  als  eine  möglichst  ii- 
directe  bezeichnet,  insofern  die  wirkliche  Ausführung  von  Inte- 
grationen völlig  vermieden  und  der  Potentialcharakter  der  sof- 
gestellten  Ausdrücke  aus  der  Erfüllung  der  bekannten  chirak- 
teristischen  Eigenschaften  eines  Potentials  erschlossen  wird.  Die 
Möglichkeit  hierzu  verschafft  sich  der  Verfasser  dadurch,  da«  er 
von  Anfang  an  elliptische  Goordinaten  als  die  der  Aufigabe  an- 
gemessensten Variabein  einf&hrt  B. 


A.  PiCART.     Memoire  sur  Tattraction  des  ellipsoides. 

ADD.  de  r£c.  N.  (2)  IX.  409-419. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  eine  geometrische  Herleitaii 
des  Steiner'schen  Satzes,  dass  die  Anziehung  einer  uneDdUcI 
dünnen  homogenen  Schale,  welche  von  zwei  concentrischen,  ib» 
liehen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  begrenzt  wird,  in 
Aussenpunkte  in  die  Axe  des  dazu  gehörigen  Tangentenk 
fällt.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  das  Schalenpotentiil 
die  confocalen  EUipsoide  zu  Niveauflftchen  hat,  und  dass  F 
Function  des  Parameters  der  confocalen  Flächen  allein  ist 
partielle  Differentialgleichung  ^K  =  0  reducirt  sich  damit 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  d 
Integration  weiter  keine  Schwierigkeit  bietet.     Ebenso  c 
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sidi  dann  ohne  Schwierigkeit  die  Werthe  der  Integrationscon- 
stanten  aus  den  Ausdrucken  fttr  das  innere  nnd  äussere  Potential 
eines  homogenen  EUipsoids.  B. 


J.  W.  Warrbn.  Elementary  investigation  of  Legendre's 
theorem  conceming  the  attraction  of  an  ellipsoid  on 
an  external  point.    Quart  J.  XVU.  154-164. 

Ein  mit  ziemlich  einfachen  Mitteln  durchgeführter  Beweis 
des  Satzes  von  Legendre,  weicher  sich  auf  die  Gleichheit  der 
Anziehung  von  gewissen  konischen  Ausschnitten  aus  homogenen 
ähnlichen  Ellipsoiden  bezieht.  B. 


P.  Frost.     On  the  potential  and  attraction  of  an  ellip- 
soidal  shell  at  an  external  point.    Quart  J.  xvu.  46-50. 

B. 


H.  Strkintz.  Ueber  den  Beweis  des  Satzes,  dass  eine 
gleichmässig  mit  Masse  belegte  Kreisfläche  auf  einen 
in  derselben  Ebene  ausserhalb  befindlichen  Massen- 
punkt bei  Zugrundelegung  des  Kraftgesetzes  —  so 
wirkt,  als  wäre  diese  Masse  im  Mittelpunkte  concen- 

trirt.    CarlsBep.  XVL  317-318. 

B. 


G.  J-  Legbbbke.     Quelques  propri^tds  gdndrales   d'une 
couche   materielle    qui    a   le   mSme  potentiel   qu'une 

masse  donn^e.    Arch.  N6erl.  XV.  113-124. 

Auszug   aus   der  Dissertation,    über  welche   schon   referirt 
worden  ist  (F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  696).  6. 


PortMhr.  d.  Math.  XU.  3.  4g 
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A.  6.  Orbbnhill.  On  the  difiFerential  equation  of  tbe 
ellipticitieB  of  the  strata  iu  the  theorj  of  the  figure 
of  the  earth.   Quart  J.  xvu.  203-208. 

Siehe  Abschn.  XII.  Cap.  2. 


Winterberg,     üeber  die  Anziehung  von  Massenpunkteo 
insbesondere  mit  Rücksicht  auf  Lothstörungen. 

Granert  Arch.  LXV.  113-161. 

Siehe  Abschn.  XII.  Cap.  1. 


S.  Günther,     Eine  Anwendung  schiefwinkliger  Coordi- 
naten   auf  ein  Problem  der  Potentialtheorie.    Prag.  B«r. 

1879.  4-16. 

Um  die  Möglichkeit  der  directen  Ermittelung  des  Potentiali 
eines  homogenen  Tetraeders  zu  zeigen,  werden  zunächst  die  Com- 
ponenten  der  Anziehung  bestimmt,  welche  ein  solches  Tetneder 
auf  eine  seiner  Ecken  ausübt.  Dies  geschieht  unter  Anwendung 
eines  schiefwinkligen  Coordinatensystems,  dessen  Anfangspunkt 
in  eben  jener  Ecke  liegt,  während  die  von  der  Ecke  ausgehende! 
Kanten  zu  Axen  genommen  werden.  Die  nöthigen  Integra- 
tionen lassen  sich  leicht  ausfahren,  und  die  Resultate  sind  g^ 
schlossene  Ausdrücke  der  sechs  Bestimmungsstücke  der  betreffen- 
den Ecke. 

Weiter  wird  gezeigt,  dass,  wenn  man  die  Anziehung  einet 
homogenen  Tetraeders  auf  einen  seiner  Eckpunkte  kennt,  mu 
die  Anziehung  fttr  einen  beliebigen  äusseren  Punkt  ohne  Zuhilfe- 
nahme irgend  welcher  weiteren  Integration  erhält  Dies  geschieh^ 
indem  der  äussere  Punkt  auf  verschiedene  Weise  mit  drei  Ed« 
des  gegebenen  Tetraeders  zu  einem  neuen  Tetraeder  yerbunden 
wird  und  die  bekannten  Anziehungen  der  verschiedenen  Tetraeder 
zu  einer  Besultante  vereinigt  werden.  Die  scbliesslichen  Ana* 
drücke  für  die  Anziehung  auf  einen  äusseren  Punkt  werdra  meU 
mitgetbeilt;  ihre  Auswerthung  dürfte  noch  ziemlich  complicirt  sein. 

Wn. 
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£•  HopPB.     Potential  der  sphärischen  Dreiecke. 

Oraoert  Arch.  LXV.  57-65. 

Es  genügt,  da  die  Aufgabe  keine  besonderen  Schwierigkeiten 
bietet,  anzuführen,  dass  dieselbe  sich  vollst&ndig  mit  Hülfe  der 
elliptischen  Functionen  erledigen  lässt.  B. 


W.  D.  NivEN.  On  the  potential  at  any  point  of  space 
due  to  a  solid  sphere  whose  density  varies  inversely 
as  the  fifth  power  of  the  distauce  fi'om  a  fixed  point. 

MeBsenger  (2)  X.  121-122. 

Die  bekannten  Resultate  werden  durch  Inversion  abgeleitet. 

Glr.  (0.) 
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Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität 

De   Hben.      Determination    des    dimensions    reelles  des 

moldcules.    Ann.  Soc.  scient  Brox.  lY.  A.  84-87. 

Die  angewandte  Methode  beruht  auf  der  Theorie  der  Ca]»!- 
larit&t  und  ftthrt  zu  Resultaten,  welche  ziemlich  gut  mit  denea 
übereinstimmen  y  die  Clausius  und  Maxwell  durch  die  kinetisdie 
Theorie  der  Gase  und  W.  Thomson  durch  die  Theorie  der  Elek- 
tricität  gefunden  haben.  Mn.  (0.) 


C.  Lagrange.  Recherches  sur  l'influence  de  la  forme 
des  masses  dans  le  cas  d'une  loi  quelconque  d'attrao- 
tion  diminuant  ind^finiment  quand  la  distance  an^ 
mente  comme  pr^liminaire  de  la  th^orie  de  la  cristalli- 

Sation.    M^m.  coor.  de  Belg.  XLIII.  1-38. 

G.  VAN  DER  Mensbrugghb.     Rapport  sur  ce  m^oire. 

Boll.  de  Belg.  (2)  XLYm.  453-457. 

Der  Verfasser  beweist  zuerst  folgenden  Satz:   „Wenn  di 
Anziehung  nach   einem   Gesetz  erfolgt ,  bei   dem  sie  eine  sehr 
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schnell  klein  werdende  Function  der  Entfeniang  ist,  so  wirkt 
eine  beliebige  Masse  auf  hinreichend  grosse  Entfeniang  mit 
gröaster,  mittlerer  und  kleinster  Energie  nach  drei  rechtwinkligen 
Axen,  die  resp.  die  Axen  der  kleinsten,  mittleren  und  grössten 
Trägheit  der  betrachteten  Masse  sind.  **  Er  leitet  daraus  folgende 
zwei  Sätze  her:  „Die  relativen  Lagen  eines  materiellen  Punktes 
und  eines  materiellen  Systems  unter  Wirkung  ihrer  gegen- 
seitigen  Anziehung  sind  bestimmt  durch  die  Axen  des  stabilen 
Gleichgewichts  des  Systems.^  Die  Axen  der  Minimal-,  mitt- 
leren und  Maximal -Trägheit  des  Systems  sind  die  Axen  der 
verschiedenen  (stabilen  oder  unstabilen)  Gleichgewichtsarten. 

^Die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Trägheitsmittelpunkts 
0  eines  Systems  tf ,  das  der  Anziehung  eines  anderen  Systems 
N  unterworfen  ist,  sind  abhängig  von  der  Lage  von  0  in  Bezug 
auf  N  und  der  Lage  von  M  im  Raum.  Speciell:  Das  Gleich- 
gewicht ist  immer  stabil,  wenn  die  Minimal-Trägheitsaxen  zu- 
sammen fallen,  dagegen  immer  unstabil,  wenn  dies  bei  den  Maxi- 
mal-Trägheitsaxen  der  Fall  ist,  in  den  anderen  Fällen  endlich 
bald  stabil,  bald  unstabil.^ 

Aus  diesen  und  einigen  anderen  Sätzen  über  die  Existenz 
secandärer  Anziehungsaxen  leitet  der  Verfasser  die  gewöhnliche 
Eintheilang  der  Erystalle  in  sechs  Systeme  her. 

Mn.  (0.) 

J.  Weingarten.    Zur  Theorie  der  isostatischen  Flächen. 

Borchftrdt  J.  XO.  18-33. 

Ftlr  jeden  Punkt  eines  im  Gleichgewicht  der  Elasticität  be- 
findfichen  Körpers  giebt  es  eine  Stellung  des  rechtwinklig  paraliel- 
epipedischen  Elements  der  Art,  dass  nur  normale  Kräfte  auf  das- 
selbe wirken.  Lamö  hatte  irrthümlich  diese  Bemerkung  so  aus- 
gesprochen;  dass  es  drei  orthogonale  Schaaren  von  Flächen  gäbe, 
welche  den  Körper  in  solche  Elemente  theilen,  und  dieselben 
isostatische  Flächen  genannt.  Die  geometrische  Bedingung,  unter 
der  einer  beliebig  variirenden  Stellung  des  Elements  ein  ortho- 
gonales Flächensystem  entspricht,  dessen  Durchschnitte  die  Rich- 
tungen jener  Kanten  haben,   ist  bekannt     Daraus  leitet  der 
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Verfasser  die  Bediogungen  her,  welchen  die  gegebenen  KrfLfle 
genügen  müssen,  damit  ein  isostatisches  Flächensystem  exisCire. 
Es  mögen  Xk(k  =  1,  2, 3)  die  ursprünglichen,  n  die  transfonnirtai 
Goordinaten,  a^  die  Normal-  and  Tangentialkräfte  in  der  Lage 
der  xjt  bezeichnen;  setzt  man  dann 

ist  femer  ^hkkdxkdxjt  die  zugehörige  Form  zu  Sau^dx^dsk^  und 
gehen  endlich  die  ßxk  aus  den  hxk  so  hervor  wie  die  a^  aus  den  a^ 
so  sind  die  nothwendigen  und  ausreichenden  Bedingungen  eines 
isostatischen  Systems: 

Sahk^kk  =  0;    2aiücßkk  =  ^fr**«**  =  0;    ^6**/»**  =  0. 

Diese  Gleichungen  werden  in  beiderlei  Hinsicht  bewiesen,  dann 
in  symbolischem  Ausdruck  entwickelt  dargestellt  Femer  wird 
gezeigt,  dass  sie  sich  auch  als  die  nothwendigen  and  ans* 
reichenden  Bedingungen  für  das  Auftreten  des  Umstandes  auf* 
fassen  lassen,  dass  in  jedem  Punkte  des  Radius  die  HanptaxcD 
des  Elasticitätsellipsoids,  sofern  es  coaxial  ist  mit  dem  EUipsoid 

in  die  Richtungen  der  Schnittlinien  eines  orthogonalen  Fliehen- 
Systems  fallen. 

Es  wird  weiter  der  Fall 

Sakkdxndxk  =  ^  ^  ^     dXkdxk 

betrachtet.  Da  hier  sämmtliche  a  versoh winden,  so  sind  die 
zwei  ersten  Bedingungen  von  selbst  erfüllt;  die  dritte  bleibt  ab 
eine  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  fttr  9  allao 
übrig ,  welche  { 9 }  =  0  geschrieben  werden  mag.  Darcb  die 
Legendre'sche  Substitution 

_      dq>  dw  dtfß 

erhält  man  analoge  Beziehungen  fbr  y„  xfßj  aus  denen  henrorgeU, 
dass  xfß  als  Function  der  y  der  Gleichung  [xp]  =  0  genügt,  ood 
es  ergiebtsich  das  Reciprocitätsgesetz:  „Sind  Qi  =  /<(^p«,,x,)  die 
Gleichungen  der  Schaaren   eines  orthogonalen  Fläcfaensystems, 


Oapitel  1.    Moleeularphysik,  Elasticitat  and  Capillaritat.         727 

welehes  za  dem  Integral  der  DifferentialgleichuDg  \g>\  =  0  gehört, 
so  sind  nach  vollzogener  Legrendre'scher  Substitution  die  Glei- 
chungen 


_     /  dtp       dtp       dtp\ 


wiederum  die  Gleichungen  eines   orthogonalen  Flächensystems, . 
und  zwar  de^enigen,  welches  zur  Function  tp  gehört    Es  wird 
noch  eine  zweite  Substitution  genannt,  welche  gleich  der  ersten 
dazu  ftlhrt,  einem  zu  q>  gehörigen  orthogonalen  Flftchensystem 
andere  solche  zuzuordnen. 

Jene  Untersuchung  fährt  den  Verfasser  weiter  zu  der  Frage, 
unter  welcher  Bedingung  eine  Function  g>(a)  des  Arguments 

in    welchem  Xi  nur  Function  von  xt,  der  Differentialgleichung 
1^}  =  0  genügt.    Es  ergiebt  sich: 


^U>y)^   =2(x-l);    xri!  = 


'-^ =  2(x-l);    Xr«  =  2x(I}'-a)(X5'-6) 

fbr  t=  1,2,3;  a,  &,n  constant  Der  ersten  Gleichung  zufolge 
st  ^(<r)  ein  coustautes  Vielfaches  von 

{i4+2(K~l)JX,p(«-i)  ■" 
und  geht  für  x  =  1  über  in 

FOr  X  =  1  stimmt  die  obige  (zweite)  Bedingungsgleichung  mit 
deijenigen  überein,  welche,  wie  Serret  gefunden,  ausdrückt,  dass 
die  Flftchenschaar  X  =  ::^X,  einem  orthogonalen  Flächensystem 
angehört. 

Femer  ergiebt  sich  bei  Bestimmung  des  orthogonalen  Flächen- 
gystems,  welches  dem  {q>\  =  0  entspricht,  dass  diese  Aufgabe, 
anf  Grund  vollzogener  Integrationen  von  Darboux,  gelöst  ist. 
Endlich  wird  gezeigt,  dass  sich  die  Behandlung  von  drei  auf 
n  Dimensionen  erweitern  lässt.  H. 
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S.  Germain.     Memoire  sur  Temploi  de  l'^paissear  dans 
la  th^orie  des  surfaces  ^lastiques.    Lionyille  J.  (3)  VL  Soppi. 

Die  Verfasserin  prüft  und  entscheidet,  welche  Potenz  der 
Piattendicke  in  dem  GoefGcienten  n*  der  Terme 


dx*  ^  dx*dy*  ^  dy* 
in  der  Gleichung  der  elastischen  Platten  gesetzt  werden  solL 
Die  bezttglichen  Ansichten  von  Euler,  Lagrange,  Riccati,  Chladni^ 
Poisson,  Navier,  so  wie  ihre  eignen  in  den  „Becberches  sur  la 
throne  des  surfaces  ölastiques.  Paris,  1821^  mitgetheilten  werden 
erwähnt  und  besprochen.  Jener  Coefficient  ist  der  ersten,  zweiten, 
dritten  und  vierten  Potenz  der  Dicke  proportional  gesetzt  V&' 
schiedene  Betrachtungen  f&hren  zu  dem  Resultat,  dass  bei  Mem- 
branen und  Platten  von  constanter  und  variabler  Dicke  nur  die 
vierte  Potenz  der  Dicke  die  Theorie  mit  den  Beobachtungen, 
deren  viele  auch  von  der  Verfasserin  ausgeführt  sind,  in  Ueber- 
einstimmung  lasse. 

In  der  beigegebenen  Note  (S.  60—64)  wird  der  Wortlaut 
des  Briefes  der  Verfasserin  gegeben,  welcher  1823  in  der  Pariser 
Akademie  zur  Verlesung  kam,  und  in  welchem  die  Experimente 
von  Wheatstone  über  die  Schwingungen  metallischer  Platten  mit 
denen  von  Ghladni  verglichen  wurden.  Beide  Arten  von  Experi- 
menten fuhren  bei  schwingenden  Platten  zur  Unterscheidung  yod 
Punkten,  wo  die  Bewegung  am  stärksten  ist,  und  von  Punkten, 
wo  absolute  Ruhe  herrscht;  dagegen  werden  bei  den  Experi- 
menten von  Wheatstone  besonders  jene  Punkte  beachtet,  wdche 
sich  mehr  aus  ihrer  natürlichen  Lage  entfernen,  während  bei 
denen  von  Ghladni  hauptsächlich  jenen  Punkten  Aufmerksamkeit 
geschenkt  wird,  welche  ihre  Anfangslage  beibehalten.  (Siehe  auch 
Seite  14.)  Rs. 


De  Saint-Venant.    Sur  celle  des  d^formations  des  corpe 
soit  ^lastiques,  soit  plastiques,  soit  fluides.  C.  R.  xc.  53-56. 

De  Saint-Venant.     Complöment  k  la  note  sur  la  d^ 
formatioD  des  corps.    0.  B.  XG.  209. 


Oapitel  1.    Moleoalarphysik,  Blastioität  und  Capillarität         729 

Im  Anschluss  an  Herrn  Basars  ^Note  sur  les  difförentes 
branches  de  la  cinömatiqae^  (siehe  F.  d.  M.  XI.  1879.  611—612) 
bemerkt  der  Verfasser,  dass  die  kinematische  Geometrie  auch  die 
Theorie  der  Deformationen  der  Körper  nach  ihren  drei  Dimen- 
sionen und  f&r  alle  Elemente  ihres  Innern  einzuscbliessen  verdiente. 
Caachy  hat  in  seinen  Exercices  de  mathömatiques  II.  1827.  p.  60ff 
(Dicht  .HO)  analytisch  bewiesen,  dass  die  kleinen  Deformationen, 
falls  sie  das  Gesetz  der  Continuität  befolgen,  sieb  in  jedem 
Punkte  auf  drei  Hauptdehnungen  oder  ^  Hauptverdichtungen  in 
drei  orthogonalen  Bichtnngen  zurückführen  lassen,  welche  nach 
den  Deformationen  rechtwinklig  bleiben.  Dies  erkennt  man  auch 
ohne  Rechnung.  Bequemer  ist  es,  für  jeden  Punkt  in  willkür- 
lichen orthogonalen  Bichtnngen  drei  positive  oder  negative  Dila- 
tationen und  drei  Verschiebungen  anzunehmen.  Dagegen  ist  es 
Aufgabe  der  Mechanik,  ihre  Grössen  und  die  Verrückungen  der 
Punkte  bei  elastischen  und  plastischen  Körpern  zu  bestimmen. 
Wenn  man  das  Princip  von  der  Erhaltung  des  Volumenelements 
gelten  lässt  und  einige  Hypothesen  über  die  Vertheilung  der  Ge- 
schwindigkeiten und  die  gegenseitigen  Beziehungen  ihrer  Ablei- 
tungen nach  den  rechtwinkligen  Goordinaten  macht,  kann  man 
gewisse  gleichzeitige  Verrückungen  der  verschiedenen  Punkte 
eines  plastischen  Körpers  kinematisch  bestimmen. 

In  der  zweiten  Mittheilung  erwähnt  der  Verfasser  in  Folge 
eioer  Zuschrift  des  Herrn  Tissot,  dass  dieser  in  den  Nouv.  Ann. 
1878  bewiesen  hat:  Die  Deformation  jeder  Elementarkugel  in 
ein  Ellipsoid,  welche  in  der  ersten  Note  auf  kleine  Deformationen 
beschränkt  zu  sein  schien,  ist  für  beliebig  grosse  richtig,  falls 
sie  nur  von  jedem  Punkte  zu  den  benachbarten  continuirlich  va- 
riiren.  Der  Verfasser  fügt  hinzu,  dass  er  bereits  1864  (Inst.  1614 
p.  389)  einen  geometrischen  Beweis  dafür  gegeben  habe,  ohne 
jene  überflüssige  Beschränkung  zu  machen.  Bs. 


Lbcornu.     Sur   T^uilibre  des   surfaces  flexibles  et  in- 
extensibles.    c.  R.  xöi.  809-812. 

Bei  einer  im  Gleichgewicht  befindlichen  vollständig  biegsamen 
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und  unaasdehnbaren  Fläche,  auf  welche  in  jedem  ihrer  Punkte 
Kräfte  von  der  Grössenordnung  der  entsprechenden  Elemente 
wirken,  sind  in  einem  gegebenen  Punkte  die  tangentialen  Span- 
nungscomponenten  auf  zwei  sich  rechtwinklig  schneidenden  Linien- 
dementen  einander  gleich.  Das  Gesetz  der  Spannangs&ndenmgen 
fttr  die  Elemente,  welche  durch  denselben  Punkt  gehen,  ist  ganx 
analog  dem  Aenderungsgesetze  normaler  Krümmungen.  Warn 
man  von  einem  Punkte  aus  auf  jeder  Tangente  eine  Länge  ab- 
trägt, welche  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  ans  der 
Spannung  ist,  erhält  man  die  Indicatrix  der  Spannungen.  Irgend 
eine  Richtung  und  die  zugehörigen  Spannungen  sind  in  Beni^ 
auf  die  Indicatrix  der  Spannungen  conjugirt.  In  jedem  Punkte 
schneiden  sich  zwei  rechtwinklige  Richtungen,  welche  senkrecht 
zu  den  entsprechenden  Spannungen  sind.  Zwei  ortbogontle 
Curvenschaaren  werden  fiber  die  Fläche  ausgespannt  Die  drei 
notbwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  illr  das  Gldeb- 
gewicht  sind  dann: 

an,         dt     .    ft,-fi,    ,     2t    _ 
dn,  dt         it,-fi,     ,     2t    _ 

A„  Q^  sind  die  reciproken  Werthe  der  normalen  und  der  tangen- 
tialen Krümmung  der  einen  Curvenschaar,  A,,  q^  die  der  anderen 
Gurvenschaar,  T  der  reciproke  Werth  der  den  beiden  Schaareo 
gemeinsamen  Torsion.  F^,  F^,  O  bedeuten  die  Componenten  der 
äusseren  Kraft  nach  den  Tangenten  der  beiden  Curvenschaareo 
und  nach  der  Normalen  der  Oberfläche,  n^  und  n,  sind  die  zn 
den  Curvenschaaren  normten  Componenten  der  Spannung,  t  ist 
die  fttr  beide  Richtungen  gleiche  tangentiale  Spannungseom- 
ponente.  Die  Spannungen  kann  man  aus  den  Gleichungen  nicht 
eliminiren.  Diese  unterscheiden  sich  nur  in  den  zweiten  Gliedern 
von  denen,  welche  die  durch  eine  unendlich  kleine  Deformation 

der  Oberfläche  erzeugten  Variationen  von  -jr-,  -^,  -=•  geben. 
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Die  allgemeine  Lösung  ist  daher  auf  die  UnterBuehungen  un- 
endlich kleiner  Deformationen  zarUckgeftlhrt,  sobald  eine  parti- 
enläre  Lösung  bekannt  ist    Durch  Einftlhrung  der  neuen  Variabeln 

Wl   =  Wj—  -^,      Il2  =  «, g— ,       I    =t Y"^ 

wenn  a  durch  die  Gleichung  bestimmt  ist: 

welche  die  developpabeln  Oberflftchen  ausschliesst,  erhält  man 
den  Satz:  „Die  asymptotischen  Richtungen  sind  zwei  conjugirte 
Richtungen  der  Indicatrix  der  Spannungen'^ ,  oder  anders  aus- 
gedrückt: „Die  in  einer  asymptotischen  Linie  wirkenden  Span- 
nungen sind  Tangenten  an  die  asymptotischen  Linien  des  anderen 
Systems.*^  Die  Gleichungen  ftlr  das  Gleichgewicht  werden  in 
Bezug  auf  diese  asymptotischen  Linien  gegeben,  und  es  wird 
darauf  hingewiesen,  dass  ftr  Regelflächen  die  Trennung  der  Un- 
bekannten unmittelbar  ausgeftihrt  werden  kann. 

Rs. 


G.    Kirchhoff,      üeber    die    TransversalsohwiDgungen 
eines  Stabes  von  veränderlichem  Querschnitt. 

Pogg.  Ann.  (2)  X.  501-512. 

Ist  ein  Abdruck  aus  Berl.  Monatsber.  1879.  815—828.    Siehe 
F.  d.  M.  XI.  1879.  714—716.  Rs. 


E.  Mathieü.     Memoire   sur  les  int^gratioiis  relatives  k 
r^quiiibre  d'^asticit^.    (J.  B.  xc.  739-741. 

Lamö  hat  in  seinen  „Lcfons  sur  la  th^orie  de  Tölasticitä^ 
auf  die  Wichtigkeit  der  Bestimmung  dreier  Coefficientenreihen 
hingewiesen,  auf  welche  er  die  Lösung  des  folgenden  Problems 
zurttckgefilhrt  hat:  ^Das  elastische  Gleichgewicht  eines  recht- 
winkligen Parallelepipedons  zu  bestimmen,  auf  dessen  sechs 
FUehen  gegebene  Normalkräfte  wirken,  falls  diese  auf  entgegen- 
gesetzten Flftcben  symmetrisch  yertheilt  sind.**   Jene  Bestimmung 
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ist  vom  Verfasser  nicht  ausgeführt,  dagegen  ist  eine  Aufgabe 
gelöst,  welche  mit  jener  grosse  Analogie  hat  und  „a  priori  genau 
dieselben  Schwierigkeiten  darzubieten  scheint^  In  diesem  Aus- 
zuge wird  nur  die  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  gegeben: 
„Eine  Function  u  zu  bestimmen,  welche  im  Innern  eines  recht- 
winkligen Parallelepipedons  der  partiellen  Differentialgleichniig 
vierter  Ordnung  JJu  =  0  genügt  und  mit  ihren  ersten  drei  Ab- 

du 

leitungen  endlich  und  stetig  ist,  falls  man  u  und  -j-  Ar  jede 

der  sechs  Flächen  kennt  (dn  ist  das  Element  der  Flächennormale)  * 

Sind  a,  6,  c  die  Seiten  des  Parallelepipedons,  /  =  fr  y  -x  +  tf  » 
so  ist 

u  =  22»m sin r--=-  [AE(k)+B&{h)+CzE(hyDsß{h)] 

OL  O 

+  2  Doppelsummen,  welche  aus  der  vorstehenden 
durch  Buchstabenwechsel  entstehen. 

Die  Summen  sind  über  alle  ganzen  positiven  Werthe  von  n 
und  n*  auszudehnen.  E  und  @  bedeuten  einen  hyperbolischen 
Cosinus  und  Sinus,  A,  B,  C^  D  sind  Goef&cienten.  Es  wird  nor 
noch  angedeutet,  wie  man  aus  dieser  Lösung  das  erwähnte  System 
von  drei  Gleichungen  erhält,  und  mitgetheilt,  welche  vier  Httlfs- 
sätze  bei  der  Lösung  benutzt  sind.  Bs. 


E.  Mathieü.      Sur    r^uilibre    d'ölasticit^    d'un    prisme 
rectangle.    C.  R.  xc.  1272-1274. 

Der  Verfasser  löst  das  im  vorigen  Referat  angegebene  Probleo 
von  Lamö  fbr  zwei  Dimensionen,  um  die  Formeln  zu  vereinfadies, 
obgleich  seine  Betrachtungen  auch  für  den  Fall  von  drei  Dimen- 
sionen anwendbar  sind.  Die  gelöste  Aufgabe  lautet:  „Zwei  ent- 
gegengesetzte Flächen  eines  homogenen  rechtwinkligen  Prismas 
sind  gegen  zwei  parallele  feste  Wände  gestützt.  Auf  die  gaote 
Ausdehnung   der  vier  Seitenflächen   wirken   gegebene   normale 
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Drackkräfte,  und  zwar  sind  diese  auf  jeder  Flftche  längs  einer 
Parallelen  zu  den  vier  Seitenkanten  gleich  gross,  so  wie  über  die 
entgegengesetzten  Seitenflächen  symmetrisch  vertheilt  Man  soll 
die  Deformation  des  Prismas  und  den  von  den  Grundflächen 
desselben  geleisteten  Widerstand  bestimmen.^  Die  normalen 
Druckkräfte  auf  die  Flächen  a;  =  +a  und  y  =  ±6  seien  dar- 
gestellt durch 

fi(y)  =  2SU  cosny,    f,(a?)  =  SAn  cosma?, 

wo  m  =  ^ — ,  n  =  ^r—  ist,  während  p  und  q  ganze  Zahlen  be- 
deuten. Die  Summen  sind  ftlr  alle  positiven  ganzen  Zahlen  von 
0  bis  00  in  Bezug  auf  p  und  q  zu  bilden.  Die  Dilatation  kann 
in  der  Form 

0  =  299mE(my)co8ma;4-2£«£(fM;)co8iiy 

dargestellt  werden ,  so  dass  es  sich  allein  um  die  Bestimmung 
der  Coefßcienten  93m  und  Bn  handelt.  Der  Verfasser  giebt  die 
Werthe  dieser  Grössen  und  bemerkt,  dass  er  sich  von  der  Con- 
yergenz  aller  in  ihnen  vorkommenden  Reihen  überzeugt  hat 

Rs. 


L.  Saalschutz.     Der  belastete  Stab  unter  Einwirkung 
einer  seitlichen  Kraft.   Leipsig.  xeabner. 

Die  Veränderungen  der  Axe  eines  ursprünglich  gerade  und 
senkrecht  stehenden  Stabes,  dessen  unteres  Ende  fest,  und  dessen 
oberes  Ende  einer  Belastung  im  Schwerpunkte  der  Endfläche 
und  einer  in  der  Richtung  einer  Hauptaxe  der  Endfläche  hori- 
zontal wirkenden  Kraft  unterworfen  ist,  wird  untersucht.  Der 
Grenzwerth  der  Belastung  eines  solchen  Stabes  wird  durch  eine 
strengere  Betrachtungsweise  gegeben,  als  dies  bisher  geschehen 
war,  indem  der  vollständige  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 
der  elastischen  Linie  in  die  Rechnung  eingeführt  wird.  Der 
Querschnitt  des  Stabes  oder  der  Feder  wird  so  klein  angenommen, 
dass  derselbe  während  der  Deformation  als  eben  bleibend  be- 
trachtet werden  kann.    In   der  Einleitung  werden  zwei  Beweise 
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dafür  gegeben,  dass  bei  dieser  Annahme  die  Navier'sche  GleidiiiBg 

1  _     M 
Q  ~    WE 

streng  richtig  ist     Ans  der  Voraossetzang  folgt,  dass  die  Te^ 

längerung  der  Stabaxe  als  verschwindend  klein  anznsehoi  i^ 

Im  ersten  Abschnitt  (p.  1 — 34)  wird  zunächst  die  sehr  goioge 

1  d'v 

Biegung  untersucht,  d.  h.  es  kann  =  -j^-  gesetzt  werden, 

Q  ax 

und  wird  dann  die  beschränkende  Voraussetzung  fallen  gelsneo, 
d.  h.  fttr  Qy  den  Krümmungsradius  in  der  Biegungsebene,  der  voll- 
ständige Werth  gesetzt.  Es  folgt  im  zweiten  Abschnitt  (p.  35-159) 
die  Untersuchung  einer  belasteten  Säule  unter  dem  Einflösse  eine 
von  der  Ruhelage  fortgerichteten  (positiven)  oder  einer  zarBIlb^ 
läge  hingerichteten  (negativen)  Horizontalkraft,  von  welchen  Fillai 
der  letztere  besonders  wichtig  ist.  Im  letzten  Abschnitt  (p.  160^ 
wird  angenommen,  dass  auf  den  Stab  statt  einer  Horizontalkiifl 
eine  Kraft  von  anderer,  aber  bestimmte  Bedingungen  erflillender 
Bichtung  einwirkt.  B& 


E.  Warbürg,     üeber  die  Torsion.   Pogg.  Ann.  ®  x.  1344 

Ohne  Rücksicht  auf  die  vom  Verfasser  gegebene  Theorie  der 
Torsion  Pogg.  Ann.  (2)  IV.  232-249,  Freib.  Ber.  VU.  2^K9 
(F.  d.  M.  X.  1878,  671-672  u.  762)  theUt  derselbe  Resultate  b» 
heriger  Versuche  mit  Beim  benutzten  Apparat  befindet  »di  t> 
zwei  Fäden  ein  Körper  K^ ,  in  der  Mitte  zwischen  dai  Fid«i 
hängt  der  zu  prüfende  Draht,  und  dieser  ist  durdi  einra  K5rper 
K^  belastet  K^  und  JT,  sind  so  mit  einander  verbunden,  <Uff 
die  Drehungen  derselben  um  die  gemeinschaftliche  Drehongt^^ 
stets  dieselben  sind.  Das  Torsionsmoment  />,  des  Drahtes  wird 
mit  dem  Directionsmoment  des  bifilar  aufgehängten  Eörpen  ver 
glichen.  Dieser  Apparat  kann  dreifach  benutzt  werden :  1)  Do^ 
Ablenkungsversuche,  2)  durch  Schwingungsversuche  kann  mao 
(0,  :/>,)  bestimmen,  3)  vermag  man  kleine  Aenderungen  desTo^ 
sionsmomentes  zu  beobachten.  Ausgeglühte  Drähte  ans  StaUt 
Eisen,   Kupfer  von  den  Durchmessern  0,3  —  0,5  mm  und  etffi 


Capitel  1.    Molecnlarpbysik«  Blasticitat  und  GapillariUt.         735 

oSO  mm  Länge  worden  untersucht.  Die  statiBcb  bestimmten 
Torsionsmomente  wurden  stets  kleiner  als  die  dynamisch  be- 
stimmten gefunden;  die  Differenzen  steigen  von  1  pro  Mille  ftir 
Stahl  auf  6  p.  M.  für  Eisen  und  28  p.  M.  fbr  Kupfer.  Eine  Ab- 
hängigkeit des  Torsionscoefficienten  von  der  Spannung  hat  sich 
innerhalb  der  Versuchsgrenzen  nicht  ergeben.  Bei  den  Beobach- 
tongen  mit  dem  Eupferdraht  zeigte  sich,  dass  die  Schwingungs- 
dauer mit  der  seit  einer  Spannungsänderung  verflossenen  Zeit 
abnimmt.  Bei  weichen  Eupferdrähten  erstreckte  sich  die  perma- 
nente Torsion  innerhalb  weiter  Grenzen  nahezu  gleichsinnig  über 
den  ganzen  Draht,  bei  ausgeglühten  Eisendrähten  war  dies  nicht 
näherungs weise  der  Fall;  die  grössere  permanente  Torsion  bei 
diesen  bezog  sich  gewöhnlich  auf  eine  kleine  Stelle  des  Drahtes, 
ein  oberhalb  befindliches  Drahtstück  war  gegen  ein  unterhalb 
befindliches  verdreht.  Das  Verhalten  des  Stahls  lag  zwischen 
dem  des  Eisens  und  dem  des  Eupfers.  Eine  eingehende  Unter- 
BQchang  der  permanenten  Torsion  erfolgte  daher  nur  an  Kupfer- 
drähten. Eine  bei  den  permanent  tordirten  Drähten  beobachtete 
Erscheinung  führt  den  Verfasser  zu  der  Annahme,  dass  dort  die 
Materie  in  der  Richtung  der  Hauptdruckaxen  nachgegeben  habe, 
dass  also  in  Folge  der  permanenten  Torsion  der  isotrope  Draht 
ein  anisotroper  geworden  sei,  und  dieser  sich  wie  ein  Krystall 
des  rhombischen  Systems  verhalte,  dessen  Axen  aber  für  ver- 
schiedene Punkte  verschiedene  Richtungen  haben,  und  bei  wel- 
chem der  Orad  der  Anisotropie  von  der  Drahtaxe  nach  aussen 
wachse.  Die  Deformation  wird  bestimmt,  welche  ein  longitudi- 
naler  Zug  bei  einem  Element  eines  solchen  Drahtes  erzeugt.  Es 
wird  gefunden,  dass  durch  den  longitudinalen  Zug  K  ausser  der 
Dilatation  in  der  Richtung  des  Zuges  und  den  Gontractionen  in 
mm  Zuge  senkrechten  Richtungen  eine  Schiebung 

K   E,^E, 


%'  = 


2      £,£3 


eintritt  £,  und  £3  sind  die  Elasticitätscoefficienten  für  die  Rich- 
tung, in  welcher  die  permanente  Dehnung  stattgefunden  hat,  und 
ftar  die  Richtung,  in  welcher  die  permanente  Gompression  einge- 
treten ist.     Die  Versuche  bestätigen,  dass  die  Schiebung  propor- 


736  ^^'  Absohoitt    Mathemfttische  Physik. 

tional  mit  K  ist,   und   aus   ihnen   kann   man   scUieeMt, 
£,>£,  ist.  ^ 


H.  G.  Zeuthen.    Grafisk  Behandling  af  en  Bjaelkei 

vaegelige   ßelastning.    Teko.  Foreo.  Tidsskr.  1880 

Bei  der  Betrachtung  beweglicher  Lasten,  weldie  ib 
änderlicher  Entfernung  von  einander  über  einen  Balken 
gleiten,  wurde  bisher  nach  Gulmann's  Vorgange  das  SeOpolyi 
dieser  Lasten  unveränderlich  aufgezeichnet  und  die  S\ 
auf  demselben  verschoben.  Hier  wird  umgekehrt  die 
länge  festgelegt  und  untersucht,  in  welcher  Weise  sich  die 
und  Seilpolygone  verschieben.  Zunächst  vnrd  die  Samoe 
rechts  von  einem  bestimmten  Querschnitte  wirkenden  Eiiftt 
Eraftsumme  bezeichnet  und  das  Polygon  (resp.  Curve),  wdei^ 
die  in  jedem  Punkte  errichteten,  die  Eraftsumme  dareteDeoda 
Ordinaten  begrenzt,  als  Eraftsummen-Polygon.  Der  zwueheo  iß 
linken  Grenzordinate  und  der  betrachteten  liegende  Thal  dies» 
Polygonfläche  stellt  alsdann  das  Moment  der  Belastung  an  dieser 
Stelle,  also  die  Ordinate  des  Seilpolygons  dar. 

Zunächst  werden  zwei  Einzellasten  betrachtet  Das  Kiaft^ 
Summenpolygon  hat  Treppenform;  der  Schnitt  des  Balkens,  wel- 
cher seine  Länge  nach  dem  Verhältnis  der  Eräfte  tbeilt,  beott 
ein  unveränderliches  Moment,  so  lange  die  Eräfte  xn  beidei 
Seiten  desselben  stehen.  Die  mittlere  Seite  des  Seilpolvgon 
dreht  sich  in  Folge  dessen  um  den  unveränderlichen  En^vak 
dieser  Ordinate,  während  ihre  Endpunkte  Parabelbogeo  beseluei 
ben,  die  sich  im  Drehungspunkte  schneiden.  Durch  Aoadehniisi 
dieser  Betrachtungsweise  auf  mehr  als  zwei  Eräfte  bis  xnr  eoo 
tinuirlichen  Belastung  ergiebt  sich  eine  verhältnismässig  ein&eb 
Methode,  ftlr  jeden  einzelnen  Schnitt  sein  Maximaimoment  s 
finden.  Bn. 
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G.  CuRiONi.  Salla  equazione  dei  momenti  inflettenti 
nelle  sezioni  corrispondenti  a  tre  appoggi  succes- 
sivi   di  uno  trave  prismatica  caricata  perpendicolar- 

mente   al   SUO   asse.    Atti  di  Torino  XV.  775-785. 

EntwickeluDg  der  Formeln  fttr  die  Momente  und  die  Durch- 
biegungen (Elasticitätslinie)  eines  Balkens  auf  mehr  als  zwei 
StQtzen.  Zunächst  wird  fttr  eine  Oeffnung  die  allgemeine  Formel 
aufgestellt,  demnächst  fUr  zwei  benachbarte  Oeffnungen,  in  deren 
jeder  eine  einzelne  Last  angreift,  dann  derselbe  Fall  fttr  Lasten  be- 
handelt, welche  auf  gewisse  Strecken  gleichförmig  vertheilt  sind. 
Diese  allgemeine  Formel,  welche  zuerst  von  Bresse  aufgestellt 
wurde,  ist  hier  auf  abweichende  Art  abgeleitet;  sie  geht,  wenn 
diese  Lasten  sich  ttber  die  ganze  Länge  der  Oeffuungen  ausdeh- 
nen, in  die  bekannte  Clapeyron'sche  ttber.  Bn. 


8.  P^Rissi:.  Des  causes  qui  tendent  ä  gaucbir  las 
poutres  des  ponts  en  fer,  et  des  inoyens  de  caiculer 
ces  poutres,  pour  rösister  aux  efforts  gauchissants. 

0.  R.  XC.  1410-1413. 

Die  fbr  Berechnung  der  eisernen  Balken  und  Brttcken  ttb- 
lichen  Formeln  gehen  von  der  Voraussetzung  aus,  dass  die  Sym- 
metrieaxe  des  Balkenquerschnittes  immer  vertical  bleibt.  Ver- 
fasser giebt  zwei  Ursachen  an,  welche  tordirend  wirken,  1)  die 
Art  der  Befestigung  der  Querstttcke  und  2)  die  Beanspruchung  des 
oberen  Flansches  auf  Zerknickung.  Verfasser  giebt  die  Formel 
fbr  die  Beanspruchung  der  erforderlichen  Versteifungen  und  die 
Maximallänge,  welche  der  obere  Flansch  ohne  Versteifung  nicht 
überschreiten  darf.  Bn. 


H.  R^SAL.      De    Finfluence    de    la   temp^rature    et    de 
r^Iasticit^  sur  les  cäbles  des  ponts  suspendus. 

0.  B.  XO.  149-153. 

Verfasser  berechnet  erst  die  Variationen  der  Spannung  der 
Kette  und  die  Senkungen,  welche  durch  Temperaturänderungen 

Foruohr.  d.  Math.  XII.  3.  47 
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hervorgebracht  werden,  sodann  dieselben  Grössen  in  Folge  Ter- 
änderter  Belastang.  Die  gefundenen  Formeln  werden  sehr  einfach 
durch  die  Vernachlässigung  der  vierten  Potenz  der  Tangente  des 
Neigungswinkels  gegen  den  Horizont.  Bd. 


S.  Canevazzi.      Sopra  alcune   formole    della  resistenza 

dei   materiali.    Mem.  di  Hol.  (4)  I.  643-657. 

Entwickelung  der  Formeln  für  den  continuirlichen  Balken 
auf  graphischem  Wege.  In  den  Normalen  der  beiden  StQtxen, 
welche  das  betrachtete  Balkenstttck  begrenzen,  werden  die  tber 
den  Stützen  vorhandenen  Momente  als  gerade  Linien  aufgetragen 
und  zwischen  ihren  Endpunkten  das  Seilpolygon  der  in  der  Oeff- 
nung  vorhandenen  Kräfte  gezeichnet  Um  das  Momentenpolygon 
zu  zeichnen,  werden  die  beiden  Sttttzenmomente  resp.  die  6^ 
wichte  der  entsprechenden  Dreiecke  als  in  den  Schwerpankteo 
wirkend  gedacht,  ebenso  das  Gewicht  des  Seilpolygons.  Man 
•erhält  so  ein  Seilpolygon  zweiter  Ordnung,  dessen  Anfangs-  nnd 
Endseite  denselben  Winkel  mit  der  Horizontlinie  bilden,  wie  die 
elastische  Linie  des  Balkens,  natürlich  vergrössert  Aus  dieser 
Figur  ergeben  sich  dann  für  die  verschiedenen  Fälle  ziemlich 
einfach  die  in  „Grasshof,  Theorie  der  Elasticität  nnd  Festigkeit- 
analytisch  entwickelten  Formeln.  Bn. 


fjösungen  von  Aufgaben  aus  der  Elasticitätslelire  von 
A.  Martin,  Matz,  T.  R.  Terry,  A.  McMurcht,  Towns- 
END,  J.  J.  Walker,  J.  E.  A.  Steggall,  D.  Edwardbs, 

WOLSTENHOLME,   GeNESE   finden   sich    Bdac.  Times  XX Xül 
18-19,  24-25,  25-26.  53-54,  80-81,  84-86,  105-106,  114-115. 

0. 

P.  M.  Heringa.  Consid^rations  sur  la  thöorie  des  ph^o- 
m^nes  capillaires.    Arch.  N6eri.  xv.  124-Id4. 

Siehe  F.  d.  M   X.  1878.  p.  677.  G. 
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E.  Roger.     Theorie  des  phönomfenes  capillaires  (5*  me- 
moire).   Extrait  par  l'auteur.    0.  B.  xo.  908-910 

Der  kurzen  Inhaltsangabe  sei  entnommen:  Im  ersten  Theile 
werden  die  allgemeinen  Formeln  für  die  gegenseitige  Anziehung 
zweier  Umdrehungsflächen,  die  einen  Parallelkreis  gemein  haben, 
aufgestellt,  wenn  die  Intensität  der  anziehenden  Kräfte  sehr 
gchnell  mit  der  Entfernung  abnimmt.  Für  den  Fall,  dass  der 
Parallelkreis  ein  Aequator  ist,  wird  die  Resultante  R  der  gegen- 
seitigen Anziehung  für  die  Längeneinheit  des  Acquators  gegeben. 
Nehmen  die  Kräfte  mit  der  Entfernung  so  schnell  ab,  dass  man 
nur  die  beiden  ersten  Glieder  der  ftlr  R  erhaltenen  Reihe  zu 
berücksichtigen  braucht,  und  erftlllen  die  Flächen  gewisse  Bedin- 
gungen, so  reducirt  sich  die  Resultante  auf  ein  einziges  Glied. 
Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  die  eine  Fläche  eine  Kugel  und  die 
andere  ein  der  Kugel  umschriebener  Cylinder  ist.  Im  zweiten 
Theile  wird  bewiesen,  dass  das  Product  der  gehobenen  Höhe  h 
UDd  des  Durchmessers  D  der  Röhre  constant  ist,  wenn  di^ 
Flüssigkeit  sich  in  der  Röhre  frei  erhebt,  da  dann  der  kugel- 
förmige Meniscus  die  cylindrische  Wand  tangential  zu  berühren 
strebt.  Der  dritte  handelt  vom  Molecularanziehungsgesetz.  Mit 
einer  gewissen  Einschränkung  ist  die  Wirkung  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Entfernung;  es  ist  nämlich  so,  als  ob 
um  jedes  Molecül  ein  absorbirendes  Mittel  vorhanden  wäre.  Das 
Anziehungsgesetz  wird  in  der  Form 

i  f 

nß)  = 


tc    " 


gegeben,  wo  c  die  Basis  der  hyperbolischen  Logarithmen,  t  eine 
willkürliche  Gonstante,  0  eine  Function  der  Entfernung  A  ist. 
Das  Gravitationsgesetz  entspricht  dem  Falle  Q  =  0. 

Rs. 


4^  ih 


740  ^^'  Abschoitt.    Mathematische  Physik. 

P.  Volkmann.  Ueber  den  Einfluss  der  Krümmang  der 
Wand  auf  die  Constanten  der  Capillarität  bei  benetzen- 
den Flüssigkeiten.  Pogg.  ado.  (2)  xi.  177-210. 
Der  Annahme  yon  Laplace,  Poisson  und  Granss«  dass  die 
Molecularkräfte  nur  in  fQr  uns  unmessbar  kleinen  EntfemungeD 
wirken,  scheinen  die  von  Simon  und  Wilhelmy  gemachten  Beob- 
achtungen bei  benetzenden  Flüssigkeiten  an  ebenen  und  ge- 
krümmten Wänden  zu  widersprechen.  Die  Discussion  dieser  Ver- 
suche führt  den  Verfasser  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Abweichungen 
zwischen  der  Theorie  und  diesen  Beobachtangen  fehlerhaften  Be- 
stimmungen zugeschrieben  werden  können.  Daher  hat  der  Ver- 
fasser Messungen  über  die  Steighöhe  in  Capillarröhren  und  zwi- 
schen ebenen  Platten  analog  ausgeführt,  wie  es  Simon  geüun 
hat.  Als  besonders  geeignete  Flüssigkeiten  erwiesen  sieh  Klaoen- 
fett  und  Alkohol,  da  diese  eine  grosse  Gonstanz  in  der  CapUUri- 
tätsconstanten  zeigten.  Aus  den  mit  diesen  Flüssigkeiten  ao^e- 
führten  Experimenten  gewinnt  der  Verfasser  die  Resultate :  ^Die 
Beobachtung  der  Steighöhe  zwischen  parallelen  Platten  ftibrt  za 
der  von  Plateau  1852  gemachten  Annahme  einer  constanten 
Wandschicht,  an  welcher  die  Flüssigkeit  emporsteigt  Die  Dicke 
dieser  Schicht  ist  für  die  beiden  Flüssigkeiten  bei  Platten  and 
Röhren  0,004  mm.  Insofern  man  die  bei  Elauenfett  und  Alko- 
hol gefundenen  Resultate  auf  andere  benetzende  Flüssigkeiten 
ausdehnen  darf,  ist  der  Einfluss  der  Krümmung  der  Wand  auf 
die  Capillaritätsconstanten  bis  auf  0,002  ihres  Werthes  nicht  nach- 
weisbar." Rs. 


Capitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

E.  Mercadier.     Sur  la  d^termination  des  ^l^ments  d*nn 

mouvement  yjbratoire.     Almeida  J.  IX.  41-48,  217-227,  282-2S9. 

Bei   der  Auseinandersetzung  experimenteller  Methoden  xor 
Bestimmung  der  Amplitude,  Schwingungsdauer  und  Phase  einer 
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SchallbewegUDg  bespricht  der  Verfasser  ausfQbrlicb  die  Zusam- 
mensetzaog  zweier  einfacher  gleichgerichteter  SchwiogungeD  von 
derselben  Amplitude,  aber  verschiedener  Schwingungsdauer. 

Wn. 


0.  TüMLiRz.     Ueber  die  Fortpflanzung  von  Kugel-  und 
Cjlinderwellen  endlicher  Schwingungsweite.    Wien.  Ber. 

LXXXII. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4  B.  p.  692. 


Am A6AT.     Note  sur  l'^quation  -^  =  o*  -^-r  qui  conduit 
ä  Texpression  tb^orique  de  la  vitesse  du  son. 

Almeida  J.  IX.  56-59. 

Die  oben  genannte  Differentialgleichung  wird  gewöhnlich 
unter  Annahme  des  Mariotte'schen  Gesetzes  hergeleitet,  und  erst 
nachträglich  wird  der  theoretische  Werth  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit a  durch  Berücksichtigung  der  durch  die  Conden- 
sation  entstehenden  Erwärmung  corrigirt.  Diese  nachträgliche 
Correction  kann  man  vermeiden,  wenn  man  statt  des  Mariotte'- 
schen Gesetzes  von  vorne  herein  die  Laplace'sche  Formel  an- 
nimmt 


p.t''  =  p'.t?'^ 


Wn. 


R.  A.  Me£s.     De  voortplanting  van  vlakke  geiuidsgolven 
in    gassen   volgens  de  kinetische  gastheorie.     Versl.  en 

MededeeL  XV.  394-425. 

In  dieser  Abhandlung  wird  die  Fortpflanzung  ebener  Schall- 
wellen in  Gasen  nach  der  kinetischen  Gastheorie  untersucht.  Im 
ersten  Theile  werden  die  Anschauungen,  welche  man  auf  experi- 
mentellem und  theoretischem  Wege  über  die  Art  der  Wellenbe- 
wegung erhalten  hat,  in  die  Sprache  der  kinetischen  Gastheorie 
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übersetzt  und  die  Bediogungen  angegeben,  denen  der  Bew^ong»- 
zustand  der  Schallwellen  genügen  muss.  Der  Einfachheit  halber 
beschränkt  sich  der  Verfasser  auf  ebene  Schallwellen  aod 
schlägt  bei  deren  Behandlung  ungefähr  denselben  Weg  ein,  den 
Clausius  in  seiner  Wärmetheorie  benutzt  hat.  Im  zweiten  Tbdl 
wird  untersucht,  ob  der  angenommene  Bewegungszustand  ein 
solcher  ist,  welcher  sich  selbst  erhält,  und  weiter,  ob  man  ans 
dem  Bewegungszustand,  wie  derselbe  in  einem  gegebenen  Augen- 
blicke auf  einer  bestimmten  Stelle  in  der  Schallwelle  vorband^ 
ist,  beweisen  kann,  dass  er  die  noth wendige  Folge  d^  Bew^ 
gungszustände  ist,  welche  in  früheren  Momenten  in  den  yersdue- 
denen  Theilen  der  Schallwelle  vorhanden  waren.  In  dieser  Hin- 
sicht ist  das  Resultat,  das  der  Verfasser  erhält,  nach  seiner  ei^ 
neu  Erklärung  nicht  befriedigend.  Als  Grund  davon  giebt  er 
an,  dass  bei  der  analytischen  Untersuchung  allen  Moleeflien, 
welche  durch  eine  Schicht  ausgestossen  werden  oder  gleichzeitig 
in  einer  Schicht  sich  befinden,  dieselbe  Geschwindigkeit  zöge- 
theilt  wird,  während  in  Wirklichkeit  die  Geschwindigkeit  der 
verschiedenen  Molecüle  sehr  verschiedene  Werthe  besitzt  Führt 
man  diese  verschiedenen  Geschwindigkeiten  nach  dem  G^etze 
von  Maxwell  ein,  so  werden  die  Rechnungen  so  complidrt,  dt» 
die  mathematischen  Schwierigkeiten  sich  als  unüberwindlich  er- 
weisen. Doch  hält  es  der  Verfasser  für  wahrscheinlich,  dass, 
wenn  die  Sätze  der  kinetischen  Gastheorie  vollkommen  streng 
angewendet  werden  könnten,  der  angenommene  Bewegungszostand 
der  Schallwellen  in  Gasen  mit  diesen  Sätzen  gänzlich  in  Deber- 
einstimmung  sein  werde.  G. 


A.     Kneser.       Ueber     atmosphärische     Schallstrahlen- 
brechung.   Pogg.  Ann.  (2)  XI.  516-522. 

Die  Aenderung  der  Temperatur  der  Luft  mit  der  Höhe  be- 
dingt auch  eine  Aenderung  der  Schallgeschwindigkeit  Die 
Schallstrahlen,  welche  successive  verschiedene  Luftschichten  darch- 
dringen,  werden  daher  fortdauernd  gebrochen.    Ist  t^  der  Winkel 
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den  ein  Strahl  mit  der  Verticalen  bildet,  t  der  zugehörige  ge- 
brochene Winkel,  r  und  v^  die  zugehörigen  Schallgeschwindig- 
keiten, so  ist 


.  .         sint  t?  y\  +  at 


wobei  a  der  thermische  Ausdehnungscoefficient,  t  die  Temperatur 
bezeichnet.    Aendert  sich  t  continuirlicb,  so  dass 

(2)        '  =  '.  +  f' 
nnter  x  die  (yerticale)  Abscisse  verstanden,  so   ergiebt  Glei- 
chung (l),  zusammen  mit  --—-  =  tgt,  die  Differentialgleichung 

der  krummlinigen  Bahn  der  Schallstrahlen.  Diese  Gleichung 
wird  integrirt  und  daraus  durch  Discussion  einige  Folgerungen 
gezogen,  die  zur  Erklärung  des  von  Tyndall  beobachteten  Fac- 
tums  dienen,  dass  der  Hörbarkeitskreis  des  Schalls  mit  der  Höhe 
varürt  Wn. 


NiBMöLLBR.     Ueber  die  Schwinguugen  einer  Saite,  deren 
Spannung  eine  stetige  Function  der  Zeit  ist. 

Schlomilch  Z.  XXY.  44-48. 

In  der  bekannten  Differentialgleichung  fOr  die  Schwingung 
einer  Saite  wird  die  constante  Spännung  durch  eine  solche  er- 

setzt,  die  proportional  ist  tf  .  Dann  ist  die  dem  Grundton  ent- 
sprechende Schwingung  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

f  =  F(08in(^), 

1 

wobei  J  die  Bessersche  Function  ^  c  eine  gewisse  Constante  ist. 
Das  allgemeine  Integral  der  behandelten  Differentialgleichung 
besteht  aus  einer  Summe  von  Gliedern  der  obigen  Form,  wobei 
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nur  tic  und  —    an  Stelle  von  c  and  l  treten.    Die  Besaltate  flir 

n 

ju  =  1  werden  ausführlicher  discutirt.  Wo. 


W.  Voigt.     Theorie  des  leuchtenden  Punktes.  BorchardtJ. 

LXXXIX..  288-321. 

G.  Kirchhoff.     Bemerkung  zu  dem  Aufsätze:  „Theorie 
des  leuchtenden  Punktes.^    Borchardt  J.  xc.  34-38. 

Um  das  Gesetz  zu  ermitteln,  nach  welchem  sich  die  Schwin- 
gungen, die  ein  leuchtender  Punkt  in  einer  bestimmten  Richtung 
ausf&hrt,  nach  allen  Seiten  hin  fortpflanzen,  behandelt  Herr  Voigt 
die  folgende  Aufgabe:  »In  einem  unbegrenzten  elastischen,  aber 
incompressiblen  Medium  (Aether)  befindet  sich  eine  Engel,  id 
deren  Oberfläche  die  anliegenden  Aethertheilchen  fest  haften,  bo 
dass  hier  keine  relativen  Verschiebungen  stattfinden.  Es  soll 
die  Bewegung  des  (ursprünglich  ruhenden)  Mediums  bestimmt 
werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Kugel  gegebene  qd- 
endlich  kleine  Schwingungen  macht,  die  aber  unabhängig  sind 
von  der  geographischen  Länge  auf  derselben.^  Alle  mögüeheo 
gegebenen  Schwingungen  der  Kugel  lassen  sich  auf  die  beiden 
Fälle  reduciren,  dass  die  Kugel  entweder  um  einen  ihrer  Dorcfa- 
messer  sich  dreht,  oder,  ohne  sich  zu  drehen,  in  gerader  Linie 
hin-  und  hergeht.  Für  beide  Fälle  wird  die  Bechnung  gesondert 
durchgeführt.  Im  ersten  Falle  entstehen  durch  die  Rotation  der 
Kugel  um  einen  ihrer  Durchmesser  auch  nur  Rotationen  der 
Theilchen  des  Mediums  um  dieselbe  Axe.  Die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung, der  die  Winkelgeschwindigkeit  genügt,  wird  anf 
räumliche  Polar coordinaten  transformirt;  und  da  man  allen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen  kann,  indem  man  die  Winkel- 
geschwindigkeit von  der  Poldistanz  unabhängig  annimmt,  so 
bleiben  in  der  Differentialgleichung  nur  die  Zeit  und  der  Abstand 
vom  Kugelmittelpunkte  als  unabhängige  Variabele.  Die  Glei- 
chung wird  weiter  auf  neue  Variable  ^,  ij  transformirt,  so  dass 

von    zweiten  Diflferentialquotienten   nur    ^^.^     vorkommt;  nnd 
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auf  die  transformirte  Gleichung  wird  dann  ein  analoges  Verfahren 
angewandt,  wie  es  zuerst  von  Riemann  in  seiner  Abhandlung 
„Ueber  die  Fortpflanzung  ebener  Luftwellen  von  endlicher  Schwin- 
gungsweite^ (Riemann,  Gesammelte  Werke  p.  145)  benutzt  ist. 
Das  80  ermittelte  Resultat  wird  unter  einer  speciellen  Annahme 
Bber  den  Anfangsznstand  weiter  discutirt,  wodurch  sich  bemer- 
kenswerthe  Resultate  ergeben,  die  unsere  Vorstellung  über  die 
Ausbreitung  der  Schwingungen  eines  leuchtenden  Punktes  modi- 
ficiren ,  die  jedoch  keinen  Einfluss  auf  die  Anwendungen  haben, 
die  man  in  der  Optik  yon  der  Wirkung  eines  leuchtenden  Punktes 
macht,  da  diese  Anwendungen  stets  den  Zustand  in  sehr  grosser 
Entfernung  yon  der  Lichtquelle  benutzen,  und  ohne  ihn  mit  dem 
Zustand  der  Lichtquelle  direct  zu  vergleichen. 

Complicirter  wird  das  Problem,  wenn  die  Kugel  gegebene 
geradlinige  Schwingungen  ausführt.  Durch  derartige  Schwingungen 
entsteht  in  jedem  ausserhalb  der  Kugel  gelegenen  Theilchen  des 
Mediums  eine  Verrückung,  die  nicht  der  Scbwingungsrichtung 
parallel  ist.  Die  beiden  Gomponenten  dieser  Verrückung  parallel 
und  senkrecht  zur  Schwingungsrichtung  hängen  von  einer  H Ulfs- 
veränderlichen ab;  die  für  letztere  geltende  Differentialgleichung 
wird,  wie  oben,  auf  räumliche  Polarcoordinaten  transformirt  und 
die  Lösung  der  Differentialgleichung  dann  in  eine  nach  Kugelfunc- 
tionen  der  Poldistanz  fortschreitende  Reihe  entwickelt  Die 
CoefBcienten  der  einzelnen  Glieder  der  Reihe  genügen  nun  einer 
partiellen  Differentialgleichung  mit  nur  zwei  unabhängigen  Va- 
riabein, die  sich  wieder  nach  der  Riemann'schen  Integrations- 
methode behandeln  lässt.  Aus  der  Hülfsveränderlichen  ergeben 
sich  dann  mit  Berücksichtigung  der  Incompressibilitätsbedingung 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit,  ebenfalls  in  Reihen  von 
Kugelfunctionen  entwickelt  Für  den  physikalisch  allein  inter- 
essanten Fall,  dass  die  Kugel  wie  eine  starre  oscillirt,  verschwin- 
den in  dem  Ausdruck  für  die  Hülfsveränderliche  alle  Glieder  mit 
Aosnahme  derjenigen  mit  dem  Index  1  der  Kugelfunction.  Das 
schliesslich  sich  ergebende  Resultat  zerfällt  in  zwei  Theile,  deren 
einer  eine  mit  endlicher  Geschwindigkeit  sich  ausbreitende  Be- 
wegung darstellt,  die  aber  der  Art  nach  nicht  mit  der  gewöhn- 
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liehen  Annahme  ttbereinstimmt,  während  der  zweite  Theil  eine 
mit  unendlicher  Geschwindigkeit  sieb  ausbreitende  Bewegung 
repräsentirt  Der  letztere  Term  ist  die  Folge  davon,  daas  sieh 
die  durch  die  Bewegung  der  Kugel  yeranlasste  DrudLftnderung 
momentan  durch  das  ganze  Medium  fortpflanzt.  Der  Anfratz 
schliesst  mit  einer  genaueren  Discussion  der  oben  erwähnten  Be- 
wegung. In  beträchtlicher  Entfernung  yon  der  Kugel  werden 
die  Schwingungen  (die  im  Allgemeinen  elliptisch  sind)  linear 
und  senkrecht  zum  Radius.  Die  Wellenlänge  ist  nahexa 
constant. 

Herr  Kirchhoff  zeigt,  dass  zur  Lösung  der  yon  Herrn  Voigit 
behandelten  Aufgabe  die  Methode  anwendbar  ist,  die  er  in  seiner 
,,Mechanik^  (Vorlesung  23,  §4)  benutzt  hat,  um  die  Bewegung 
einer  incompressiblen  Fltlssigkeit  zu  bestimmen,  die  durch  lu- 
endlich  kleine  Bewegungen  einer  in  dieser  befindlichen  starres 
Kugel  heryorgemfen  wird ;  und  dass  diese  Methode  auch  in  dem 
optischen  Problem  yiel  schneller  zum  Ziele  ftthrt,  als  der  ?od 
Herrn  Voigt  eingeschlagene  Weg.  Ohne  Polarcoordinaten  eius* 
führen,  drückt  Herr  Kirchhoff  die  elastischen  Verrttckungen  «,  0, « 
nach  dem  Vorgange  yon  Glebsch  (Grelle  LXI.)  durch  yier  andere 
Grössen  P,  (7,  F,  W  aus: 

u  = 


dP      dW      dV                BP    .    du 
dx        dy         ö»  '        ~    dy        di 

BW 

dx' 

dP   ,    dV       du 
*  =    öa  +  ax        dv' 

Diese  yier  Httlfsgrössen  genügen  alle  einer  Gleichung  yon  der 
Form 

^  =  C.Jtp, 

nur  dass  bei  P  für  C  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a  der 
longitudinalen ,  bei  U,  Vj  W  dagegen  diejenige  b  der  transrer- 
salen  Wellen  zu  nehmen  ist  Auf  den  ersten  der  yon  Voigt  be- 
handelten Fälle  kommt  man,  wenn  man 


1 


i>  =  0,     f/  =  0,     F  =  0,     W=  y  F(r-ftl),     r  =  >V+y*+- 
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annimmt.     Die  OrenzbediDgang  fttr  die  Kugelflftohe  r  =  R  wird 

^^  =  f(i) 

^^  f  gegeben.    Hieraus   bestimmt  sich   leicht   die   unbekannte 

1  ßW 
Function  Fy  und  man  erhält  ftlr  den  Drebungswinkel  — ^  den 

von  Herrn  Voigt  ermittelten  Werth. 
Im  zweiten  Falle  setzt  man 

'=#.   "»f-    "»-W.   ^  =  0' 

Die  Grenzbedingungen  bestehen  hier  darin ,  dass  fttr  r  =  A 
i«  =  0,  t  =  0,  iD  =  f(t)f  wo  wieder  f  gegeben  ist.  Diese  Be- 
dingungen reichen  aus,  um  die  unbekannten  Functionen  F,  G  zu 
bestimmen;  allerdings  wird  die  Rechnung  complidrter  als  im 
Torigen  Falle.  Die  Resultate  sind  hier  allgemeiner,  als  die  von 
Herrn  Voigt,  insofern  der  letztere  von  vorneherein  das  Medium 
als  incompressibel^  also  a  =  oo  annimmt,  während  hier  a  be- 
liebig bleibt.  Wn. 


W.  Voigt.     Zur  Fresnerschen  Theorie  der  Diffraction. 

Borcbardt  J.  LXXXIX.  322-331. 

Die  vorliegende  Arbeit  behandelt  auf  kürzerem  Wege  das- 
selbe Problem,  das  eine  frühere  Arbeit  desselben  Verfassers  (cf. 
F.  d.  M.  X.  1878,  p.  702)  auf  umständlicherem  Wege  gelöst 
hatte,  nämlich  die  Ableitung  der  Orundgleichung  der  Diffractions- 
erscheinungen  aus  der  Elasticitätstheorie.  Zunächst  wird  kurz 
erörtert,  dass  der  Fehler  FresnePs  in  einer  falschen  Berechnungs- 
art  der  Wirkung  einer  leuchtenden  Fläche  liegt,  oder  noch  allge- 
meiner in  der  Unhaltbarkeit  des  Princips  von  der  Coexistenz 
kleiner  Bewegungen  in  der  gewöhnlichen  Form.  Sodann  wird 
gezeigt,  dass  sich  das  Problem  der  Diffraction  für  den  Fall,  wo 
das  aus  grosser  Entfernung  kommende  Licht  durch  eine  in  einem 
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ebenen  Schirm  befindliche  Oeffnung  hindurchgeht,  während  der 
Schirm  normal  zur  Richtung  der  Lichtstrahlen  ist,  durch  das 
folgende  ersetzen  läset,  indem  man  die  Punkte  der  Oefifnung  als 
leuchtend  substituirt:  Es  ist  zu  bestimmen  der  Sehwingongs- 
zustand  im  Mittelpunkte  einer  Kugel,  wenn  derselbe  f&r  ihre 
Oberfläche  als  Function  der  Zeit  gegeben  und  im  Anfang  io 
ganzen  Innern  der  Kugel  Ruhe  ist.  Dies  Problem  wird  folgendo-- 
massen  behandelt  Ist  das  Medium  incompressibel ,  so  genügt 
jede  der  Componenten  der  Verrückung  der  Gleichung 

Man  transformire  diese  Gleichung  auf  räumliche  PolarcoordintteB 
und  betrachte  nur  den  Mittelwerth  von  f  auf  einer  um  den  An- 
fangspunkt beschriebenen  Kugelfläche  (den  gesuchten  WerA  na 
Anfangspunkte  kann  man  auch  als  einen  solchen  Mittelwerth  ftr 
eine  unendlich  kleine  Kugel  ansehen).  Dieser  Mittdwerth  ist 
nur  von  der  Zeit  und  dem  Kugelradius  abhängig;  die  fftr  deo- 
selben  geltende  Differentialgleichung  lässt  sich  nach  der  Riemann'- 
schen  Methode  (cf.  das  vorige  Referat)  behandeln  und  filbit, 
wenn  man  den  gegebenen  Schwingungszustand  der  Oeffnung  als 
eine  einfache  periodische  Function  der  Zeit  annimmt,  auf  die 
Fresnersche  Diffractionsgleichung,  aber  mit  der  richtigen  Phase 

Td.  h.  ohne  die  falsche  FresneFsche  Phasenverzögerung  von  — J- 

In  einem  Zusätze  wird  gezeigt,  wie  ausserordentlieh  kan 
sich  durch  die  hier  angewandte  Methode  das  allgemeine  ProUem 
lösen  lässt,  den  Zustand  eines  unbegrenzten  Mediums  zu  bestim- 
men,  wenn  in  demselben  zu  Anfang  beliebige  Verrtlckungen  und 
Geschwindigkeiten  vorhanden  sind,  aber  sonst  keine  Kräfte  wirken. 

Wn. 


E.  Maiss.     Eine  graphische  Methode,    die  Entstehung 
des  Kern-  und  Halbschattens  zn  erklären.    Zeiuchr.  t 

d.  Realsch.  V.  10-15. 

Das  Verfahren  selbst  bietet  nichts  besonders  Neues,  soweit 
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es  sich  aof  die  zeichnende  Darstellung  *  der  Schattenverhältnisse 

ftir  Schalzwecke   beschränkt    Sodann   aber   tritt  der  Verfasser 

auch  in  die  analytische  Behandlung  der  Frage  ein  und  stellt  fllr 

die  Beleuchtnngsintensität  Bp  irgend    eines  Punktes  auf  dem 

Schirme  die  Formel 

B      /'V' 
Bp  =  -^  /     eos*(fd(p 

auf,  welche  er  einer  Discussion  unterzieht.  q>  ist  hier  der  Ein- 
fallswinkel,  Bf,  die  Intensität  ftlr  den  Einfallswinkel  Null,  r  die 
Entfernung  zwischen  dem  leuchtenden  und  dem  beleuchteten 
Punkt  (resp.  Flächenelemente),  d  ist  mit  r  durch  die  Gleichung 
rf  =  rcos9>  verknüpft  und  repräsentirt  sonach  die  kürzeste  Ent- 
fernung der  als  Lichtquelle  yorausgesetzten  leuchtenden  Geraden 
vom  Schirme.  Gr. 


GouY.     Sur  la  propagation  de  la  lumi^re.  c.  B.  xoi.  877-880. 
A.  CoRNU.     Sur  la  vitesse  de  propagation  de  la  lumi^re. 

C.  B.  XOI.  1019-1024. 

Herr  Gouy   meint,    die   Fortpflanzungsgeschwindigkeit    des 

Lichtes  in  einem  dispergirendem  Medium  sei  nicht,  wie  mau  all- 

X 
gemein  annimmt,  -=-,  sondern  gleich 


i-i 


<t) 


T  dl 

Herr  Comu  deckt  den  Fehler  in  der  Schlussweise  des  Herrn 
Gouy  auf,  der  von  einem  willkürlich  zurecht  gemachten  Begriff 
statt  Yon  der  naturgemässen  Definition  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit ausgeht.  Wn. 


V.  V.  Lang.     Bemerkungen    zu    Cauchy's  Theorie    der 

Doppelbrechung.  Wien.Ber.  LXXXL  369-876.  Wien.AD«.  1880.56. 

Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  die  Cauchy'sche  Lichttheorie, 
10  wichtig  sie  auch  zur  Erklärung  der  Dispersion  ist,  doch  nicht 
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im  Stande  ist,  die  DoppelbrechuDg  zu  erklären,  ja  nicht  einmai 
in  den  Hauptschnitten  die  Bewegung  wiederzugeben.  Nimmt 
man  nämlich  an,  dass  die  Wellennormale  in  einem  Hauptschnitt 
liegt,  und  zerlegt  die  Schwingung  in  drei  Componenten,  eine 
senkrecht  zu  dem  genannten  Hauptschnitt,  die  beiden  andern  in 
dem  Hauptschnitt  liegend  und  senkrecht  zur  Wellennormale,  resp. 
derselben  parallel,  so  mtlssen  die  Cauchy sehen  Gleichungen  fta 
jede  Componente  gelten,  und  für  jede  muss  daraus  eine  be- 
stimmte Fortpflanzungsgeschwindigkeit  folgen.  Dadurch  ergebe 
sich,  wenn  man  alle  Hauptschnitte  in  Betracht  zieht,  mit  Be- 
nutzung der  Beer'schen  Bezeichnung  (cf.  Beer,  Einleitung  in  die 
höhere  Optik)  zwischen  den  Coefficienten  der  Cauchy'schen  Glei- 
chungen die  Beziehungen 

p*  =  9*  =  r*  =  3iu'  =  3^'  =  3n\ 

Daraus  folgt  weiter,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiteo 
der  drei  oben  genannten  Componenten  gleich  sind,  d«  h.  dass 
keine  Doppelbrechung  vorhanden  ist 

Sodann  zeigt  der  Verfasser,  wie  die  Gauchy'sche  Theorie  ca 
modiiiciren  ist,  um  in  Hinsicht  der  Doppelbrechung  mit  der  Er- 
fahrung übereinzustimmen.  Diese  Modification  besteht  darin,  dass 
in  den  drei  Bewegungsgleichungen 


dt'  '^       '^'     Jr+jQ    ' 

nicht,  wie  Cauchy  es  thut,  dieselbe  Function  f,  sondern  venehi^ 
dene  Functionen  f,  f,,  f,  (oder  vielmehr  dieselbe  FoDctiaa  mit 
verschiedenen  Zahlencoefficienten)  angenommen  werden.  hegrUtodd 
wird  dies  dadurch,  dass  die  Aethertheilchen  nicht  völlig  frei  seiei, 
sondern  ihre  Beweglichkeit  durch  die  Körpertheilchen  beeinfluot 

I 

sei,  und  zwar  in  verschiedener  Weise  je  nach  der  Axe.  EaHr 
wickelt  man  die  modifidrten  Gleichungen  ganz  in  der  Caachy- 
sehen  Art,  so  fällt  der  oben  hervorgehobene  Einwand  gegen  die 
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Theorie  fort;  es  ergiebt  sich  eine  wirkliche  Doppelbrechung.  Von 
den  obigen  drei  Componenten  kann  nun  die  longitodinale  wegen 
ihrer  verschiedenen  Geschwindigkeit  die  transversalen  Compo- 
nenten nicht  beeinflussen.  Von  diesen  letzteren  hat  (da  die 
Wellennormale  in  einem  Hauptschnitt  liegt)  erfahrungsgemäss  die 
eine  constante  Geschwindigkeit;  man  weiss  jedoch  nicht,  wie 
diese  schwingt,  sondern  nur,  dass  sie  parallel  dem  Hauptschnitt 
polarisirt  ist.  Nimmt  man  an,  dass  die  Schwingungen  senkrecht 
zur  Polarisationsebene  geschehen,  so  ergiebt  die  Gonstanz  der 
einen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  eine  neue  Beziehung  zwischen 
den  Coefficienten  der  Bewegungsgleichungen.  Entwickelt  man 
dieselbe  Beziehung  fUr  die  übrigen  Hauptschnitte ,  so  folgen  f&r 
die  transversalen  Componenten  des  Ausschlags  genau  die  FresneV- 
schen  Formeln.  Wn. 


G.  F.  Fitzgerald.     On  the  electromagnetic  theory   of 
the  reflexion  and  refraction  of  light  Phil.  Trans.  CLXXI. 

691-711. 

Die  Arbeit  behandelt  die  elektromagnetische  Theorie  des 
Lichtes,  die  zuerst  von  Maxwell  im  zweiten  Bande  seines  Werkes 
„Electricity  and  Magnetism'*,  Oxford  1873,  aufgestellt  ist.  Maxwell 
betrachtet  nur  den  Durchgang  des  Lichtes  durch  krystallinische 
magnetische  Medien,  lässt  aber  die  Frage  der  Reflexion  und  Re- 
fraction unberührt.  Der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit  be- 
merkt nun,  dass  es  von  grosser  Wichtigkeit  sei,  die  Theorie  auch 
auf  die  letztere  Frage  anzuwenden.  Er  gelangt  dabei  zu  einer 
grossen  Zahl  von  Resultaten,  die  er  sowohl  in  Cartesischen 
Coordinaten,  als  mittels  der  Quaternionen  darstellt  Einige  der 
gefundenen  Resultate  sind  in  vollkommener  Uebereinstimmung 
mit  denen  von  McCuUagb's  Theorie.  Der  Verfasser  erwähnt 
femer  eine  Arbeit  von  Kerr  über  die  Reflexion  an  einer  magno- 
tisehen  Oberfläche  (Phil.  Mag.  1878)  und  zeigt,  dass  die  darin 
mitgetheilten  Beobachtungen  in  vollkommener  Uebereinstimmung 
mit  seinen  theoretischen  Resultaten  sind.  Er  schliesst  mit  der 
Bemerkung,  dass  seine  Untersuchung  als  eine  Bestätigung  der 
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Maxweirschen  elektromagnetischen  Lichttheorie  anzusehen  ist 
Obwohl  in  dieser  Theorie  noch  einige  Punkte  einer  weiteren  Auf- 
klärung bedurften,  so  habe  durch  dieselbe  die  Wissenschaft  doeh 
eine  grosse  Bereicherung  erfahren ,  und  wenn  sie  daxa  fthre, 
unsern  Oeist  von  der  Sklaverei  des  materiellen  A^ers  xn 
emancipiren,  so  könne  sie  möglicherweise  zu  den  wichtigsteo 
Resultaten  in  der  theoretischen  Erklärung  der  Natur  führen. 

Cly.  (Wn.) 


J.  J.  Thomson.    On  Maxwell's  theory  of  light.    PhiL  Mig.(3) 

IX.  284-292. 

Nach    der   Maxweirschen    elektromagnetischen   Lichttheorie 
besteht  das  Licht  aus  transversalen  elektrischen  Schwingungeo. 

Ist  die  eine  Componente  einer  solchen  Schwingung  =  -^^  so 

gilt  fttr  ein  ruhendes  dielektrisches  Medium  die  Gleichung  : 

In  der  vorliegenden  Arbeit  werden  zunächst  im  directen  Anschlo« 
an  Maxwell  (cfr.  Electricity  and  Magnetism  Bd.  IL)  die  analogen 
Gleichungen  für  ein  bewegtes  dielektrisches  Medium  aufgestdtt. 
Fttr  den  Fall,  dass  das  Medium  sich  mit  gleichförmiger  6^ 
schwindigkeit  ohne  Rotation  bewegt,  sind  dieselben  von  der 
Form: 


-  öY    .  dt      ,  dt      ,       ^  dt 

■"  dt'  '^^      dx      "^'     ay       "^''      ÖÄ      ' 

falls  p,  9,  r  die  Geschwindigkeitsoomponenten  sind.  Der  Ver- 
fasser bemerkt  femer,  dass,  da  die  spedfische  Inductionaeapaci- 
täty  wie  die  Beobachtungen  lehren,  von  der  Geschvnndigkeit  ab- 
zuhängen scheint,  mit  der  die  elektrischen  Schwingungen  auf 
einander  folgen,  auch  die  Dispersion  durch  die  MaxweD*8d>e 
Theorie  erklärt  sei. 
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Sodann  wendet  er  sich  zur  Bestimmung  der  Amplituden  des 
reflectirten  und  gebrochenen  Strahles  in  einem  ruhenden  dielek- 
trischen Medium,  wobei  er  folgende  Grenzbedingungen  zu  Grunde 
legt :  1 )  Die  senkrecht  zur  Trennungsfläche  liegenden  Gomponenten 
der  elektrischen  und  magnetischen  Verrttckungen  sind  in  beiden 
Medien  dieselben.  2)  Die  der  Trennungsfläche  parallelen  Gom- 
ponenten der  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  sind  gleich. 
Dann  ergeben  sich  genau  die  Fresnerschen  Formeln  für  die 
Amplitude,  nur  dass  die  Intonsität  des  in  der  Einfallsebene  pola- 

cos  i 
risirten  gebrochenen  Strahles  im  Verhältnis grösser  ist,  als 

bei  Fresnel.    (Uebrigens  ist  dieser  Gegenstand  schon  frtther  voll- 
ständiger   behandelt    von   Lorentz,    vergl.    F.  d.  M.  IX.   1877. 

p.  711  flf.) 

Endlich  wird  aus  der  oben  angegebenen  Gleichung  der 
Schlnss  gezogen,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  einem 
parallel  der  Fortpflanzungsrichtung  des  Lichtes  bewegten  Medium 
um  die  halbe  Geschwindigkeit  jener  Bewegung  grösser  ist,  als 
im  ruhenden  Medium.  Wn. 


H.  A.  LoRENTZ.     lieber  die  Beziehungen  zwischen  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit    des    Lichtes   und    der 

Körperdichte.    Pogg.  Ann.  (2)  IX.  641-665. 

Die  von  Maxwell  aufgestellte  elektromagnetische  Theorie 
des  Lichtes  wurde  bis  jetzt  nur  auf  die  allgemeinen  Gesetze  der 
Fortpflanzung  des  Lichtes,  sowie  auf  die  Vorgänge  bei  der  Re- 
flexion und  Befraction  angewandt  Behufs  einer  weiteren  Ver- 
gleichung  mit  den  Thatsachen  hat  der  Verfasser  untersucht,  was 
sich  aus  derselben  Aber  den  Zusammenhang  zwischen  dem 
Brechungsexponenten  n  und  der  Dichte  d  eines  Körpers  ableiten 
l&sst  Zu  dem  Zwecke  wird  die  Vorstellung  zu  Grunde  gelegt, 
dass  im  unbegrenzten  Aether  eine  sehr  grosse  Zahl  von  gleichen 
MolectUen  in  isotroper  Anordnung  zerstreut  ist.  Um  jedes  der- 
selben sei  eine  kleine  Kugel  K  gelegt,  so  dass  ausserhalb  dieser 

Forttolur.  d.  Math.  XII.  S.  4g 
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Flächen  der  Aether  die  nämlichen  Eigenschaften  besitzt,  wie  im 
luftleeren  Räume,  lieber  den  Stoff  innerhalb  der  Kugeln  wird 
angenommen,  dass  er  sich,  was  die  Wirkung  nach  auttGi  be- 
trifll^  durch  ein  einziges  Molecül  P  im  Hittelpunkte  ersetzen  Itat 
Auf  ein  solches  Theilchen  wirke  nun  eine  elektromotorisebe 
Kraft,  deren  Gomponenten  X,  7,  Z  seien,  und  daduidi  werde 
ein  elektrisches  Moment  mit  den  Gomponenten  m^  m,,  m»  inda- 
cirt.  Zwischen  beiden  mögen  die  einfachen  Beziehungen  statt- 
finden ^ 

(1)        m,  =  kXy    fiiy  =  Ar,    m,  =  iZ, 

wo  k  Yon  der  Natur  der  Molecüle  abhängig  ist  Elektrische  Be* 
wegungen  in  den  Kdrpertheilchen  werden  sich  nun  auch  von 
diesen  aus  in  den  Aether  ausbreiten  und  in  jedem  Punkte  da- 
selben  eine  diäektrische  Polarisation  hervorrufen,  deren  Gompo- 
nenten $,  17,  ^  durch  die  Gleichungen  bestimmt  werden 

(2)        ^=B,X,    v  =  B,Y,    ^=e,Z, 

(6q  die  Di^lektricitätsconstante  des  Aethers). 

Es  wird  nun  zunächst  ein  einzelnes  Molecül  P  in  der  Mitte 
einer  Höhlung  K  betrachtet.  In  demselben  bestehe  ein  elektri- 
sches Moment  nix  =  ^,(0-  Durch  dasselbe  entstehen  in  dem  om- 
gebenden  Aether  transversale  und  longitudinale  elektrisdie  Schwii- 
gungen,  die  sich  resp.  mit  den  Geschwindigkeiten  v^  und  F^  fort- 
pflanzen. Für  die  transversalen  Schwingungen  wird  die  Annahme 
gemacht,  dass  sie  dargestellt  werden  durch  die  folgenden  mit  den 
Gesetzen  der  Fortpflanzung  elektrischer  Schwingungen  im  freien 
Aether  vereinbaren  Gleichungen: 

während  fllr  die  longitudinalen 
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ist,  wo  a  und  ß  GonstaDte  sind.  Aehnliche  Momente  m^  =  /',(<), 
m«  ==  ^,(0  möge  das  Molecttl  P  in  der  Richtung  der  y-  und 
3hAxe  besitzen,  und  die  von  diesem  herrührenden  elektrischen 
Bewegungen  mögen  durch  dieselben  Gonstanten  a,  ß  bestimmt 
werden. 

Weiter  wird  gezeigt,  dass,  wenn  von  jedem  Molecül  mit  den 
drei  Momenten  iti«,  m^,  tn,  aus  sich  Bewegungen  von  der  Natur 
der  durch  die  Gleichungen  (3a)  und  (3b)  dargestellten  fortpflanzen, 
and  wenn  sich  diese  flber  den  ganzen  Raum  ausserhalb  der  um 
das  Molecül  gelegten  Kugel  erstrecken,  zur  Unterhaltung  dieser 
Bewegung  in  jedem  Theilchen  ein  Moment  und  ein  Stromelement 
erforderlich  sind,  deren  a;-Gomponenten  ftir  sehr  kleine  Werthe 
des  Kugelradius  # 


(«+^(^'1  +  — )»»x»    «esp.    (2a -/?)—» 


dt 


sind.  Hätten  aber  jene  Bewegungen  die  eben  genannte  Aus- 
breitung, so  würde  auch  noch  innerhalb  jeder  Kugel  K  eine 
dielektrische  Polarisation  bestehen^  für  welche  jedes  Molecül  mit 
Ausnahme  des  in  der  Kugel  selbst  liegenden  einen  Beitrag  lie- 
fert Die  Gomponenten  ^,  tf,  ^  dieser  Polarisation  haben  für  kleine 
Radien  q  der  Kugel  überall  innerhalb  der  Kugel  denselben 
Werth.  Für  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  kommt  daher  zu  den 
oben  berechneten  noch  ein  Moment  und  ein  Stromelement  hinzu, 
deren  d^Componenten 

4  4         öf 

sind.  Da  das  gesammte  Moment  im  Kugelmittelpunkte  tn^g  sein 
soll,  80  ergeben  sich  für  jedes  Molecül  die  Gleichungen: 

48* 
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(4a)        (a+/J)(y7r  +  — )m,  +  — Tjp'g'  =  m,, 

(4/J)        (2a-/J)-»-^  +  jnQ^-öf  =  "äT ' 
WOZU  wegen  der  Bedingung  (1)  noch  die  weitere  tritt 

(4y)        *[(«+/»)f  ^-^+^  +i^^]  =  ^J 

analoge  Gleichungen  wie  die  hingeschriebenen  bestehen  fllr  die 
Gomponenten  m^^  m«. 

Den  eben  aufgestellten  Bedingungen  kann  nun  genflgt  wer- 
den durch  eine  Fortpflanzung  transversaler  Schwingungen,  d.h. 
durch  einen  Bewegungszustand,  der  den  Gleichungen 

^x  =  fiQPj  Vj  ä,  Ol     wiy  =  f,(a?,  y, »,  0,    w»x  =  /;(^.  y,  5,  r), 
(5)  {  ^  l    ö*m,         .  1    ÖX         .  1    aV 

^      ö«        d«       ö' 


genttgt;  dabei  sind  f^.U^U  stetige  Functionen,  die  bei  wachse 
der  Entfernung  rasch  abnehmen.  Dm  die  eben  aufgestellten 
Werthe  zu  prüfen,  werden  fär  den  Mittelpunkt  einer  Kugel  f 
die  Grössen  |',  ri\  ^  aus  (3a),  resp.  (3b)  berechnet,  und  swar 
trägt  der  Mittelpunkt  jeder  anderen  Kugel  (ausser  der  grade 
betrachteten)  zur  Bildung  von  ^  bei,  so  dass  tlber  alle  diese 
Mittelpunkte  zu  summiren  ist  Wird  noch  die  weitere  Vor- 
aussetzung hinzugefügt^  dass  m^,  %,  m,  sich  von  Molecfll  zu 
Molecttl  nur  sehr  langsam  ändern,  was  bei  der  Ldchtbewegnug 
der  Fall  sein  wird,  wenn  die  Wellenlänge  gegen  die  EntfemiiDg 
zweier  Nachbarmolecttle  sehr  gross  ist,  so  lässt  sich  die  Sum- 
mation  in  eine  Integration  tlber  den  Raum  ausserhalb  eino'  ge- 
wissen Kugel  yerwandeln.  Die  Umformung  dieses  Integrals 
liefert  die  Werthe 
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(6)         ?  =  qtn^j     i  =  qm,j,     ^  =  qm,, 

wobei  n  =  -^  der  absolute  Brechungsexponent  des  betrachteten 
Mediums  ist,  femer  p  die  Anzahl  der  Molecttle  in  der  Raum- 
einheit,  also  p  =  — ,  wenn  man  unter  d  die  Dichtigkeit  des 

fit 

Mediums,  unter  m  die  Masse  eines  Molecüls  versteht  Aus  den 
Bedingungen  (4)  erhält  man  dann  a,  ß,  q  durch  ^,  e^,  k  aus- 
gedrückt, und  nach  Elimination  von  a,  ß  folgt 


(«'+5{)d  3     »t     ,„  ,  o      .  ß' 


(3+8«c„)x-8'ie 


'0 


Variirt  nun  die  Dichte  der  betrachteten  Körper,  und  bleiben  da- 
bei die  Molectlle  ungeändert,  so  bleibt  auch  k  constant,  also 

Für  eine  Mischung  wird  ohne  Beweis  angegeben,  dass  auch  hier 
.  •  ,  ,.^j     einen   constanten    Werth    haben    muss,    und    dass 


zwischen   diesem    und   den    analogen   Constanten    .  ,  .  ,.v  .   , 
'  etc.,  welche  sich  auf  die  Bestandtheile  der  Mischung 


(nl  +  l)d, 

beziehen,  die  Belation 

/Q\  n*— 1       _  li^— 1  li*  —  1 

^»^  («•+2)d    -"'    («!+2)rf.    +"'   («J  +  2K    +••• 

bestehen  muss.     Dabei  sind  a,,  a,  etc.  die  in  der  Oewichtsein- 
heit  vorhandenen  Mengen  der  Bestandtheile. 

Die  Ursachen  der  Farbenzerstreuung  sucht  der  Verfasser 
nicht  in  der  Anordnung,  sondern  in  der  Beschaffenheit  der  Mole- 
cüle.  Durch  gewisse  Annahmen  ttber  letztere  sucht  er  es  wahr- 
scheinlich zu  machen,  dass  in  den  früheren  Formeln  k  nicht  con- 
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stant,  sondern  als  eine  Function  der  Schwingungsdauer  T  aii»i- 
sehen  ist 

Den  Schluss  der  Arbeit  bildet  die  Prtlfiing  obiger  FormelQ 
an  Beobachtungen.  Die  Uebereinstimmung  ist  keine  besonders 
gute.  Wn. 


E.   Kbttbler.     Theorie  der  absorbirenden  anisotropen 

Mittel.    Oarl  Rep.  XVI.  336-371. 

lieber  diese  Arbeit  ist  schon  im  vorigen  Jahre  referirt  (F.  d. 
M.  XL  1879.  p.  738).  Wn. 


E.  Kettbler.    Das  Dispersionsgesetz.  Carl  Bep.  XVI.  221-231. 

Die  Gleichung  für  die  Schwingung  des  Weltäthers,  der  in 
der  js- Richtung  von  ebenen  Wellen  durchsetzt  wird,  ist  be- 
kanntlich 

wenn  ds  das  während  der  Zeit  dt  durchlaufene  Wegelement  ist 
Der  Verfasser  denkt  sich  nun  die  Masse  m  des  Aethers  nodi 
durch  eine  fremde  mitschwingende  Masse  m'  vermehrt  Die  De- 
formationsarbeit des  Aethers  yertheilt  sich  dann  auf  die  Aether- 
masse  m  und  die  Körpermasse  m^  und  die  letztere  wird  in  Ei- 
cursionen  von  der  mittleren  Grösse  q'  in  Mitschwingung  yersetxt, 
wobei  sie  während  der  Zeit  dt  die  mittlere  Wegstrecke  d^  zurU^* 
lege.  Nun  wird  als  Princip  aufgestellt,  dass  die  Schwingongs- 
arbeit  des  intermolecularen  Aethers  eines  Mittels,  gemessen  durch 
die  Deformation  desselben,  gleich  ist  der  Summe  der  Schwin- 
gungsarbeiten der  Aether-  und  Körpertheilchen ,  dieselben  ge- 
messen durch  die  Beschleunigung.    Dies  giebt 

Ferner  wird  als  zweites  Grundprincip  angenommen,  das 
auch  die  Scbwingungsarbeit   der  Körpertheilchen   eines  Mittete, 
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gemessen  durch  die  Molecularkräfte  desselben,  gleich  sein  niuss 
der  Summe  der  Schwingungsarbeiten  der  Aether-  und  Körper- 
theilchen,  dieselben  gemessen  durch  die  Beschleunigungen.  Dies 
giebt,  wenn  man  noch  eine  Art  Reibung  hinzunimmt,  die  die  Be- 
wegung der  Eörpertheilchen  dämpft,  die  Gleichung 

(II)      m^ds  +  m'-^  d»'  =  -  (k'e'+y^)  d^. 

Diese  beiden  Gleichungen  bilden  die  Grundlage  der  Theorie. 
Dazu  kommt  die  Annahme,  dass  in  Gleichung  (I) 

■ 
in  Gleichung  (II)  dagegen 

falls  S  und  Sl'  die  Amplituden  sind.  Man  sucht  nun  den  Glei- 
chungen zu  genügen  durch 

,  =  SleT"  cos  [2.(1,  +  -^)], 

wo  a  und  b  als  die  Charakteristiken  des  complexen  Brechungs- 

yerhältnisses  n  =  a  +  6  y— 1  zu  betrachten  sind.  Bezeichnet  man 
noch  mit  v  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Weltäther,  also  e  =  mü', 
setzt  femer 

so  wird 


(III)      «'-1  = 


r— A^,-)r=i.d.;i  ' 


wo  D  eine  Gonstante  ist.  Dieser  Ausdruck  repräsentirt  das  Dis- 
persionsgesetz der  optisch  einfachen  Mittel,  d.  h.  derer  mit  nur 
einem  Absorptionsstreifen.  Er  spaltet  sich  ohne  Weiteres  in  die 
beiden  folgenden: 
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GleichuDgen,  durch  welche  die  wesentlichen  Eigenschaften  der 
Refractions-  und  Absorptionscurve  dargestellt  werden.  Es  folgt 
eine  kurze  Discussion  der  oben  genannten  Gurven.  Zum  Seblass 
wird  darauf  hingewiesen,  dass  bei  nicht  einfachen  Mitteln  «'— 1 
aus  einer  Summe  derartiger  Ausdrücke  besteht,  wie  die  rechte 
Seite  von  (II). 

Die  Begrtlndung  der  Grundgleiehungen  erscheint  dem  Bef^ 
renten  nicht  einwurfsfrei.  Wn. 


E.  Kettblbr.     CoDstructionen  zur  anomalen  Dispersion. 

Pogg.  Ann.  (2)  XL  210-217. 

Graphische  Darstellung  der  Gleichungen  (IV)  der  yorherg^ 
henden  Arbeit,  a*,  als  Function  von  X  betrachtet,  wird  durch  die 
Kefractionscurve,  6'  durch  die  Absorptionscurye  darg^tellt  Der 
Verfasser  giebt  eine  ziemlich  einfache  angenäherte  Constmction 
beider  Gurven^  durch  welche  dieselben  zur  unmittelbaren  An- 
schauung gebracht  und  unter  möglichst  verschiedenen  Bedingnn* 
gen  verfolgt  werden.  Wn. 


O.  Hesse.     Untersnehnngen  über  das  Dispersionsgesetz. 

Pogg.  AoD.  (2)  XI.  871-908. 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  vergleicht  die  von 
Eetteler  aufgestellten  Dispersionsformeln  (cf.  die  beiden  vorher- 
gehenden Referate)  mit  der  Erfahrung.  Daneben  finden  sieb 
historische  Notizen  über  Entwickelung  der  Dispersionstheorie,  so- 
wie einige  theoretische  Ueberlegungen  Aber  die  Intensität  des 
Lichtes,  das  im  Innern  einer  absorbirenden  Schicht  mehrmals  re- 
flectirt  ist.  Wn. 


E.  Ketteler.     Zur  VeiTollständigung  der  Reflexion. 

Carl  Rep.  XVI.  261-282. 

Der  Verfasser  zeigt  im  ersten  Theile  seiner  Arbeit,  dass  die 
Fresnerschen  Gesetze  der  Totalreflexion  einen  speciellen  Fall  der 
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Gesetze  der  Beflexion  an  absorbirenden  Mitteln  bilden.  Zur  Ver- 
eiofaebang  der  Behandlung  knüpft  er  an  die  Einrichtung  des 
Kohlrausch'schen  Totalreflectometers  an  und  beschränkt  sich  auf 
eine  Combination  zweier  Mittel,  von  denen  das  erstere,  optisch 
dichtere,  durchsichtig  ist;  sein  constantes  absolutes  Brechnngs- 
verhältnis  heisse  »,  und  der  Einfallswinkel  e.  Das  zweite,  optisch 
dttnnere,  Mittel  sei  absorbirend ;  sein  variabler  Brechungscoef&cient 
heisse  y,  sein  variabler  Extinctionscoef&cient  q.  (Nach  Herrn 
Ketteler's  Ansicht  werden  nämlich  für  absorbirende  Medien  v 
and  q  variabel.)  Wendet  man  dann  die  vom  Verfasser  in  einer 
früheren  Arbeit  für  ein  absorbirendes  Medium  abgeleiteten  Diffe- 
rentialgleichungen an  (et  Fort.  d.  Phys.  XXXII.  p.  488— 494), 
so  ergeben  sich  ftlr  die  Amplitude  fft  und  die  Phasenverzöge- 
mng  X  d^s  reflectirten  Strahles  folgende  Gleichungen ,  in  denen 
die  angehängten  Zeichen  s  und  p  die  Fälle  unterscheiden,  in 
denen  die  einfallende  Schwingung  senkrecht  oder  parallel  zur 
Einfallsebene  vor  sich  geht: 

^'   -    (p+n,coBey+q^  ^" 


^Xs  = 


29^1  cose 


p'+j'—ii'cosc 


»«  —     [p»i — (g*— 6*)co8g]*+  [qn^  —  2a6co8ef    ^ 


[pn,  +  (a*— 6*>co86]'+  [^n,  +2a6co86]' 
2qn,  co86[w*8in*6— (p*-f  9*)] 

Darin  ist,  wenn  r  der  Brechungswinkel,  also 


tgXp  = 


ist, 


8ine  =  — sinr 


p  =  vcosr. 


während  a  und  6  die  Specialwerthe  von  v  und  q  für  senkrechte 
hcidenz  (e  =  0)  sind  (cf.  die  oben  citirte  frühere  Arbeit).  Das 
Zustandekommen  der  totalen  Reflexion  ist  geknüpft  an  die  Be- 
dingung r  =  90°  oder  p  =  0.     Der  Verfasser   untersucht  ein- 
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gehend  die  einzelnen  Speeialßllle,  itlr  welche  diese  Bediogoog 
erfüllbar  ist  Das  ist  I)  der  Fall  f&r  6  =  0.  Liegt  dann  e  xwi- 
sehen  den  Grenzen,  die  durch  die  Gleichungen 

itjSine  =  a    und    fi^sine  =  n^ 

bestimmt  sind,  so  gehen   die  obigen  Formeln,  falls  man  noch 


n. 


=  n  setzt,  genau  in  die  von  Fresnel  für  totale  B^exion 

gefundenen  Ausdrücke  tlber.  II)  a  =  0,  in  welchem  Falle  bei  se&k- 
rechter  Incidenz  die  Wellenberge  und  Wellenthäler  durch  im- 
endliche  Streckung  verschwinden.  Für  derartige  Mittel  ist  bei 
allen  Incidenzen  p  =  0,  so  dass  die  Reflexion  derselben  stets 
total  ist  Das  Silber  kommt  von  allen  untersuchten  Sob- 
stanzen  diesem  Grenzfall  am  nächsten.  III)  a  =  0,  fr  =  0 
(Green'scher  Grenzfall,  da  Green  mit  seiner  Zuziehung  die  ellip- 
tische Polarisation  der  durchsichtigen  Medien  zu  erklären  rer- 
sucht  hat). 

Der  zweite  Theil  der  Arbeit  bebandelt  die  ausgezdchneleB 
Einfallswinkel  der  Metallreflexion.  Der  Verfasser  stellt  die  in 
der  oben  citirten  früheren  Arbeit  gefundenen  Formeln  zusammeo, 
formt  dieselben  um  und  ftlgt  die  Ausdrücke  für  die  Inteositit 
und  Phasenänderung  des  gespiegelten  Lichtes  hinzu.  Er  wendet 
dieselben  dann  an  auf  senkrechte  Incidenz,  streifende  Incidenx. 
auf  die  Incidenz  des  Haupteinfallswinkels 

(e+r  =  90^    wo    sine  =  j^v'+j'sinr), 

auf  den  Brewster'schen  Winkel 

6-|-r  =  90*    (sine  =  vsinr), 

auf  den  Hauptphasenwinkel  der  senkrechten  Schwingungen  (ftr 
den  die  Phasenverzögerung  %•  =  90^,  auf  den  Hauptphases- 
Winkel  der  parallelen  Schwingungen  (für  den  Xp  =  90*).  Die 
einzelnen  hier  mitgetheilten  Formeln  mögen  in  der  Arbeit  sdbst 
nachgesehen  werden.  Erwähnt  werden  mag  noch,  dass  die 
Grundvorstellung  des  Verfassers  über  Reflexion  an  dneoi  ab- 
sorbirenden  Medium  dahin  geht,  dass  die  Lichtschwingnngeo  laf 
der  im  Weltäther  reflectirten  Welle  transversal  elliptisch,  dageges 
auf  der  zugehörigen   gebrochenen  Welle  longitudinal   elliptisch 


n 
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sind,  was  der  Verfasser  mit  dem  Princip  der  Inoompressibilität 
des  Aethers  für  verträglich  hält.  Wn. 


R.  F.  Glazebrook.     On  the  reflexion  and  refraction  of 

light    Proc.  of  Cambr.  III.  329-339. 

In  seiner  Arbeit  über  Reflexion  und  Refraction  des  Lichtes 
Dimmt  Oreen  an,  dass  auf  den  Aether  keine  andern  Kräfte 
wirken,  als  die,  welche  von  der  relativen  Verschiebung  der  ein- 
zelnen Theilchen  herrühren.  Kirchhoff  dagegen  legt  in  seiner 
Arbeit  ttber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  der 
Grenze  krystallinischer  Medien  (cf.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  p.  647) 
die  Annahme  zu  Grunde,  dass  auf  die  Grenzfläche  der  beiden 
betrachteten  Medien  noch  ein  fremder  Druck  von  solcher  Be- 
schaffenheit wirkt,  dass  die  Arbeit  der  schwingenden  Aethertheil- 
eben  in  Folge  dieses  Druckes  verschwindet.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  nun  geht  der  Verfasser  von  denselben  Annahmen  aus  und 
discatirt  genauer  den  Fall  zweier  isotroper  Medien,  wobei  er  sich 
eng  an  Kirchhoff  anschliesst.  Glr.  (Wn.) 


M.  Rethy.  Theorie  der  Reflexion  und  Brechung  an 
der  Grenze  von  homogenen,  isotropen,  durchsichtigen 
Körpern  mit  Verallgemeinerung  und  Erweiterung  der 
Grundlage  der  Neumann'schen  Methode.   Pogg.  Ann.  (2) 

XI.  121-133. 

Die  gemeinsame  Grundlage  aller  bisher  aufgestellten  Re- 
fiexionstheorien  bildet  das  FresneFsche  Gontinuitätsgesetz,  das 
bezeichnender  die  Hypothese  von  der  Erhaltung  der  Vibrations- 
geschwindigkeit genannt  werden  könnte.  Das  Gesetz  sagt  aus, 
daH8  gegenüberliegende  Grenzpunkte  der  beiden  Aethermassen  der 
Orösse  und  Richtung  nach  gleiche  Vibrationsgeschwindigkeit  be- 
sitzen. Dieses  Gontinuitätsprincip  hält  der  Verfasser  für  eine 
willktbrliche  Hypothese  und  setzt  an  deren  Stelle  folgende  allge- 
meinere, die  er  als  Hypothese  von  der  Erhaltung  der  Vibrations- 
riebtung  bezeichnet:  „Geht  die  Licbtbewegung  von  einem  Körper 
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in  einen  andern  Über,  so  ist  die  Richtung  der  Vibrationsgesehwin- 
digkeiten  in  gegenüberliegenden  Grenzpunkten  unverändert  die- 
selbe, das  Grössenverhältnis  hingegen  im  Allgemeinen  nicht 
gleich  1 ,  sondern  irgend  eine  Function  des  Brechungsexponenten.'' 
Ist  z  die  Normale  der  Trennungsfläche,  xs  die  Einfallsebaie, 
sind  ferner  u,  e,  w  die  Componenten  der  Vibrationsgesehwindig- 
keiten  der  einfallenden,  Ur^  Vr^  Wr  die  der  refleetirten,  n^,  c^,  w^ 
die  der  gebrochenen  Welle,  so  ergiebt  das  obige  Princip,  Mi 
noch  mit  v :  v^  das  Verhältnis  der  resultirenden  Vibrationsgesdiwiih 
digkeiten  auf  beiden  Seiten  der  Grenze  bezeichnet  mrd: 

Diese  Gleichungen,  in  Verbindung  mit  dem  Princip  der  Erhahuig 
der  lebendigen  Kraft,  geben,  wenn  man  die  Entstehung  longitn- 
dinaler  Wellen  ausschliesst,  genau  die  Neumann'schen  AusdrfidLe 
fllr  die  Amplituden  der  reflectirten  und  gebrochenen  Strahle; 
nur  ist  den  Neumann'schen  Ausdrücken  fUr  die  Amplituden  des 

gebrochenen  Strahlen  noch  der  Factor  — !-  hinzuzufügen.    Nimnt 

man  also  schliesslich  mit  Neumann  an,  dass  die  Schwingungen 
in  der  Polarisationsebene  vor  sich  gehen,  so  sind  die  Resultate 
auch  mit  der  Erfahrung  in  Einklang.  Von  jeder  Hypothese  in 
Bezug  auf  Aenderung  der  Dichtigkeit  und  Elasticität  des  Aethen 
beim  Uebergange  von  einem  Medium  zum  andern  ist  die  vor- 
liegende Theorie  frei.  Nebenbei  ergiebt  sich ,  wenn  man  mit  fi 
und  fl^  die  Dichtigkeiten  im  ersten  und  zweiten  Medium  be- 
zeichnet, 

(2)      v\:v*  =  fiifi,. 

Um  auch  die  bei  theilweiser  Reflexion  eintretende  eUiptiscke 
Polarisation  zu  erklären,  bedarf  es  einer  weiteren  Hypothese. 
Betrachtet  man  zunächst  nur  die  Schwingungen  senkrecht  sor 
Einfallsebene,  nennt  B,  Br,  B^  die  Amplituden  derselben,  9  and 
g>^  Einfalls-  und  Brechungswinkel  und  nimmt  an,  dass  der  re- 
flectirte  und  gebrochene  Strahl  an  der  Grenzfläche  Phasenv^nfige- 
rungen  erleiden,  resp.  gleich  dr  und  ^^ ,  so  ergeben  die  obigen  Prin- 
cipien  (die  fUr  dr  =^  0,  d,  =0  auf  die  Neumann'schen  Formeln 
führten)  nur  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  Br,  £,,  drj  i^ 
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oder,  nach  Elimination  von  £|,  d^  die  eine  Gleichung  zwischen 

B,    Br,    Sri 

(3)      l,B}+2BrB<iOQdr'\-fn,B'  =  0, 
,  ,    8in2y  8in2y 

I,    =   IH 7—^ ,       m.  =   1 7—rr • 

*  '    8m29,  *  8in29>i 

Um  eine  zweite  Gleichung  zu  erhalten,  berechnet  der  Verfasser 
die  Tangentialcomponente  Y,  des  durch  die  Lichtbewegung  ent- 
stehenden inneren  Druckes  ftlr  einen  Punkt  der  Grenzfläche  des 
einen  und  des  andern  Mediums.  Die  Differenz  zwischen  den 
Dmekoomponenten  in  beiden  Medien  sieht  er  als  Mass  ftlr  den 
durch  die  wägbare  Materie  auf  die  Einheit  der  Grenzfläche  aus- 
geübten Druck,  den  sogenannten  fremden  Grenzdruck,  an.  Dieser 
ist,  wenn  allein  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene  statt- 
finden, und  wenn  K  und  K^  die  Elasticitätscoefficienten  beider 
Medien  bezeichnen, 

Die  Httlfshypothese  besteht  nun  in  der  Annahme,  dass  dieser 
fremde  Grenzdruck  nur  bei  solchen  Körpern  gleich  Null  ist,  denen 
die  Ellipticitätsconstante  Null  zukommt.  Ist  aber  elliptische  Pola- 
risation vorhanden,  so  ist  P  von  Null  verschieden.  Man  findet 
dann,  dass  der  Maximalwerth  von  P  ist: 


(5)      p  =  -^f^^KmB^lB+coBdry+rBhm'drl 


wobei 


l 
l  =  %m2(p-^ÄVL2q>^^    m  =  sin29)— sin29>,,    a  =  —jt- 

sind.  Nimmt  man  diesen  Maximalwerth  p  als  bekannt  an,  so  hat 
man  eine  zweite  Gleichung,  die  mit  (3)  zusammen  Br  und  dr  er- 
giebt,  nämlich  für  JS  =  1 : 


(6) 


PI  _    ^'  r«  .     oV8in'ysin2y,   1 

BrCOSdr  =    -j-      1  +      J     .      /        . 


Hieraus  findet  der  Verfasser,  wenn  p  sehr  klein  ist  und  höhere 
Potenzen  von  ap  vernachlässigt  werden. 
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(7)      tga.  =  +  _^P!!£^^r/:^ 

^      -ri/  g,^y    f     8m2f    ' 


wo 


o.  = 


<'-^) 


ist  flUcbtiser mOnte « statt }/i?^ beiuen r"'"?-'^'^.] 

Die  GleiehuDg  (7)  ist  mit  der  Gauch j'schen ,  resp.  Green'schen 
Formel  identisch,  wenn  man 

.  ,    J  sin2a),  .      J  8in2cp, 

setzt,  wo  e  die  Jamin'sche  Ellipticitätsconstante  bedeutet 

Die  Httlfshypothese  fUhrt  nebenbei  ftlr  dr  =  0,  d,  =  0  auf 
folgende  Relation  zwischen  Elasticitäts-  und  Brechungsexponent: 

(8)      ^'     _     ^.»'. 


sin' 9)  sin*  ip^ 

Fttr  Schwingungen  parallel  der  Einfallsebene  ergiebt  sich  leieht, 
dass  der  Maximalwerth  einer  dem  oben  genannten  fremden  Dmd 
entsprechenden  Gomponente  sich  als  lineare  Function  der  Ampli- 
tuden im  einfallenden,  reflectirten  und  gebrochenen  Lichte  dar- 
stellt, wo  die  Goefficienten  von  der  Form  Acos29>  ^^^^'  ^^  ^^' 
fasser  macht  weiter  die  folgende  Httlfshypothese:  Man  nehme 
an,  dass  der  Ausdruck  des  Maximalwerthes  unverändert  bleibt, 
auch  wenn  die  Vibrationen  senkrecht  zur  Einfallsebene  erfolgen, 
nur  dass  an  Stelle  der  k  andere  physikalische  Constanten  treten. 
Dadurch  wird  man  direct  zu  den  abgekürzten  Cauchy'schen  For- 
meln gefllhrt 

Die  totale  Reflexion  wird  auf  Grundlage  derselben  G^a^ 
bedingungen    auf  dieselbe   Weise    dargestellt,    wie   naeh   der 

Neumann'schen  Methode,  nur  dass  wieder — B,  an  Stelle  toi 
B.  tritt. 
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Besondere  Wichtigkeit  legt  der  Verfasser  den  Gleichungen 
(2)  und  (8)  bei.  Durch  die  oben  aaseinandergesetzte  Verall- 
gemeinemng  der  Grenzbedingnngen  glaubt  der  Verfasser  die  Ein- 
wände gegen  Neumann's  Beflexionstheorie  beseitigt  zu  haben. 

Wn. 


R.  Hofer  und  M.  Kühn.  Durchschnittsmodelle  zur 
Demonstration  der  Reflexion  an  sphärischen  Spiegeln 
und  der  Strahlenbrechung  an  Linsen.  Zeitschr.  f.  d.  E^alsch. 

V.  604-608. 

Diese  vier  Modelle  des  Convex-  und  GoncavspiegelSy  der  Bi- 
eonyex-  und  Biconcavlinse  dürften  als  einfaches  und  wenig  kost- 
spieliges Lehrmittel  sich  bald  Eingang  beim  Unterrichte  in  der 
Optik  verschaffen.  Gr. 


F.  E.  Scheller.     Zur  Behandlung  der  Linsentheorie  an 

Realschulen.    Zeitsch.  f.  d.  Realsch.  Y.  450-460. 

Versuch  einer  popularisirenden  Darstellung  jener  etwas  com- 
plicirten  Untersuchungen  über  den  Durchgang  des  Lichtes  durch 
Linsengläser,  welche  von  Helmholtz  und  Wüllner  angestellt 
worden  sind. 

In  demselben  Bande  der  Zeitschrift  (S.  664 — 666)  kritisirt 
E.  Maiss  die  Scheller'sche  Methode,  welche  seiner  Meinung  nach 
in  ihrem  Bestreben,  recht  kurz  zu  sein,  gewisse  wichtige  Punkte 
unerörtert  lässt.  Gr. 


L.  Lorenz.     Ueber  die  Refractionsconstante.    Pogg.  Aon. 

(2)  XL  70-103. 

Unter  der  Refractionsconstante  versteht  der  Verfasser   den 
folgenden  Ausdruck 

V. 


A*+2 

Darin  ist  Ä  der  von  der  Dispersion  befreite  Breohungsquotient 
eines  Mediums  (d.  h.  der  Brechungsquotient'  für  unendlich  grosse 
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Wellenlängen),  e  das  Volumen  des  betrachteten  Körpers.  Vod 
diesem  Ausdruck  leitet  der  -  Verfasser  das  Resultat  ab,  dass  der- 
selbe ungeändert  bleibt  bei  einer  Aenderung  des  Volumens  des 
Körpers,  mag  dieselbe  von  einer  Temperaturänderung  begleitet 
sein  oder  nicht.  Der  Ableitung  legt  der  Verfasser  eine  eigeo- 
thümliche,  von  ihm  früher  [Pogg.  Ann.  CXVIII.  (1863),  CXXL 
(1864)]  entwickelte  Theorie  zu  Grunde,  die  aber  bisher  noch  von 
keinem  andern  Autor  acceptirt  ist.  Die  hier  ohne  Ableitung  mit- 
getheilten  Grundgleichungen  für  die  Lichtschwingungen  lauten: 

^^  dy  \dy  dx )  dz\dx  dz  )  "  w'  dt'  ' 
wozu  noch  zwei  analoge  Gleichungen  kommen,  die  durch  cyklisehe 
Vertauschung  von  ^  mit  tj  und  ^  entstehen,  oi  ist  hierbei  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  die  im  leeren  Räume  constant  ist, 
während  sie  im  Innern  der  homogenen  Körper  in  eine  sehr  schnell 
wechselnde  periodische  Function  der  Goordinaten  übergehen  soll. 
Fttr  die  Lösung  der  eben  genannten  Differentialgleichungen  wird 
die  Form  angenommen 

(2)  S  =  (lo  +  5,)  cos[W-te-my-ii»-d] 
+5,  sin  [tt— te— f^y— na— rfj, 
und  analog  fttr  17  und  ^.  Darin  werden  1^,  17^,  ^  ebenso  wie 
A,  /,  m,  n,  d  als  constante  Grössen  angenommen,  während 
$1)  Vv  ?i7  £t9  Vv  ^  periodische  Functionen  von  x^  y,  s  darstelIa^ 
deren  mittlere  Werthe  gleich  Null  sind.  Durch  Einsetzen  der 
Ausdrücke  (2)  in  die  Gleichungen  (1)  ergiebt  sich  eine  Beziehimg 
zwischen  1^  und  I3,  die  sich  verein&cht,  wenn  man  über  das 
Volumen  des  ponderablen  Körpers  integrirt  und  durch  das  Vo- 
lumen dividirt.  Die  Ausführung  der  Integration  geschieht  unter 
der  Annahme,  dass  der  homogene  Körper  aus  kugelfftrmigefi 
Molekülen  besteht,  deren  Zwischenräume  durch  den  Weltätfaer 
ausgefüllt  sind.  In  diesen  Zwischenräumen  hat  w  denselben 
Werth,  wie  im  leeren  Räume,  während  innerhalb  der  Moleküle  « 
einen  andern  Werth  hat  Aus  der  auf  diese  Weise  gewonnenen 
Gleichung  ergiebt  sich  das  oben  besprochene  Resultat  Die  in 
der  Arbeit  mitgetheilten  Formeln  (es  ist  grösstentheils  nur  der 
Gang  der  Rechnung  angegeben)  scheinen  dem  Referenten  oielit 
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flberall  correct  zu  sein.  Er  glaubt,  dass  sowohl  die  Grundvor- 
stellangen  des  Verfassers,  als  die  hier  mitgetheilte  Ableitung  zu 
erhebliehen  Bedenken  Anlass  geben. 

Der  grösste  Theil  der  Arbeit  ist  der  experimentellen  Unter- 
snehung  der  Refractionseonstante  gewidmet.  Wn. 


Lord  Batlbigh.      luvestigations   in   optics  with  special 
reference  to  the  spectroscop.    Phil.  Mag.  1880. 

Diese  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit  behandelt  die  Aber- 
ration der  Linsen  und  Prismen  in  einem  Spectroskop. 

Csy.  (Wn.) 

Lord  Raylbigh.     On  the  minimum  aberration  of  a  lens 

for  parallel   rays.    Proc.  of  Gambr.  III.  373-375. 

Es  ist  oft  behauptet  worden,  dass  Linsen  aus  Diamant  oder 
andern  Edelsteinen,  die  ein  hohes  Brechungsvermögen  besitzen, 
eine  fast  verschwindende  Aberration  haben.  In  seiner  Optik  be- 
hauptet Coddington,  dass  der  kleinste  Werth  der  Aberration  für 

1     v* 
II  =  2  gleich  -— -  -^  ist     Der  Verfasser  der  vorliegenden  Ar- 

10    t 
beit  findet  nun,  dass  in  dem  eben  genannten  Falle  der  CoefGcient 

7  1 

j  und  nicht  -j^  ^^^  ^^^  femer ,  obwohl  die  Aberration  mit 


16  '  16 

wachsendem  n  kleiner  wird,  sie  doch  f&r  alle  in  der  Natur  be- 
kannten Substanzen  beträchtlich  bleibt.  Ferner  wird  bemerkt, 
dass  es  nahe  liegt,  den  Vortheil  des  höheren  Brechungsvermögens 
darin  zu  suchen,  dass  ein  solches  die  Anwendung  geringerer 
Krümmungen  gestattet.  Aus  der  Untersuchung  geht  indess  her- 
vor, dass,  wenn  n  wächst,  die  Krümmungsradien  der  Linse  für 
das  Minimum  der  Aberration  nicht  dem  Werthe  Unendlich  zu- 
streben, sondern  sich  dem  endlichen  Werthe  f  nähern. 

Glr.  (Wn.) 


FoitMbr.  d.  ÜAtb.  XII.  ».  49 
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Lord  Ratlbigh.     Od  reflection  of  vibrations  at  the  coo* 
fines  of  two   media  between  which   the  transitioii  is 

gradual.  Proc.  L.  M.  S.  XL  51-56^ 
Der  Verfasser  untersucht  den  Vorgang  an  der  Orenze  zweier 
durchsichtiger  Medien  far  den  Fall,  dass  nicht  ein  pMtxlidier 
Uebergang  des  einen  in  das  andre  stattfindet,  sondern  ein  tu- 
mälicher,  durch  eine  Zwischenschicht  von  continuirlich  vertader- 
licher  Dichtigkeit  vermittelter.  In  Bezug  anf  die  Aendemng  dfr 
Dichtigkeit  wird  von  vorne  herein  die  spedelle  Annahme  ge- 
macht, dass  dieselbe  proportional  ist  o?'^,  falls  x  die  Fortpflao- 
Zungsrichtung  des  Lichtes  ist.  Führt  man  diese  verSnderliehe 
Dichtigkeit  statt  der  constanten  in  die  Dififerentialgleiehnng  ftr 
die  Lichtbewegung  ein,  so  ergiebt  sich  für  die  Schwingnng  enie 
Gleichung  der  Form 

y  =  Or*cos(pl— mlgiT-l-e). 
Es  wird  nun  weiter  angenommen,  dass  die  üebei^aogssdiicht 
nur  von  x  =  x^  bis  o;  =  x,  reiche,  während  auf  beiden  Seiten 
die  Dichtigkeit  constant  ist,  und  unter  dieser  Annahme  das  Ver- 
hältnis der  reflectirten  und  gebrochenen  Amplitude  bereeboeL 
Dabei  ergiebt  sich ,  dass  eine  nennenswerthe  Reflexion  nur  statt- 
findet, falls  die  Dicke  der  Uebergangsschicht  klein  gegen  die 
Wellenlänge  ist.  Wn. 


M.  Räthy.     üeber  die  Polarisation  des  gebeugten  Lichts. 

Pogg.  ADD.  (2)  XL  504-.512. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  durch  die  folgenden  beiden 
particulären  Lösungen  der  Differentialgleichungen  der  ElasticitiU 
dargestellten  transversalen  Schwingungen: 

0)       (  \  /r         I  N 

f~~'d^d^'  """ö^'  *^~~dP~^  di' 

9  =  -;-8«n2;i(-r-  -  -=r  +<J;, 
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wobei  r  die  Entferaung  des  sebwingeoden  Punktes  von  irgend 
einem  festen  Punkte  ist  Der  typische  Unterschied  zwischen 
beiden  Arten  von  Wellen  ist  der,  dass  im  ersten  Fall  die  Vibra- 
tionen, im  zweiten  aber  die  Normalen  der  Yibrationsebenen  (d.  h. 
der  Ebenen,  die  dem  Strahl  und  der  Schwingungsrichtung  pa- 
rallel sind)  auf  einer  bestimmten  Richtung  senkrecht  stehen. 

Nimmt  man  an,  dass  die  einzelnen  Elemente  der  durch- 
sichtigen Stellen  eines  Gitters  Kugelwellen  aussenden  von  dem 
Charakter  einer  der  beiden  obigen  Arten,  und  dass  die  Polar- 
axen  fUr  sämmtliche  Elementarwellen  z  parallel  sind,  so  führen 
aneh,  wie  sich  ohne  Rechnung  schliessen  lässt,  die  durch  das 
Zusammenwirken  sämmtlicher  Wellen  resoltirenden  Vibrationen 
im  ersten  Falle  ihre  Schwingungen  senkrecht  zur  Polaraxe  aus, 
während  im  zweiten  Falle  die  Normale  der  resultirenden  Schwin- 
guDgsebene  auf  der  Polaraxe  senkrecht  steht.  Mittels  obiger 
Formeln  lassen  sich  die  meisten  Beobachtungen  ttber  Drehung 
der  Polarisationsebene  durch  Beugung  erklären.  Wn. 


Glazebrook.     Notes  on  Nicors  prisna.   Phil.  Mag.  I88O. 

Discussion  des  Einflusses,  den  kleine  Fehler  in  der  Orien- 
tirong  eines  Nicorschen  Prismas  ausüben ,  wenn  man  dasselbe 
zur  Messung  der  Drehung  der  Polarisationsebene  anwendet. 

Csy.  (Wn.) 


GoüY.      Sur   la  thdorie  des  phönom^nes   d*interfdrence 
oü  iutervieut  la  polarisation  rotatoire.   C  B.  xc.  1121-1124. 

Der  Verfasser  meint,  die  Fresnel'sche  Zerlegung  eines  durch 
eine  Quarzplatte  parallel  der  Axe  hindurchgehenden  polarisirten 
Strahles  in  zwei  circular  polarisirte  von  entgegengesetztem  Dre- 
bnngssinn  sei  unnöthig.  Man  könne  dafür  eine  einfachere  Vor- 
stellung adoptiren.  Näheres  ist  aus  der  kurzen  Notiz  nicht  zu 
ersehen.  Wn. 


49* 
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Glazkbboos.  Double  refraction  and  dispersioD  io 
Iceland  spar:  an  experimental  iavestigation  with  a 
comparisoD  with  Huyghen's  construction  for  the  extra- 

Ordinaiy   wave.    Pbll.  Trans.  CLXXI.  431-449. 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  zieht  aus  einer  gnma 

Reihe  von  Messungen  den  Schluss,  dasa  die  Hujgena'scbe  Cod- 

atruction  die   Beobachtungen  so  genau   darstellt,  daas  die  Ab- 

weichuDgen  nur  von  der  Ordnung  der  Beobachtnngsfebler  nnd. 

Cly.  CWn.) 

E.  Kbttblbr.  Theorie  der  InterferenzerscheiouDg,  welche 
.  sen^r^Qht  zur  Axe  geschliffene  dicbroittsche  Kryitall- 
platten  im  polanairtea  Lichte  zeigen.   Pogg.  Am.  (!)  H 

496-603.  ^s 

Die  Theorie  der  im  TiteT"  ^nannten  InterferenzerseheiDang 
wird  iD  bekannter  Art  durchgerührt,  nur  dass  die  beim  Dnnb- 
lanfen  der  Platte  eintretende  Abaorptfon,  sowie  die  beim  f^Dtntt 
in  die  Platte  und  beim  Austritt  aus  derselben  stattfindende  Phtsen- 
äudernng  sowohl  fDr  den  ordentlichen,  al»  den  auaserordenllieheo 
Strahl  berücksichtigt  wird.  Die  Ausdrucke  flir  die  genuDten 
Gr&saen  entnimmt  der  Verfasser  aeinen  frUberen  Arbeiten.  Die 
reaultirende  Intensitätsformcl  ist  Terwickelt  und  wenig  nbersichi- 
lich.  Wn. 


E.  LoHHEL.     üeber  FJuorescenz.    Pogg.  An«.  (2)  x.  449-4H, 

G31-e54.  ^j^ 

Herr  Lommel  vertbeidigt  die  too  ihm  in  eiDeA^mi 
Arbeit  entwickelten  Resultate  Über  die  Intensität  dea  Fluor^frj 
lichtes  (efr.  F.  d.  M.  IX.  1877.  p.  721)  gegen  die  von  Hageabj 
dagegen  erhobenen  EinwOrfe  (s.  F.  d.  H.  XI.  1879.  p.  739).  ' 
eraten  Abschnitt  der  vorliegenden  Arbeit  erörtert  er  zu  d 
Zwecke  auafUhrlich  die  allgemeinen  Gnindaätze  der  Photometi 
die  aeinen  Betrachtungen  zu  Grunde  liegen.  Diese  weichen  \ 
den  Lambert'BcheD   inaofern  ab,  als  nicht  die  FIfichenelemei 
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einer  lenchtenden  Oberfläche^  sondern  die  Volumenelemente  des 
leaehtenden  Körpers  als  lichtstrahlend  betrachtet  werden ,  natür- 
lich mit  Berücksichtigung  der  Absorption,  welche  das  Licht  auf 
seinem  Wege  erleidet.  Das  Lamberfsche  Gesetz,  wonach  die 
von  einem  Oberflächenelement  eines  glflhenden  Körpers  aus- 
gestrahlte Lichtmenge  dem  Cosinus  des  Emanationswinkels  pro- 
portional ist,  erhält  hier  seine  Begründung.  Zugleich  wird  aber 
gezeigt,  dass  dasselbe  nur  für  glühende  undurchsichtige  Körper 
gilt,  nicht  mehr  für  durchsichtige.  Die  Lommersche  Annahme 
ist  also  allgemeiner  und  umfassender,  als  die  Lambert'sche. 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  speciell  die  Intensität  des  Fluo- 
rescenzlichtes  betrachtet  Es  wird  gezeigt,  weshalb  man  auf 
dieses  nicht  das  Lambert'sche  Gesetz  anwenden  könne,  wie  es 
von  Hagenbach  geschehen  ist;  und  es  wird  die  früher  von  Herrn 
Lommel  abgeleitete  Formel  für  die  Intensität  des  Fluorescenzlichtes 
aufs  Neue  begründet.  Der  Schluss  ist  Besprechungen  von  Beob- 
achtungen gewidmet,  die  das  Stokes'sche  Gesetz  zum  Gegenstand 
haben.  Wn. 


E.   Lommel.     Zur  Theorie  der  BessePschen  Functionen. 

ClebschAno.  XVI.  183-206. 

Siehe  Abschn.  VII.  Gap.  2.  p.  398. 


K.  ExNER.     üeber  die  Newton'schen  Staubringe. 

Pogg.  Aon.  (2)  IX.  239-260,    XI.  218-237. 

Neue  Polemik  gegen  eine  Arbeit  von  Lommel  (cfr.  F.  d.  H. 
VIII.  1876.  p.  660,  XL  p.  740  und  X.  1878.  p.  708).  Die  Ein- 
ior^*^dongen,  die  der  Verfasser  gegen  die  von  Lommel  entwickelte 
^^rie  erhebt,  beziehen  sich  wesentlich  auf  die  Zulässigkeit 
yß}  annahmen  hinsichtlich  der  Vertbeilung  von  Staubpartikelchen 
is  <l4iner  bestäubten  Fläche,  sowie  auf  die  Zulässigkeit  der  An- 
^t<?0)^^|e,  dass  das  von  der  Gesamrotheit  der  Staubtheilchen  her- 
^  ^^brachte  Phänomen  ebenso  verläuft,  als  wenn  es  mit  den  von 
^\eff^p  mittleren  Partikelchen  hervorgebrachten  Phänomen  identisch 
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wäre.  Das  von  Herrn  Lommel  beobachtete  Phänomen  sei,  so 
behauptet  der  Verfasser,  mit  dem  von  ihm  berechneten  gar  nieht 
identisch. 

Im  zweiten  Theile  entwickelt  Herr  Exner  neue  Formeln  für 
das  in  Bede  stehende  Phänomen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  diss 
die  Intensität  in  jedem  Punkte  des  Gesichtsfeldes  eine  zufällige, 
von  der  zufälligen  Lage  der  einzelnen  Stäubchen  abhängige  ist 
Dies  gilt  jedoch  nicht  mehr  f&r  die  mittlere  Intensität  in  d^ 
Nähe  jedes  Punktes  des  Gesichtsfeldes;  letztere  ist  gleich  der 
Suipme  der  Intensitäten,  welche  durch  die  einzelnen  Staabtbdl- 
chen  für  sich  in  diesem  Punkte  hervorgebracht  wttrdeo.  Daraus 
ergiebt  sich  auch  das  Undeutlich  werden  der  Ringe,  wenn  das 
Bestäubungsblättchen  aus  der  Parallellage  heraus  in  eine  sdiiefe 
Lage  gedreht  wird.  Wn. 

H.  F.  Wkber.      Die   wahre  Theorie   der    Fresnerschen 
Interferenzerscheinungen.    Carl  Rep.  XVL  65-98. 

Abdruck  einer  Arbeit,  über  die  bereits  im  vorigen  Bande 
berichtet  ist  (s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  741).  Wn. 


L.  SoHNCKE  und  A.  W angerin.     Neue  Untersuchungen 
Über  die  Newton'söhen  Ringe.   Beri.  Monatsber.  I88a  910-921 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  über  die  im  nächsten  Bande  der 
Fortschritte  zu  berichten  sein  wird.  Wn. 


Fbussner.      üeber  die  Theorie   der  Interferenzerschei- 
nungen  dttnner  Blättchen.   Marb.  Her.  1880. 

Das  Referat  folgt  im  nächsten  Jahre.  Wn. 


W.  Werner.  Bestimmung  und  Untersuchung  der  Curve, 
welche  die  Punkte  verbindet,  die  auf  concentrischen, 
reflectirenden  Schalen  liegen  und  der  Bedingung  ge- 
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nOgeu,  dass  die  von  einem  festen  Punkte  aasgehen- 
den Lichtstrahlen  daselbst  so  reflectirt  werden,  dass 
sie  alsdann  durch  einen  zweiten  festen  Punkt  gehen. 

Oraoert  Arch.  LXVI.  56-72. 

Drei  beliebige  Punkte  A,  Bj  C  sind  fest  verbunden.  Von  A 
gehen  Lichtstrahlen  aus,  die  an  einem  Kreise  mit  dem  Mittel- 
punkte C  reflectirt  werden.  Gefragt  wird:  „In  welchem  Punkte  P 
muss  die  Reflexion  stattfinden,  damit  der  reflectirte  Strahl  durch  B 
geht,  und  welches  ist  der  Ort  der  Punkte  P,  wenn  der  Radius 
des  Kreises  sich  ändert?^  Dieser  Ort  ergiebt  sich  leicht  als  eine 
Curve  dritten  Grades,  die  in  dem  Falle,  wo  die  Strecken  AC  und 
BC  gleich  sind,  in  einen  Kreis  und  eine  Gerade  zerfällt  Im  all- 
gemeinen Falle  wird  C  Doppelpunkt  der  Curve,  von  der  noch 
einige  weitere  Eigenschaften  auf  elementare  Weise  abgeleitet 
werden,  ohne  dass  sich  irgend  welche  bemerkenswerthen  Resul- 
tate ergeben.  Wn. 

A.  (yORNü.     Sur  le  spectre  normal  du  soleil,  partie  ultra- 
violette.   Aon.  d.  rfic.  N.  (2)  IX.  21-106. 

Die  rein  experimentelle  Arbeit  bezweckt  eine  genaue  Be- 
stimmung der  Lage  der  Frauenhofer'schen  Linien  im  ullsravioletten 
Theile  des  Spectrums.  Mathematische  HQlfsbetrachtungen  sind 
nur  angewandt  zur  Ermittelung  und  Elimination  der  Fehler,  die 
herrühren  von  der  Unvollkommenheit  der  Apparate  (geringe 
Krümmung  der  Prismenflächen  etc.),  resp.  von  nicht  genauer  Auf- 
stellung derselben.  Wn. 


Badal.     ^tudes  d'optique  physiologique.    M^m.  d.  Bord.  (2) 

IV.  65-123. 

Die  Arbeit  ist  rein  physiologisch.  Von  mathematischen  Be- 
trachtungen, die  übrigens  ganz  elementarer  Natur  sind,  ist  nur 
lu  erwähnen  die  Berechnung  des  Einflusses,  den  die  Grösse  der 
Pupillenöffnnng  auf  die  auf  der  Netzhaut  entstehenden  Bilder 
hat  Wn. 
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G.  Soüs,     Phakom^tre  et  optomfetre.   M6m.  d.  Bord.  (2)  i?. 

47-61. 

AnwenduDg  der  elementaren  Liosenformel  auf  die  Theorie 
eines  Instruments,  das  dazu  dient,  die  unbekannte  Focalweite 
einer  Linse  mit  Hülfe  der  bekannten  Focalweite  einer  anderen 
Linse  zu  messen.  Wn. 


R.  Ferrini,     Suir  aberrazione  di  sfericitk  neue  lenti  di 
grossezza    e     di    apertura    ordinaria    e    nei    sistemi 

diottrici   centrati.    Rend.  ist.  Lomb.  (-2)  XIII.  283-294,  311-374 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  sphär lache  Aber- 
ration eines  centrirten  Linsensystems  aus  der  sphärischen  Aber- 
ration der  einzelnen  Bestandtheile  zu  bestimmen«  Er  gdangt 
dabei  durch  Umformung  bekannter  Formeln  zu  einfachen  flber- 
sicbtlichen  Ausdrücken,  welche  die  Discussion  der  Frage,  ob  ein 
System  aplanatisch  ist,  zu  erleichtem  und  namentlich  ftlr  ((ie 
numerische  Rechnung  praktisch  zu  sein  scheinen.  Es  wfirde 
hier  zu  weit  fuhren,  die  Endformeln  im  Einzelnen  aufzufthren. 
Uebrigens  enthalten  auch  manche  Abschnitte  nur  Bekanotes, 
namentlich  die,  welche  die  sphärische  Aberration  einer  einzehieo 
Kugelfläche,  sowie  einer  gewöhnlichen  Linse  betrefifen. 

Wn. 

«  — 

Harkness.     The  number  of  lenses  required  in  an  achro- 

matic  objective.    Wash.  Bull.  III.  65-67. 

Es  wird  gefragt,  wie  gross  in  einem  achromatischen  Linsen- 
system (die  einzelnen  Linsen  als  unendlich  dttnn  und  einander 
berOhrend  angenommen)  die  Zahl  der  Linsen  sein  müsse,  damit 
eine  möglichst  grosse  Zahl  von  Strahlen  verschiedener  Brechbar- 
keit  in  einem  Focus  vereinigt  werde.  Durch  einfache  Betndh 
tungen  ergiebt  sich,  dass  die  Zahl  der  Linsen  gleich  ist  der  Zakl 
der  verschiedenen  Potenzen  von  l  in  der  zu  Grunde  gelcf^ 
Dispersionsformel,  die  im  Uebrigen  beliebig  sein  kann. 

Wn. 
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Capitel  3. 
Elektricität  und  Magnetismus. 

C.  Neümann.     Die  Principien  der  Elektrodynamik. 

ClebschAon.  XVII.  400-434. 

Abdruck  einer  Schrift,  die  1868  als  Gratulationsschrift  der 
Tübinger  Universität  zum  fünfzigjährigen  Jubiläum  der  Bonner 
Universität  veröffentlicht  war.  Ueber  diese  Schrift  ist  im  ersten 
Bande  der  Fortschritte  (p.  371—375)  ausführlich  referirt,  weshalb 
eine  nochmalige  Besprechung  nicht  nöthig  erscheint.  In  einer  nach- 
träglichen Bemerkung  weist  Herr  Neumann  darauf  bin,  dass  in 
seiner  Arbeit  zuerst  der  Gedanke,  ein  elektrodynamisches  Poten- 
tial einzuführen  und  aus  diesem  die  elektrischen  Kräfte  durch 
Variation  abzuleiten,  publicirt  sei.  Wenn  auch  Kiemann  den- 
selben Gedanken  früher  gehabt,  so  sei  dies  doch  erst  1876  durch 
die  von  Hattendorf  herausgegebenen  Vorlesungen  Riemann's  be- 
kannt geworden.  Wn. 


J.  Fröhlich.     Bemerkungen  zu  den  elektrodynamischen 
Grundgesetzen  von  Clausius,  Riemann  und  Weber. 

Pogg.  Ano.  (2)  IX.  261-287. 

EL  BuDDE.     Das  Clausius'sche  Gesetz  und  die  Bewegung 
der  Erde  im  Räume.   Pogg.  Aod  (2)  x.  553-560. 

R.  Clausius.     Ueber  die  Vergleichung  der  elektrodyna- 
mischen  Grundgesetze   mit    der  Erfahrung.    Pogg.  Add. 

(2)  X.  608-618. 

Die  drei  zusammengestellten  Arbeiten  enthalten  hauptsäch- 
lich einen  Einwurf  (von  Fröhlich)  gegen  das  Clausius'sche  Grund- 
gesetz und  Widerlegungen  desselben  durch  Budde  und  Clausius 
selbst.  Indem  wir  auf  die  ausführliche  Besprechung  des  Clausius'- 
schen  Gesetzes  (F.  d.  M.  VIII.  1876.  681—685)  und  auf  eine 
frühere  Discussion  desselben  (F.  d.  M.  IX.  1877.  734--735)  ver- 
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weisen,  mag  hier  nur  noch  bemerkt  werden,  dass  der  el^tro- 
dynamiscbe  Tbeil  der  Wirkung  zweier  ElektricitätstbeildieQ  auf 
einander  nacb  Clausius  nicht  allein  von  ihren  relativen,  soDdem 
auch  von  ihren  absoluten  Bewegungscomponenten  abhängt  h 
der  ersten  Abhandlung  werden  die  drei  bis  jetzt  aufgestellleo 
elektrodynamischen  Grundgesetze  (von  W.  Weber,  Riemann  and 
Clausius)  besprochen  und  auf  ihre  Zulässigkeit  gepröft.  Dieselben 
kann  man  am  einfachsten  vergleichen,  wenn  man  von  den 
elektrodynamischen  Potentialen  ausgeht  Dieselben  sind  nach 
Clausius: 

^  _    kee'   i  dx    dx^        dy    dy*        d%    d»'  ( 


dt     dt     'dt     dt     'dt     dt  )' 
nach  Riemann: 

_  ke£_  Udx^  _  dü^\\  (dy_  _  rf^  V     /  dz    _  dJ  \'\ 
2r    \\  dt         dt  y  '^\  dt         dt  J '^\  di         dl  ^^ 


nach  Weber: 


IT  —        h^  ^ff 


(4-)' 


2    r    ^  dt 

Die  X-Componente  der  elektrodynamischen  Wirkung  erhält  man 
dann  durch  die  folgende  Gleichung: 

dV 


Xe^  = 


dx 


^  ( <h ) 


Hiervon  ausgehend  berechnet  Fröhlich  eine  Reihe  von  Wedisei- 
Wirkungen  nach  den  drei  Grundgesetzen.  Von  Interesse  ist  haupt- 
sächlich die  Wirkung  einer  elektrischen  Masse  auf  einen  ge- 
schlossenen Strom  unter  der  Voraussetzung  ^  dass  beide  sich  in 
relativer  Ruhe  zu  einander  befinden,  aber  mit  constanter  6^ 
schwindigkeit  im  Raum  sich  weiter  bewegen,  wie  dies  z.  B.  der 
Fall  ist,  wenn  beide  auf  der  im  Weltraum  sieh  bewegenden  Erde 
ruhen.  Nach  dem  Clausius'schen  Gesetz  folgt  hierbei  eine  An- 
ziehung. Da  eine  solche  bisher  nicht  beobachtet  wurde,  so  ist, 
dies  ist  die  Folgerung  Fröhliches,  das  Clausius'sche  Gesetz  nun- 
lässig.  Dass  Riemann's  und  Weber's  Gesetze  nur  zulässig  sind, 
wenn  beide  Elektricitäten  als  mit  entgegengesetzt  gleichen  0^ 
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Behwindigkeiten  bewegt  angenommen  werden,  ist  früher  schon 
mehrfach  ausgesprochen  worden. 

Die  Folgerung  Fröhlich's  wird  von  Budde  nochmals  geprüft. 
Dabei  zeigt  sich,  dass  man  die  in  Frage  kommende  Wirkung, 
welche  durch  die  Bewegung  der  Erde  yeranlasst  wird,  und  welche 
Budde  als  „geokinetische^  bezeichnet,  ansehen  kann  als  her- 
rQhrend  Ton  einer  iingirten  elektrischen  Belegung  des  Strom- 
kreises. Diese  muss  aber,  da  sie  auch  auf  den  Stromkreis  selbst 
wirkt,  eine  entgegengesetzte  Belegung  durch  Influenz  hervorrufen, 
deren  Wirkung  nach  Aussen  die  erstere  vollständig  compensirt, 
so  dass  die  Schlussfolgerung  Fröhlich's  als  nicht  begründet  an- 
zusehen ist 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  auch  Glausius  selbst.  Seine 
Abhandlung  enthält  zunächst  eine  Vertheidigung  seines  Grund- 
gesetzes gegen  Angriffe  von  Delsaux,  weist  sodann  einen  Bechen- 
fehler  in  den  Deductionen  Fröhlich s  nach,  durch  den  ein  Theil 
seiner  Schlüsse  hinfällig  wird,  und  wendet  sich  schliesslich  eben- 
falls zu  der  eben  besprochenen  Frage  des  Einflusses  der  Erd- 
bewegung. Glausius  hebt  hervor,  dass  er  zu  der  Berücksichti- 
gung der  Wirkung  der  absoluten,  statt  der  relativen  Bewegungs- 
componenten  durch  die  Erwägung  veranlasst  worden  sei,  dass 
diese  Wirkung  möglicher  Weise  durch  ein  Medium  übertragen 
wird.  Es  bleibt  daher  vorläufig  fraglich,  ob  ein  solches  Medium 
bei  einer  gemeinsamen  Bewegung  der  in  Betracht  kommenden 
Massen  ebenfalls  an  derselben  Theil  nimmt  oder  nicht  Im 
ersteren  Fall  würde  der  Einfluss  der  absoluten  fortschreitenden 
Bewegung  ohne  Einfluss  sein.  Ok. 


J.  Delsaux.     Sur   la  loi  de  force  de  M.  Glausius  entre 
courants  ^Idtaentaires.    Ado.  Soc.  scieot.  Bmx.  IV.  B.  125-140. 

Nach  dem  Verfasser  widerspricht  eine  Folgerung  aus  dem 
Clausins'schen  Gesetze  einem  Experiment  von  Biot  und  Savart 
(Siehe  oben.)  Mn.  (0.) 
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R.  Cläusius*.  üeber  die  Anwendung  des  elektrodyna- 
mischen Potentials  zur  Bestimmung  der  ponderomoto- 
rischen   und  elektromotorischen  Kräfte.     Verb.  d.  oÄtarf. 

Ver.  d.  Pr.  Rheinl.  u.  Westf.  XXX VII.  1-31;  Pogg.  Ann.  (2)  XL  609-631 

Ausgebend  von  dem  Ausdruck  fdr  die  X-Componente  der 
Wirkung  eines  Elektricitätsth eilchens  auf  ein  anderes  nach  seioem 
Grundgesetz  berechnet  der  Verfasser  zunächst  die  X-Componeote 
der  Kraft,  welche  ein  Stromelement  auf  die  Elektricitätseinheh 
ausübt.  Dieselben  Rechnungen  werden  dann  auch  ftir  das  £i^ 
mann'sche  und  Weber^sche  Grundgesetz  durchgeftthrt.  Die  er- 
haltenen Ausdrücke  lassen  sich  benutzen,  um  die  Wirkungen 
eines  geschlossenen  Stromes  auf  die  Elektricitfttseinheit  zu  be- 
rechnen. Die  drei  Componenten  lassen  sich  in  allen  drei 
Fällen  zurückführen  auf  eine  Function  (das  elektrodynamiaebe 
Potential)  J7,  aus  welcher  man  die  X-Üomponente  durch  die 
Operation : 

an 


X    := 


dx 


d  /  an  \ 

dt  i    ^  dx     I 


ableiten   kann.    Für  den   oben   besprochenen  Fall  erhält  maii 
nach  dem  Glausius'schen  Gesetz  für  77  den  folgenden  Werth: 


dt    '  "  dt     '     '  dt 
wo 


^'  =  */f^*'' 


und  Tfy,  Jf,  analoge  Bedeutung  haben.  Die  elektrodynamischen 
Potentiale  nach  dem  Biemann'schen  und  Weber*schen  Gesetze 
erhält  man  in  den  Formen: 

77,   =  77  +  C„ 

77,   =  /7  +  (?„ 

worin  G^  und  C,  gewisse  Functionen  der  Coordinaten  etc.  be- 
deuten. Der  gefundene  Ausdruck  für  77  wird  dann  weiter  be- 
nutzt, uro  die  ponderomotorische  Wirkung  eines  geschlosseoeD 
Stromes  auf  ein  Element  zu  berechnen.  Auch  diese  kann  wieder 
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auf  ein  Potential  (Pete)  zurückgeftthrt  werden,  welches  durch  die 
Gleichung  gegeben  ist: 

Zq  demselben  Ausdruck  ftihren  auch  die  beiden  anderen  Gesetze. 
Endlich  kann  aus  dem  elektrodynamischen  Potential  leicht  die 
elektromotorische  Kraft  berechnet  werden,  welche  in  einem  Ele- 
ment ds  durch  einen  geschlossenen  Strom  inducirt  wird.  Die- 
selbe fällt  verschieden  bei  Benutzung  der  drei  Gesetze  aus. 

Ok. 


E.  Mathibu.    R^flexions  sur  les  principes  math^matiques 
de  r^lectrodynamique.    Aon  d  rfic  N.  (2)  ix.  187-208. 

Der  Verfasser  fahrt  die  elektrodynamischen  Wirkungen  zweier 
Ströme  auf  die  Wechselwirkung  der  bewegten  Elektricitätstheile 
zurttck.    Hierbei  geht  er  Ton  den  folgenden  Voraussetzungen  aus : 

1.  Das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  ist  gültig. 

2.  Ffir  die  Wechselwirkung  gilt  das  Princip  von  Wirkung 
und  Gegenwirkung. 

3.  Zwei  parallele  Stromelemente,  senkrecht  zu  ihrer  Ver- 
bindungslinie, ziehen  sich  an  umgekehrt  proportional  dem  Qua- 
drat ihrer  Entfernung. 

4.  Die  Wirkung  zweier  Stromelemente  ist  unabhängig  von 
ihren  Krümmungen. 

Der  Verfasser  geht  von  den  allgemeinen  Gleichungen  der 
Heehanik  in  der  Lagrange'schen  Form  aus  und  bildet  zunächst 
auf  Grund  der  ersten  Annahme  einen  Ausdruck  für  das  Potential 
zweier  bewegter  Elektricitätstheilchen  auf  einander.  Mit  Hilfe 
des  zweiten  Princips  zeigt  sich,  dass  dasselbe  ausser  dem  elektro- 
statischen Glied  einen  Ausdruck  enthält  von  der  Form: 


(-  ^). 


dt 

d.  b.  eine  noch  nicht  näher  bestimmte  Function  ihrer  Entfernung 
und  deren  Veränderung  mit  der  Zeit.    Bei  der  Annahme,  dass 
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beide  ElektridtSten  (die  positive  und  negative)  in  jedem  Sttfm- 
element  mit  gleichen  and  entgegengesetzten  Geschwindi^eiten 
sich  bewegen,  dass  ferner  ein  geschlossener  Strom  nicht  inflaeozi- 
rend  wirkt,  und  mit  Benutznog  der  Annahmen  3)  und  4)  gelangt 
man  zu  dem  Ampöre'schen  Gesetz,  resp.  zu  dem  Webefschefi 
Grundgesetz.  Auch  wenn  man  die  eine  Elektricitätsart  als  mbead, 
die  andere  als  allein  bewegt  annimmt,  kommt  man  zu  jenen  bei- 
den Gesetzen,  wobei  dann  allerdings  folgt,  dass  ein  geschlosse- 
ner Strom  influenzirend  auf  ein  ruhendes  ElektricitatstheileheD 
wirkt. 

Der  Verfasser  hält  die  drei  ersten  Annahmen  f&r  unzweifel- 
haft,  die  letzte  dagegen  für  nicht  so  sicher.  Ok. 


J.  Kokte  WEG.     Zur  Theorie  der  elektrischen  Kräfte. 

Clebsch  ADD.  XYI.  533-537. 

J.  KoRTEWEG.     Ueber  das  ponderomotorische  Elementar- 
gesetz.   Borchardt  J.  XO.  49-71. 

Die  erste  Mittheilung  ist  ein  kurzer  Auszug,  die  zweite  eine 
ausführlichere  Umarbeitung  einer  in  den  Abhdl.  d.  Kgl.  Ak.  d^ 
Wiss.  zu  Amsterdam  im  Jahre  1879  yeröffentlichten  Arbeit  des 
Verfassers. 

Um  einen  von  willkürlichen  Hypothesen  möglichst  freien  Aus- 
druck f&r  die  Wirkung  eines  Stromelementes  auf  ein  anderes  n 
erhalten,  geht  der  Verfasser  nur  von  den  folgenden  Voraassetnui- 
gen  aus: 

1.  Die  ponderomotorischen  Wirkungen  sind  proportional  mit 

2.  Sie  sind  nur  abhängig  von  der  relativen  Liage  der  beiden 
Elemente  (also  sind  zwischen  den  Spiegelbildern  der  ElemeBte 
die  Spiegelbilder  der  Kräfte  und  Eräftepaare  wirksam). 

3.  Die  Wirkungen  zwischen  zwei  Stromelementen  sind  durch 
die  zwischen  ihren  Componenten  ersetzbar. 

Mit  Benutzung  dieser  Grundsätze  werden  die  Wirkongen  n- 
nächst  ftar  Elemente  in  relativ  einfachen  Lagen  zu  einander  fort- 
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gestellt  and  dann  die  drei  Componenten  der  Resultante  und  des 
resultirenden  Paares  fttr  den  allgemeinen  Fall  berechnet.  In  die- 
selben geben  noch  sieben  Grössen  ein,  welcbe  dureb  weitere  Be- 
traehungen  zu  bestimmen  sind.  Hierzu  dient  zunftcbst  die  Wir- 
kung zweier  geschlossener  Stromkreise  auf  einander,  wodurch 
zwei  Bedingungen  zwischen  denselben  erfttllt  werden  müssen. 

Zum  Schluss  wird  gezeigt,  dass  die  bisher  aufgestellten  Ele- 
mentai^esetze,  besonders  diejenigen  von  Ampöre  und  Grassmann, 
femer  das  Helmholtz'scbe  Potentialgesetz  durch  speeielle  An- 
nahmen fiber  die  noch  unbestimmten  Grössen  abgeleitet  werden 
können.  Ok. 


D.  J.  KoRTKWEG.  Algemeene  theorie  der  ponderomo- 
torische  krachten.    Yerh.  ▼.  Amst  XX. 

J.  D.  VAN  DER  Waals.  Eeolge  opmerkingen  naar  aan- 
leiding  van  de  algemeene  theorie  der  ponderomoto- 
rische  krachten  van  Dr.  D.  J.  Korteweg. 

Verh.  y.  Amst  XX. 

Die  zuerst  genannte  Abhandlung  enthält  eine  Untersuchung 
der  allgemeinen  Theorie  der  ponderomotorischen  Kräfte.  Die 
Einleitung  umfasst  eine  historische  Uebersicht  der  wichtigsten 
Theorien  von  Ampöre  an.  Die  Hypothesen ,  welche  aufgestellt 
werden,  um  die  Ampöre'schen  Gtesetze  zu  beweisen,  reduciren 
sieh  auf  folgende  vier:  1)  Die  ponderomotorischen  Kräfte  zwi- 
schen zwei  Stromelementen  sind  proportional  den  Längen  der 
Elemente  und  den  Stromstärken;  2)  Die  Kräfte  sind  femer  ab- 
hängig von  der  gegenseitigen  Lage  der  Elemente;  3)  Man  darf 
die  Eraftwirkungen  zwischen  zwei  Elementen  ersetzen  durch  die 
zwischen  ihren  sogenannten  Componenten;  4)  Zwischen  zwei 
Stromelementen  treten  keine  ponderomotorischen  Kräfte  auf 
ausserhalb  der  Verbindungslinie  und  keine  richtenden  Paare. 

Während  es  keine  elektrodynamische  Theorie  giebt^  welche 
nicht  die  drei  ersten  Hypothesen  annähme,  und  alle  diese  Theo- 
rien ft&r  geschlossene  Ströme  auf  dieselben  Kraftwirkungen  f&bren, 


$ 
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wurde  die  vierte  Hypothese  über  Riebtang  und  Art  der  Wirkung 
wiederholt  dureb  andere  ersetzt,  zuerst  durcb  Grassmann,  spiter 
durch  Helmboltz.  Wenn  solcbe  Theorien,  wie  die  von  Ampä« 
stets  Yertb eidiger  finden,  so  ist  der  Verfasser  der  Ansicht,  diss 
der  Nutzen  einer  allgemeineren  Theorie,  welche  von  der  viertoi 
Hypothese  absieht  und  also  die  Bichtung  und  Art  der  Kraft  nicht 
von  vorn  berein  bestimmt,  kaum  wird  verkannt  werden  können. 
Eine  solche  Theorie  wird  die  von  Ampere,  Grassmann  und  Helm- 
boltz als  specielle  Fälle  enthalten  und  ihr  gegenseitiges  Yerhih- 
nis  klar  legen.  Deshalb  wird  hier  die  vierte  Hypothese  dureb 
eine  allgemeine  Auflassung  ersetzt,  wobei  man:  l)  in  Betreff  der 
Bichtung  der  Kraft  nur  wünscht,  dass  dem  Gesetz  der  Symmetrie 
genügt  wird;  2)  für  die  Wirkung  der  Stromelemente  auch  Krftfie- 
paare  annimmt. 

Indem  der  Verfasser  nun  zur  Entwicklung  seiner  Theorie  fiber- 
geht, behandelt  er  die  Kräfte  und  Kräftepaare,  welche  zwi- 
schen zwei  Stromelementen  wirksam  sein  können,  und  untersucht 
nach  einander  folgende  vier  Fälle:  1)  Die  beiden  Elemente  sind 
longitudinal  angeordnet  in  Bezug  auf  ihre  Verbindungslinie; 
2)  Beide  Elemente  sind  transversal  und  parallel;  3)  Beide  Ele- 
mente sind  transversal  und  kreuzen  einander  unter  rechten  Win- 
keln; 4)  Das  eine  Element  ist  longitudinal,  das  andere  transversal 
hinsichtlich  ihrer  Verbindungslinie. 

Darauf  werden  die  Kraftwirkungen  offener  und  geschloeseaer 
Ströme  auf  ein  Element  unter  verschiedenen  Annahmen  betraebtd 
und  sodann  die  Kräfte  und  Kräftepaare  berechnet  und  gezeigt, 
dass  die  ftlr  geschlossene  Ströme  erhaltenen  Besultate  dieselben 
Kraftwirkungen  ergeben,  wie  die  Ampöre'scbe  Theorie  unter  zwei 
Beschränkungen,  welche  in  der  analytischen  Theorie  fort&Hea. 
Nach  Zusammenfassung  der  allgemeinen  Theorie  in  einzdof 
Sätze  und  Formeln  werden  an  denselben  die  speciellen  Theorieo 
geprüft,  welche  durch  Hinzuftigen  neuer  Hypothesen  zu  denen 
entstehen,  auf  welchen  die  allgemeine  Theorie  beruht.  Nach  ein- 
ander werden  bebandelt:  1)  Die  Ampöre'sche  Hypothese,  dass 
ausschliesslich  Kräfte,  die  in  der  Verbindungslinie  wirken,  mdp- 
lieh  sind;   2)  Die  Grassmann'scbe,  dass  alle  ponderomotorischfD 
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Krftfte  senkrecht  auf  dem  Element  stehen,  auf  welches  sie  wir- 
ken; 3)  die  Stefan'sche,  dass  alle  diese  Kräfte  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Entfernung  sind,  und  endlich  4)  die 
von  Helmholtz,  dass  die  Eraftwirkung  zwischen  den  Strom- 
elementen, ebenso  wie  die  zwischen  geschlossenen  Strömen  ein 
Potential  besitze. 

Die  Ausdrficke,  welche  sich  ergeben,  stimmen  vollständig  mit 
denen  von  Helmholtz  ttberein.  Schliesslich  behandelt  der  Ver- 
fasser die  elektrodynamischen  Theorien  von  Weber  und  Clansius; 
die  erste  ftlhrt  sowohl  ffir  unTollständige  als  ToUständige  Strom- 
elemente zu  den  Ampöre'schen  Gesetzen ;  die  zweite  sieht  von  der 
Weber'schen  Hypothese  ab,  ergiebt  auch  ffir  Eraftwirkungen, 
welche  der  Dichtigkeit  proportional  sind,  unter  Voraussetzung 
vollkommener  und  unvollkommener  Stromelemente  dieselben  Eraft- 
wirkungen,  nämlich  die  Grassmann'schen.  In  der  Ettrze  wird 
der  Einfluss  der  diäektrisohen  Polarisation  auf  die  erhaltenen 
Resultate  untersucht  und  ebenso  noch  der  Fall  behandelt,  dass 
einer  der  Ströme  durch  eine  statische  Entladung  ersetzt  wird. 

Die  Arbeit  des  Herrn  van  der  Waals  schliesst  sich  der  obigen 
Abhandlung  an;  wird  hier  nur  die  Wirkung  unendlich  kleiner 
Ströme  auf  einander  berechnet,  so  werden  dort  die  Beziehungen 
abgeleitet  aus  der  Wirkung  geschlossener  Ströme  von  endlicher 
Ausdehnung  auf  einander  und  auf  ein  Stromelement,  was  des- 
halb natürlicher  ist,  weil  auch  die  Versuche  mit  Strömen  von 
endlicher  Ausdehnung  angestellt  werden.  Dass  hierbei  die  Be- 
zidinngen  verwickelter  werden,  liegt  auf  der  Hand. 

6. 


EL  BiBCKB.     Ueber  die  elektrischen  Elementargesetze. 

Pogg.  ADD.  (2)  XI.  278-316. 

Zusammenstellung  einer  Reihe  von  Studien,  von  denen  ein 
Theil  schon  früher  veröffentlicht  worden  ist  (vergl.  F.  d.  M.  X. 
1878.  717—718).  Dieselben  beziehen  sich  auf  das  Ampöre'sche 
Gesetz,  das  Helmholtz'sche  Potentialgesetz  und  das  Weber^sche 

FortMhr.  d.  Math.  ZU.  3.  50 
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Gesetz,   besonders  in  ihrena  Verhältnis  zum  Princip  der  Erfaal- 
tung  der  Energie,  und  auf  das  Claasins'sehe  Gesetz. 

OL 


J.  Jämin.     Sur  la  formule  d'Ampfere.    AimeidaJ.  viLisw. 

264-267. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Methode  zor  Bestinunniig  der  Coi- 
stanten  in  der  Function,  welche  die  gegenseitige  Wirkung  zwew 
Stromelemente  darstellt  0. 


E.  Lehmann.  Ueber  die  Einwirkung  ruhender  und 
rotirender  Kugelflächen  unter  Zugrundelegung  des 
Weber'schen  Gesetzes.  Schiomiich  z.  xxv.  171-196,  241-268. 

Die  nach  dem  Weber'schen  Gesetz  erfolgende  Wirkung  einei 
Elektricitfttstheilchens  m  auf  ein  anderes  fi  wird  zunftdist  in  drei 
rechtwinklige  Componenten  zerlegt  Dieselben  lassen  sidi  in  der 
folgenden  Form  darstellen: 

Y  und  Z  sind  analog.     Hierin  ist  g)  =  —  zu  setzen,  und  w^ 
reprftsentirt  das  elektrostatische  Potential.    Femer  ist 

2 

(r  die  Entfernung  von  m  und  /u)  und  il*  =  -^  die  Constante 

c 

des  Weber'schen  Gesetzes  ist;  oi  ist  als  das  elektrodynamisdie 
Potential  zu  bezeichnen.  Auf  Grund  der  eben  besprookeoen 
Ausdrücke  behandelt  der  Verfasser  die  folgenden  drei  Probleme: 
1)  Einwirkung  einer  ruhenden  gleicbmässig  mit  Elektrieitftt  be- 
legten Kugelfläche  auf  einen  in  beliebiger  Bewegung  begrifeaeo 
Punkt  2)  Einwirkung  einer  rotirenden  Kugelfläche  auf  einen  n 
beliebiger  Bewegung  begri£fenen  Punkt  3)  Einwirkung  zweier 
rotirender  Kugelflächen  auf  einander. 
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Die  beiden  ersten  Aufgaben  werden  nach  mehreren  Metboden 
gelöst  Es  sind  dabei  die  beiden  Fälle  zu  unterscbeiden ,  wo 
der  Pnnkt  sich  innerhalb  und  ausserhalb  der  Kugelsehale  be- 
findet Die  Yorkommendeh  Integrationen  lassen  sich  sftmmtlich 
ausfuhren. 

In  Betreff  der  bei  den  einzelnen  Problemen  erhaltenen  Be- 
sultate  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen. 

Ok. 


Gr.  J.  Legebbkb.      Ueber   eincD   allgemeinen    Satz  von 
R.  Glausins  in  Bezug  auf  elektrische  Influenz. 

Pogg.  Ann.  (2)  X.  154-158. 

Ueber  den  in  Frage  kommenden  Satz  ist  F.  d.  M.  IX.  1877. 
140—141  berichtet  worden.  Der  Verfasser  beweist  hier  den  fol- 
genden etwas  allgemeineren  Satz:  Ist  ein  Agens,  welches  nach 
dem  elek^statischen  Grundgesetz  wirkt,  über  eine  Reihe  von 
Oberflächen  mit  den  Dichtigkeiten  A,,  A,  etc.  verbreitet,  haben 
dann  die  Gesammtpotentiale  in  den  betreffenden  Punkten  der 
Flächen  die  Werthe  F, ,  F,  etc.,  sind  femer  bei  einer  anderen 
Art  der  Verbreitung  die  Dichtigkeiten  A^,,  A',  etc.,  die  Potentiale 
F,,   Fi  etc.,  so  ist: 


sfvh'de  =  :sfrhd^. 


Dieser  Satz  geht  in  den  Clausius'schen  über,  wenn  F,  F  etc.  für 
jede  Einzelfläche  constante  Werthe  haben. 

Schliesslich  macht  der  Verfasser  darauf  aufmerksam,  dass 
die  von  ihm  gefundene  Beziehung  eine  Erweiterung  eines  Satzes 
Yon  Gauss  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  ver- 
kehrten Quadrat  der  Entfernung  wirkenden  Kräfte,  §  19)  ist; 

Ok. 


P.  Frost.     On   the   potential   of  the  electricity  on  two 
charged     spherical     conductors     placed    at    a    given 

distance.     Quart  J.  XVn.  164-168. 

60* 
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Die  Potentiale  der  Elektricität  für  die  beiden  einander  in- 
flnenzirenden  Kugeln  werden  zunächst  durch  einfache  Betrach- 
tungen für  Punkte  der  Centrale  berechnet  Von  diesen  ist  der 
Uebergang  leicht  zu  den  allgemeineren  Formeln,  welche  mit  deo 
bekannten  Lösungen  Poisson's  und  Anderer  tlbereinstimmen. 

Ok. 


G.  A.  Maggi.     Sopra  un  problema  di  elettrostatica. 

Bend.  Ist  Lomb.  (2)  XIII.  384-391. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Reihe  Ton  Transformationen  frfiher 
entwickelter  Formeln,  welche  sich  auf  das  Problem  der  Influenz 
eines  elektrischen  Massenpunktes  auf  zwei  parallele  unbegrenzte 
Ebenen  beziehen,  zwischen  welchen  der  Punkt  sich  befindet 

Ok. 


W.  D.  NivKN.  Application  of  Lamö's  coordinates  to 
determine  the  distribution  of  electricity  on  a  conduc* 
tor  in   the  form   of  an   ellipsoid  placed  in  a  field  of 

electric  force.    Messeoger  (2)  X.  119*121. 

Der  Inhalt  ist  durch  den  Titel  hinreichend  gekennzeichnet. 
Der  Verfasser  bemerkt,  dass  sich  die  angewandte  Methode  auch 
auf  die  analogen  magnetischen  Erscheinungen  anwenden  lasse. 

Glr.  (0.) 


J.  KoRTEWEG.  üeber  die  Veränderung  der  Form  und 
des  Volumens  dielektrischer  Körper  unter  Einwirkung 
elektrischer  Kräfte.    Pogg.  Ann.  (2)  ix.  48-61. 

Bekanntlich  haben  Duter,  Righi  und  andere  Physiker  nach-' 
gewiesen,  dass  die  isolirenden  Zwischenschichten  von  Condensa- 
toren  bei  Ladung  derselben  Deformationen  erfahren,  nämlich  C<»ii- 
pressionen  in  Richtung  der  elektrischen  Kraftlinien  und  Dilata- 
tionen senkreeht  dazu.  Der  Verfasser  erklärt  diese  Erscheinung  auf 
folgende  Weise.    Er  nimmt  an,  dass  die  DiSlektricitätsconstaDte 
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eines  EOrpers  durch  elastische  Deformation  desselben  geändert 
wird;  dann  wird  eine  gewisse  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte  zu 
leisten  sein,  wenn  man  einen  elektrisch  influenzirten  Körper 
elastisch  deformirt.  Diese  kann  berechnet  werden  und  wird  von 
dem  Verfasser  einer  gewissen  Kraft  zugeschrieben ,  welche  auch 
umgekehrt  eine  elastische  Deformation  hervorbringen  muss,  wenn 
ein  Körper  elektrisch  influenzirt  wird.  Diese  Principien  werden 
auf  die  Berechnung  verschiedener  Versuche  angewandt,  besonders 
auf  die  Deformation  eines  kugelförmigen  Condensators.  Die 
Volumenvergrösserung  Jv  desselben  wird  dann  durch  die  Formel 
ausgedrückt : 

wo  r  den  Kugelradius,  d  die  Dicke  der  isolirenden  Schicht,  £ 
den  ElasticitätscoefQdenten,  F  das  Potential  bedeuten.  Die  Formel 
stimmt  indess  nicht  vollständig  mit  den  bisher  gefundenen  Ver- 
suchsresultaten überein.  Ok. 


L.  BoLTZMANN.     ZuF  Thcorie  der  sogenannten  elektri- 
schen Ausdehnung  oder  Elektrostriction.   Wien.  adz.  1880. 

211-213;  Wien.Ber.  LXXXII.  827,  1159. 

Vor  Kurzem  hat  Quincke  in  einer  sorgfältigen  Experimental- 
untersuchung  eine  grosse  Anzahl  von  Erscheinungen  behandelt, 
bei  welchen  durch  Einwirkung  starker  elektrischer  Kräfte  auf 
Isolatoren  Deformationen  derselben  hervorgebracht  werden.  Der 
Verfasser  behandelt  diese  Vorgänge  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Formveränderungen  durch  die  gewöhnlichen  Ferne- 
wirkungen der  Elektricität  hervorgerufen  werden. 

Besteht  zunächst  das  dielektrische  Medium  aus  einer  sehr 
dünnen  Kugelschale,  welche  auf  beiden  Grenzflächen  mit  leiten- 
den Belegungen  versehen  ist,  von  denen  die  eine  bis  zum  Poten- 
tial p  geladen,  die  andere  abgeleitet  ist,  so  ist  die  Volumenände- 
rung  Je  der  Schale  durch  die  folgende  Formel  ausgedrückt: 

Jv    ^    8p'I>'[2A+2iU-fc(;t+2iu)] 
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Hierin  bedeutet  f>  das  Volumen,  a  die  Dicke  der  Schak,  ferner 
X  und  ju  die  beiden  elastischen  Constanten  nach  Lamö's  BeMidh 
nung,  während  D  die  Di^lektricitätsconstante  des  Mediums  and 

ist.  Besteht  das  isolirende  Medium  ans  einem  Hohlcylinder,  der 
innen  und  aussen  mit  leitenden  Belegen  versehen  ist,  so  erflUirt 
derselbe  bei  der  Elektrisirung  der  inneren  Belegung  eine  Ver- 
längerung Jly  ftlr  welche 

Der  Verfasser  vergleicht  sodann  die  Formel  ftkr  den  Kugeloon- 
densator  mit  Versuchen  von  Quincke  und  findet,  dass  die  Vo- 
lumenänderung, welche  seine  Theorie  ergiebt,  jedenfalls  von 
derselben  Grössenordnung  ist,  wie  die  durch  den  Versodi  ge- 
fundene. 

Zum  Schluss  folgt  eine  allgemeinere  Behandlung  dessdbco 
Problems  für  isolirende  Körper  von  beliebiger  Form. 

Ok. 


W.  GiESK.  Ueber  den  Verlauf  der  Rttckstandsbilduug 
in  Leydener  Flaschen  bei  constanter  Potentialdifferenz 
der  Belegungen.    Pogg.  Ann.  (2)  ix.  I6I-208. 

Die  von  R.  Kohlrausch  zuerst  genauer  unt^rguehte  Bttek- 
Standsbildung  bei  Leydener  Flaschen  ist  von  Riemann  (Gesammelte 
Werke  p.  48)  theoretisch  behandelt  worden.  Der  Ver&sser  bat 
eine  ausführliche  Experimentaluntersuchung  angestellt,  um  die 
Resultate  dieser  Theorie  mit  der  Erfahrung  zu  vergleichen.  Hier- 
bei wurde  die  äussere  Belegung  einer  Leydener  Flasche  von 
einem  bestimmten  Augenblick  an  auf  constantem  Potential  er- 
halten, während  die  innere  Belegung  eine  bestimmte  Zeit  isoUit 
und  mit  einem  Elektrometer  verbunden  war.  Die  dort  angfr- 
sammelte  und  gemessene  Elektricitätsmenge  kann  als  Mass  ftr 
die  Strömung  in  der  betreffenden  Zeit  dienen. 
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Die  Biemana'sche  Theorie  geht  (ttr  das  Potential  V  der 
Elektridtftt  im  Innern  des  Isolators  von  der  partiellen  Differential- 
gleichung aus: 

dx'dt  '^^  dx*  '  dx'  ' 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Isolator  aus  einer  unendlich 
grossen  dünnen  Platte  besteht.  Die  ifss-Ebene  liegt  in  der  Mitte 
der  Platte,  die  beiden  Grensebenen  haben  daher  die  Gleichun- 
gen: X  =  +dj  wenn  2d  die  Dicke  ist.  Die  von  Biemann  an- 
genommenen Grensbedingungen  bestehen  darin,  dass 

fllr:    aj=  +d,     F  =  +c, 
«  =  —  d,     V  =  --c, 

dV 

fttr  beide  Flächen:    -^  =  0. 


dx 


Die  Stromintensität  ist: 


,  Ö'F       ,  dv 

Die  Gleichungen  werden  nach  bekannten  Regeln  gelöst  Es 
stellte  sich  heraus,  dass  die  Resultate  nicht  geeignet  waren,  die 
Versuche  wiederzugeben.  Auch  eine  von  Helmholtz  vorgenommene 
und  durchgerechnete  Hodification  der  Grenzbedingungen  führte 
zu  keiner  besseren  Uebereinstimmung.  Helmholtz  machte  die 
Annahme,  dass  die  Elektricität  nur  bis  zu  einer  sehr  geringen 
Tiefe  eindringe.  Die  hierbei  zur  Lösung  des  Problems  benutzten 
Rechnungen  sind  interessante  Anwendungen  der  bei  der  Wärme- 
leitung vorkommenden  Functionen.  Ok. 


G.  EiRGHHOFF.    üeber  die  Messung  elektrischer  Leituugs- 

falligkeiten.    BerL  Monatsber.  1880.  601-613;    Pogg.  Ann.  (2)  XL 
801-812. 

Die  gewöhnlichen  Methoden,  die  Leitungsfähigkeit  eines  Kör- 
pers zu  bestimmen,  sind  nur  anwendbar,  wenn  derselbe  aus  einem 
dünnen  Draht  besteht.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  hat  man  es  also 
mit  einem  nicht  linearen  Leiter  zu  thun,  so  kann  man  folgender- 
massen  verfahren.   Man  denke  sich  zwei  Punkte  des  Leiters  mit 
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den  Polen  einer  constanten  Kette  verbanden.  An  zwei  andereo 
Punkten  sind  die  Enden  des  Drahtes  einer  GalvanometerroUe  ib- 
gelegt,  so  dass  durch  dieselbe  ein  Zweigstrom  geht  Ist  J^  die 
Intensität  des  Kettenstromes^  «/,  diejenige  des  Zweigstromes  ood 
w  der  Widerstand  der  Bolle,  so  besteht  die  Gleichung 

In  derselben  sind  q  und  r  Constanten,  welche  von  der  Fonn  des 
körperlichen  Leiters  und  von  der  Lage  der  Tier  Ableitongspookte 
abhängen.  Die  Grösse  r  wird  durch  die  angewandte  Yersoeiu- 
methode,  wobei  ein  Dififerentialgalyanometer  zur  Verwendmif 
kommt,  eliminirt,  während  q  durch  einen  bekannten  Widentaod 
ausgedrückt  wird.  Ist  die  Stromverbreitung  in  dem  betreffenden 
körperlichen  Leiter  bekannt,  so  kann  die  Grösse  q  in  besonderen 
Fällen  berechnet  und  dadurch  die  Leitungsßihigkeit  bestimmt 
werden.  Der  Verfasser  benutzte  Leiter  von  der  Form  does 
rechtwinkligen  Parallelepipedons.  Die  beiden  Enden  einer  Kante 
waren  mit  der  Kette  verbunden.  Die  Galvanometerdrähte  gingen 
von  den  Enden  der  nächsten  parallelen  Kdi^te  aus,  so  dass  die 
vier  Ableitungspunkte  die  Ecken  einer  rechtwinkligen  Sdten- 
fläche  büdeten.|  Zur  Berechnung  von  q  benutzt  d^r  YerCasser  den 
von  Greenhill  gegebenen  Ausdruck  für  das  Potential  der  con- 
stanten Strömung  in  einem  rechtwinkligen  Parallelepi^  mit  den 
Kanten  a,  6,  c,  welchem  die  Elektricität  in  zwei  Punkte»  zu-  resp. 
abgeleitet  wird.  Die  Grösse  q  ist  dann  der  Difi^erenz  4r  Poten- 
tiale für  die  beiden  Ableitungspunkte  des  Galvanomete^^ 
gleich.  Nach  einigen  Transformationen  erhält  man  ftlr  d^^ 
den  folgenden  Ausdruck:  \ 

Hierbei  ist  vorausgesetzt^  dass  c  die  längste  Kante  ist,  und  <j 
a  und  c  die  Seiten  desjenigen  Rechtecks  sind,  an  dessen  Ecl 
die  vier  Drähte  angebracht  sind.  Die  Thetafunctionen  sind  1 
in  der  Bedeutung  gebraucht: 
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Nach  einer  Reibe  von  Transformationen  wird  das  bestimmte  Inte- 
gral ftlr  zwei  besondere  Fälle  aasgereebnet 

Es  sei  znnftcbst  a  =  6,  c  gross  im  Yergleicbe  zn  a.  Dann  ist 

c- 0,7272  a 


Q  = 


a'k 


Ferner  sei  a  =  fe  =  —  •    Dann  ist 

1,2732 


Ok. 


B.  F.  Weber.  Beziehung  zwischen  dem  Wärme- 
leitungsvermögen und  dem  elektrischen  Leitungsver- 
mögen der  Metalle.  Berl.  Monatsber.  1880.  457-478;  Wolf  Z. 
1880.  161-187;  Arch.  de  Genöve  (3)  IV.  107-131. 

Wäbrend  bisber  angenommen  wnrde,  dass  die  Werthe  der 
Leitungsfäbigkeit  der  Metalle  ftir  Wärme  nnd  Elektricität  in  con- 
stantem  Verbältnis  zn  einander  steben,  ist  der  Verfasser  anf 
Grund  einer  sorgfältigen  Untersncbnng  beider  Grössen  zu  einem 
anderen  Resultat  gekommen. 

Das  Wärmeleitungsvermögen  wurde  naeb  zwei  verscbiedenen 

Metboden   bestimmt,  je   nacbdem  die  Metalle  zu  den  besseren 

ider  scblecbteren  Leitern  geborten.    Im  ersten  Fall  hatten  die- 

'  Hh^n  die  Form  eines  Ringes.   Ein  Querscbnitt  desselben  wurde 

^^^  lange  erwärmt,  bis  die  Wärmevertbeilung  eine  stationäre  ge- 

^  ^iden  war.    Darauf  wurde  nach  Unterbrechung  der  Erwärmung 

Ibkfiblung  an  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Stellen  des 
^Y  ^  messend  verfolgt,  während  derselbe  in  einem  Raum  von 
' '  toter  Temperatur  erkaltete.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
^  aB<i  ^'fU'meleitungsföhigkeit  nnd  die  specifische  Wärme  der  Vo- 
|gg^  E^^iinheit  lineare  Functionen  der  Temperatur  sind,  dass  ferner 
gifidbi^  aussen  abgegebene  Wärme  proportional  ist  mit 

lie  Temperatur  der  betreffenden  Stelle  des  Ringes,  Ua  die- 
der  Umgebung  ist,  dass  endlich  in  jedem  Querschnitt  des 
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Rioges  dieselbe  Temperattir  herrscht,  wird  zunächst  das  Problem 
theoretisch  behandelt.  Dasselbe  lässt  sich  Tollstftndig  Idsra,  in- 
dem die  Temperatur  irgend  eines  Punktes  dimsh  eine  rtaik  oon- 
vergirende  Reihe  dargestellt  wird.  Werden  die  Beobachtungen 
erst  eine  kurze  Zeit  nach  dem  Anfang  der  Erkaltung  begonneOf 
und  fbr  die  Beobachtungsstellen  Querschnitte  gewählt,  welche  ?oo 

dem  erhitzten  Querschnitt  um    —3—   und  um  5     ^     ,    auf  der 

o  o 

Mittellinie  gezählt,  abstehen,  so  erhält  man  fbr  die  Temperaturoi 
einfache  Functionen  der  Zeit,  welche  die  Berechnung  des  Wärme- 
leitungsvermögens  nach  absolutem  Mass  gestatten.  Bei  sdilecht^ 
leitenden  Metallen  wurde  die  Abkühlung  einer  kreisföraiigei 
Metallplatte  beobachtet,  deren  Mantelfläche  auf  constanter  niedri- 
gerer Temperatur  erhalten  wird,  während  die  beiden  Basisflächen 
durch  Strahlung  Wärme  verlieren.  Auch  dieses  Problem  wird 
mathematisch  behandelt  In  den  Ausdruck  ftir  die  Tempentor 
treten  Bessersche  Functionen  ein.  Das  elektrische  Leitongsrer- 
mögen  wird  aus  der  Dämpfung  bestimmt,  welche  die  Metallringe 
auf  einen  schwingenden  Magnetstab  austlben.  Das  Leitongsver- 
mögen  ergiebt  sich  dabei  nach  absolutem  elektromagn^ischeiD 
Mass.  Der  Verfasser  findet  nun,  dass  das  Verhältnis  beid» 
Grössen  nicht  constant,  sondern  eine  lineare  Function  der  speo- 
fischen  Wärmen  der  Volumeneinheit  (Product  aus  specifischer 
Wärme  und  Dichtigkeit)  ist  Bezeichnet  man  mit  k^  und  £,  die 
Leitungsfähigkeiten  ftir  Wärme  und  £Iektricität|  mit  c,  die  spe* 
cifische  Wärme,  so  soll  allgemein 

sein,  wo 

a  =  877, 
6  =  1360 

ist.  Die  Werthe  des  Verhältnisses  liegen  nach  dem  Veffuser 
zwischen  den  Grenzen:  2002  fbr  Kupfer  und  1275  ftir  WiamotL 

Ok. 
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J.  C.  Allan.      On    some  problems    in   the   conduction 

of  electricity.     Quart  J.  XVIL  65-86. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Strömung  der  Elektricität  in 
dünnen  leitenden  Flächen,  besonders  in  einer  Engelsohale,  ein 
Problem,  das  in  ähnlicher  Weise  schon  früher  von  Kirchhoff 
(vergl.  F.  d.  M.  VII.  1875.  p.  665-666)  und  Anderen  behandelt 
worden  ist. 

Wird  die  Lage  eines  Punktes  auf  Polarcoordinaten  (r,  ^,  q>) 
bezogen,  so  gilt  für  das  Potential  V  eine  ganz  ähnliche  Glei- 
chung, wie  für  die  Strömung  in  der  Ebene: 

wo 

M  =  log(atg— ) 

gesetzt  ist  und  a  den  Radius  der  Kugel  darstellt. 

Wird  die  Elektricität  durch  ein  System  punktförmiger  Elek- 
troden zu-  resp.  abgeleitet,  so  lässt  sich  das  Potential  in  der  Form 
ausdrücken: 

V  =  -S^lg{e'^-2e^+^«cos(y-<yn)  +  e'^1, 

wobei  jedes  Glied  der  Summe  einer  Elektrode  entspricht,  deren 
Lage  auf  der  Kugel  durch  fin  und  <pn  ausgedrückt  wird.  Der 
Verfasser  zeigt  ferner,  wie  zu  dem  System  der  Potentiallinien 
das  System  der  Stromlinien  berechnet  werden  kann. 

Das  Problem  wird  erheblich  complicirter,  wenn  die  leitende 
Ebene  oder  die  leitende  Kugelsdiale  begrenzt  ist  Der  Verfasser 
giebt  eine  Uebersicht  über  diejenigen  Begrenzungen  in  beiden 
Fällen,  bei  welchen  bis  jetzt  eine  Lösung  gegeben  worden  ist. 

Von  ersteren  geht  derselbe  specieller  auf  die  Fälle  ein,  wo 
die  Strömung  in  einem  von  zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzten 
Ring  und  in  einem  Stück  desselben  stattfindet,   welches  durch 

zwei  Radien  abgeschnitten  wird,  deren  Winkel  —  beträgt 

Ausserdem  wird  noch  kurz  die  Strömung  in  einer  cylindri- 
schen  Fläche  und  in  einer  Fläche  von  beliebiger  Krümmung  be- 
sprochen. Ok. 
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A.  GuEBHARD.  Sur  une  m^thode  exp^rimentale  propre 
k  d^terminer  les  ligiies  de  niveau  daus  r^coulement 
stationnaire  de  l'^lectricit^  k  travers  les  surfaces  con- 

ductrices.     C.  B.  XC.  984-987. 

A.  GuBBHARD.  Sur  les  lignes  äquipotentielles  d'on  plan 
form^  de  deux  moiti^s  inägalement  conduetrices. 

C.  R.  XC.  1124-1126. 

Eine  Metallplatte  wird  in  eine  Lösang  von  essigsaareni  ffid 
und  essigsaurem  Kupfer  gelegt.  Durch  zwei  in  die  Lösung 
tauchende  Drähte  wird  der  Strom  einer  galvanischen  Kette  xo- 
resp.  abgeleitet.  Auf  der  Metallplatte  entstehen  dann  nach  Art 
der  Nobili'schen  Farbenringe  Curvensysteme  durch  Ablagerung 
der  Zersetzungsproducte  in  verschiedener  Dichtigkeit.  Offenbar 
durch  eine  äussere  Aehnlichkeit  verleitet  behauptet  der  Verfasse, 
dass  dieselben  mit  den  Curven  gleichen  Potentials  ttbereinstimmeo, 
falls  man  der  Platte  an  den  beiden  Punkten  direct  einen  Strom 
zuführte.  Diese  Auffassung  ist  jedenfalls  irrthOmlich.  Es  kann 
daher  auch  nur  von  einer  gewissen  Aehnlichkeit  die  Bede  sein, 
wenn  der  Verfasser  eine  Platte  anwendet,  welche  aus  zwei  ver- 
schiedenen Metallen  besteht  und  nun  nach  seiner  Methode  die 
von  Kirchhoff,  Quincke  und  Anderen  in  diesem  Fall  berechneten 
und  experimentell  bestimmten  Potentialcurven  wiedergefunden 
haben  will.  Ok. 


E.  Dorn,     üeber  die  Fortführung  der  Elektricität  durch 
strömendes    Wasser    in   Röhren    und    verwandte    &- 

scheinungen.    Pogg.  Ann.  (2)  IX.  513-552,   x.  46-77. 

Die  hier  vorliegende  umfangreiche  Abhandlung  ist  ausschliess- 
lich experimentell.  Während  der  Untersuchungen  des  Verfassers 
über  die  elektromotorischen  Kräfte,  welche  durch  Strömung  des 
Wassers  in  Röhren  erzeugt  werden,  ist  eine  wichtige  theoretische 
Untersuchung  von  Helmholtz  (F.  d.  M.  XI.  1879.  750-752)  ver- 
öffentlicht worden.  Die  Resultate  der  Versuche  stehen  mit  der 
dort  entwickelten  Theorie  in  Uebereinstimmung.  Ok. 
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H.  Hblmholtz.     üeber  Bewegungsströme   am  polarisir- 

ten    Piatina.      Berl   Monatober.  1880.  285-305;    Pogg.  Ann.  (2)  XI. 
737.759. 

In  dem  ersten  Theil  der  vorliegenden  Abhandlung  bespricht 
der  Verfasser  seine  experimentellen  Untersuchungen  über  den 
Verlauf  der  galvanischen  Polarisation  und  Ober  die  Bewegungs- 
ströme. Die  beobachteten  Erscheinungen  werden  im  zweiten 
Theil  theoretisch  erklärt,  indem  eine  Annahme  über  die  Natur 
der  Elektrolyse  zu  Grunde  gelegt  wird,  welche  in  nahem  Zu- 
sammenhang steht  mit  den  Annahmen  Aber  die  eigeuthfimlichen 
Eigenschaften  elektrischer  Grenzschichten,  über  welche  vor  Kurzem 
(F.  d.  M.  XL  1879.  750-752)  berichtet  worden  ist.  Ok. 

A.  WiTKOWSKi.  üeber  den  Verlauf  der  Polarisations- 
ströme. Pogg.  Ann.  (2)  XL  759-771. 
Wird  durch  angesäuertes  Wasser  ein  elektrischer  Strom  ge- 
leitet, 80  entstehen  an  den  Elektroden  durch  die  ausgeschiede- 
nen Gase  elektromotorische  Gegenkräfte,  welche  die  Stärke  des 
ersten  Stromes  schwächen.  Sind  die  Elektroden  von  Platin,  so 
dringt  der  ausgeschiedene  Wasserstoff  in  das  Innere  des  Platins 
ein.  Wird  daher  die  Gegenkraft  der  Dicke  der  Gasschicht  pro- 
portional gesetzt,  so  wird  dieselbe  kleiner  in  Folge  der  oben 
erwähnten  Erscheinung.  Für  das  Eindringen  des  Wasserstoffs 
in  das  Innere  der  Metalle  setzt  der  Verfasser  das  Gesetz  der  ge- 
leiteten Wärme  voraus  und  löst  die  Aufgabe,  die  Stärke  eines 
Sfaromes  als  Function  der  Zeit  zu  berechnen,  wenn  derselbe  durch 
Platinelektroden  und  eine  Wasserschicht  fliesst  Der  Gang  der 
Rechnong  ist  ähnlich,  wie  bei  Problemen  der  geleiteten  Wärme. 
Die  erhaltenen  Resultate  werden  durch  Versuche  bestätigt.  Schliess- 
lich weist  der  Verfasser  darauf  hin,  dass  man  auf  ein  mathema- 
tisch sehr  ähnlich  formulirtes  Problem  geführt  wird,  wenn  man 
den  Verlauf  eines  Stromes  berechnet,  welcher  durch  zwei  ver- 
schiedene Metallstäbe  fliesst,  an  deren  Bertthrungsstelle  Wärme 
erzeugt  oder  verbraucht  wird,  und  auf  die  Verbreitung  dieser 
Wärme  durch  Leitung  Rücksicht  nimmt.  Ok. 
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dieselben   aus   einer   elektromotori  sehen   Kraft   bestehen»  deren 
Gomponenten  proportional  sind  den  Ansdrtleken: 

(bc'  -  6'c),    (ca'—  ac%    (ab'  -  o'fc). 

Hier  bezeichnen  a,  6,  c  die  Stromeomponenten  in  dem  betreffen- 
den Punkte  des  Mediums  und  a\  b\  &  die  magnetischen  Kraft-* 
componenten  in  demselben  Punkte.     Die  neue  elektromotorische 
Kraft   steht  also   senkrecht   auf  den  Stromlinien   und   auf  deo 
magnetischen  Kraftlinien. 

Ist  es  gestattet  anzunehmen,  dass  auch  in  einem  dielektri- 
schen Medium  dieselben  Zusatzkräfte  bei  der  Verbreitung  voo 
Lichtschwingungen  wirksam  sind,  so  würde  sich  hieraus  die 
Drehung  der  Polarisationsebene  erklären  lassen.  Ok. 


H.  R.  Hertz.     Versuche   zur  Feststellung  einer  oberen 
Grenze    für    die   kinetische   Energie   der   elektrischen 

Strömung.    Pogg.  Ann.  (2)  X.  4U-448. 

Wirkt  in  einem  Drahtkreise  yom  Widerstand  u>  eine  ver- 
änderliche elektromotorische  Krafl  A^  so  ist  nach  dem  Ohm'aeben 
Gesetze  die  Stromstärke  t  aus  der  Differentialgleichung  zu  be- 
rechnen: 

di 

wo  P  das  Potential  des  Kreises  auf  sich  selbst  bedeutet  Käme 
der  Elektricität  eine  träge  Masse  zu,  so  wOrde  diese  Gleichung 
heissen : 

Das  Vorhandensein  einer  solchen  Masse  würde  also  eine  Ver- 
mehrung des  Potentials  P  repräsentiren.  Um  die  vorliegeode 
Frage  zu  entscheiden,  mussten  daher  Extraströme  gemessen  wer- 
den, welche  in  DrahtstUcken  entstehen,  deren  Inductionspotential 
klein  ist  und  aus  der  Theorie  berechnet  werden  kann.  Es  wor- 
in hierbei  theils  Doppelrollen  benutzt,  bei  denen  der  Strom  je 
^ei  benachbarte  Windungen  in  entgegengesetztem  Sinne  durefa- 
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Iftafk,  tbeild  geradlinig  ausgespannte  Drähte.  Von  Interesse,  be- 
sonders in  mathematiseber  Beziehung,  ist  hierbei  die  Art,  wie 
der  Verfasser  die  Berechnung  im  ersten  Fall  durchgeführt  bat. 

Von  der  Besprechung  der  Methode,  nach  welcher  die  Extra- 
strOme  bestimmt  wurden,  muss  hier  abgesehen  werden.  Die  Ver« 
suche  Hessen  den  Einfluss  einer  Masse  der  Elektricitftt  nicht  er- 
kennen. Der  Verfasser  fasst  das  Resultat  derselben  in  dem  Satz 
zusammen: 

^Die  kinetische  Energie  (mt*)  der  elektrischen  Strömung  in 
einem  Cubikmillimeter  eines  kupfernen  Leiters,  welcher  von 
einem  Strome  von  der  elektromagnetischen  Dichtigkeit  1  durch- 
flössen wird,  betr&gt  weniger  als 

0,008  Milligrammillimeter.'' 

Ok. 


NiBiiöLLBR.     Deformation    eines  elastischen  geknickten 
Stromleiters  unter  Einwirkung  des  Erdmagnetismus. 

Schlömilch  Z.  XXV.  147-166. 

Ein  ein  bis  zwei  Meter  langer  Draht  wird  in  seiner  Mitte 
um  einen  rechten  Winkel  umgebogen  und  die  beiden  Enden  zwi- 
schen Holzleisten  eingeklemmt,  so  dass  der  Draht  und  die  Leiste 
ein  rechtwinkliges,  gleichschenkliges  Dreieck  bilden.  Dasselbe 
wird  in  die  Verticalebene  des  magnetischen  Meridians  gebracht 
und  durch  den  Draht  ein  elektrischer  Strom  geleitet  Die  elektro- 
magnetische Wirkung  des  Erdmagnetismus  lenkt  den  Draht  aus 
der  Ebene  ab,  und  dadurch  wird  derselbe  deformirt  Die  Ab- 
lenkung kann  mit  Hilfe  des  Mikroskops  gemessen  werden.  Der 
Verfasser  giebt  die  ausführliche  Berechnung  dieses  Versuches 
nach  den  Grundsätzen  der  Elasticitätstheorie ,  wobei  er  die  Ent- 
wicklungen und  Bezeichnungen  von  Glebsch  zu  Grunde  legt  Die 
beobachteten  Ablenkungen  stimmen  mit  den  berechneten  gut 
aberein.  Ok. 


E.  RiECKB.     üeber  die  sogenannte  unipolare  Induction. 

Pogg.  Ann.  (2)  XI.  413-433. 

FoctMbr.  d.  Math.  XU.  S.  51 
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Nach  einer  historischen  Uebersicht  über  die  früheren  Ve^ 

* 

suche,  die  Theorie  dieser  Erscheinangen  zu  geben  (yergL  Lo^ 
berg,  F.  d.  M.  X.  1878.  p.  714-716),  geht  der  Verfasser  aof  das 
Weber'scbe  Grundgesetz  zurück,  um  zunächst  die  elektromoto- 
rische Wirkung  eines  Stromelementes  auf  ein  Drahtelem^t  n 
bestimmen.  Es  wird  dann  weiter  angenommen,  dass  das  Strom- 
element einem  Solenoid  angehört,  welches  um  eine  Aze  rotiri 
Hierbei  zeigt  sich,  dass  das  Solenoid  auch  in  diesem  Fall  dureh 
einen  Magnet  ersetzt  werden  kann,  und  dass  bei  der  eigentlidien 
unipolaren  Induction  nur  die  Wirkung  des  rotirenden  Magnete 
auf  den  ruhenden  Theil  der  Leitung  in  Betracht  zu  ziehen  ist 
Als  bemerkenswerthes  Resultat  stellt  sich  zum  Schluss  heraus, 
dass  die  von  dem  Verfasser  entwickelte  elektrodTnamiscbe  Theorie 
der  unipolaren  Induction  zu  demselben  Resultat  führt,  wie  die 
filtere  elektromagnetische,  so  dass  diese  Gruppe  von  Erseheinim- 
gen  nicht  zur  Entscheidung  der  Frage,  ob  magnetische  Fluids 
oder  Molecularströme  anzunehmen  sind,  Terwerthet  werden  kann. 

Ok. 


K.  Schering.     Allgemeine  Theorie  der  Dämpfung,  welche 
ein  Multiplicator  auf  einen  Magnet  austtbt.    Pogg.  Aon. 

(2)  IX.  287-302,  4ö2.48a 

Durch  die  Schwingungen  des  Magnets  in  einem  Multiplicator 
werden  bekanntlich  in  den  Drahtrollen  Inductionsströme  err^ 
welche  der  Bewegung  des  Magnets  entgegenwirken.  Bei  UdneQ 
Schwingungsamplituden  kann  man  diese  Wirkung  als  eine  Kraft 
in  Rechnung  ziehen,  welche  der  augenblicklichen  Winkelgescbwiih 
digkeit  proportional  ist.  Sind  die  Amplituden  grösser,  oder 
schwingt  der  Magnet  nicht  um  seine  ursprüngliche  Oleichgewicfat»- 
läge,  so  ist  die  dämpfende  Kraft  allgemeiner  als  eine  Func- 
tion des  Ausschlags  anzusehen.  Der  Verfasser  constatirt  diese 
Thatsache  zunächst  durch  den  Versuch,  indem  er  das  logarith- 
mische Decrement  bestimmt,  wenn  der  Magnet  um  die  mittlere 
Gleichgewichtslage  schwingt  Nachdem  dann  der  Magnet  dnr^ 
einen  passend  liegenden  Magnetstab  um  einen  kleinen  Winkd 
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abgelenkt  ist,  wird  das  logarithmische  Deoreroent  von  neuem  be- 
stimmt und  ergiebt  sieb  kleiner,  als  im  ersten  Fall. 

Diese  Erseheinungen  lassen  sieh  tbeoretiscb  verfolgen,  wenn 
man  f&r  die  Bewegungsgleiefaang  des  Magnets  die  folgende  Diffe- 
rentialgleichung annimmt: 

oder  bei  Entwicklung  der  Functionen  P  und  Q  nach  Potenzen 
von  (f  und  Vernachlässigung  höherer  Glieder: 

Zur  Integration  derselben  wird  zunächst  gesetzt: 

g>  =  Äe-'^Binißi+B),    ß*  =  n*-m\ 

dann  werden  die  Gonstanten  A  und  B  als  Functionen  von  t  an- 
gesehen und  durch  Annäherungsrechnung  bestimmt. 

Aus  dem  auf  diese  Weise  erhaltenen  Integral  der  Differen- 
tialgleichung werden  die  Werthe  der  durch  die  Dämpfung  ver- 
änderten Schwingungsdauer  und  des  logarithmischen  Decrementes 
berechnet,  wobei  man  erhält: 

Hier  ist  a^  die  Ablenkung  von  der  mittleren  Gleichgewichtslage, 
S^  und  S,  sind  Gonstanten,  welche  durch  den  Versuch  bestimmt 
werden  können.  Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  oben 
besprochenen  Versuchen  gab  eine  gute  üebereinstimmung. 

Ok. 


C.  Laske.     Messungen   Über  das  Mitschwingen  ftlr  den 
Fall  starker  Dämpfung.    Wien.  Ber.  Lxxxii.  1011-1020. 

Eine  Drahtrolle  ist  so  aufgehängt,  dass  sie  um  ihren  vertn 
ealen  Durchmesser  drehende  Schwingungen  ausfuhren  kann. 
Hierbei  werden  durch  den  Erdmagnetismus  Ströme  erregt,  welche 
zu  einem  Galvanometer  geleitet  werden  und  auf  die  Magnetnadel 
desselben  wirken,     v.  Ettingshausen  hat  die  Einwirkung  dieser 

51* 
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Ströme  auf  die  Nadel  theoretisch  untersucht  Die  vorliegende  Ar- 
beit ist  eine  experimentelle  Prüfung  einiger  von  Ettingshanson  er- 
haltenen Formeln  flir  den  Fall,  dass  die  Magnetnadel  eine  sehr 
starke  Dämpfung  hat  oder  aperiodisch  ist  Ok. 


F.  HiMSTEDT.  Einige  Versuche  über  Induction  in  körper- 
lichen Leitern.  Gott.  Nachr.  1880.  491-511;  Pogg.  Ann.  (2)  XI 
812-832. 

Der  Verfasser  hat  zwei  Gruppen  yon  Versuchen  angestdli 
fiel  der  ersten  ftihrt  ein  System,  aus  zwei  fest  mit  einander  yer- 
bundenen  Magneten  bestehend,  drehende  Schwingungen  um  eine 
Axe  aus,  welche  gleichzeitig  der  yerticale  Durchmesser  dner 
leitenden  Kugel  ist.  Durch  die  Bewegung  der  Magnetpole  wer- 
den in  der  Kugel  Ströme  inducirt,  welche  dämpfend  auf  die 
Schwingungsbewegung  einwirken.  Ausgehend  von  den  allge- 
meinen Bewegungsgleichungen  der  Elektricität,  wie  sie  Helmhottt 
in  Borchardt  J.  LXXII.  aufgestellt  hat,  löst  der  Verfasser  das 
Problem,  die  elektrischen  Strömungen  in  der  Kugel  und  ihre 
Rockwirkung  auf  das  magnetische  System  au  berechnen. 

Bei  der  zweiten  Gruppe  von  Versuchen  schwingt  umgekehrt 
eine  leitende  Kugel,  welche  bifilar  aufgehängt  ist,  in  einem  homo- 
genen magnetischen  Feld.  Auch  hier  entstehen  Inductionsströme 
und  in  Folge  der  Einwirkung  der  magnetischen  Kraft  werden  die 
Schwingungen  gedämpft.  Die  Rechnung  lässt  sich  auch  in  diesem 
Fall  durchfuhren.  Aus  beiden  Versuchsgruppen  kann  die  Lei- 
tungsfähigkeit der  Substanz  (Kupfer)  der  Kugeln  berechnet  wer- 
den.  Die  erhaltenen  Resultate  stimmen  gut  mit  einander  überein. 

Ok. 


J.  JouBBRT.   Snr  la  loi  des  machines  magndto-älectriques. 

G.  B.  XGL  467^70,  493-495. 

Der  Verfasser  hat  die  Stromintensität  magneto-elektrisdier 
Maschinen,  welche  Wechselströme  liefern,  untersucht  und  gefun- 
den, dass  sich  für  die  mittlere  Stromstärke  in  einer  halben  Pe- 
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riode  der  Ausdruck  ergiebt: 


Er  zeigt  sodann,  dass  dieser  Ausdruck  sich  ans  den  Gesetzen  der 
Induction  ableiten  lässt.  Ist  E  die  mit  der  Zeit  veränderliche 
elektromotorische  Kraft,  R  der  Widerstand,  U  das  Potential  des 
Sfaronakreises  auf  sich  selbst,  so  gilt  die  Gmndgleichüng : 

di 


E  =  iR-\-ü 


dt 


•  • 


Ist  ferner 


£  =  E.sin2'" 


'0  ■""       T      > 


T 


so  ist 


'^    f^^J^'"\^    siu2^(ir-y)' 

T 

Femer  ist  der  Mittelwertb  von  t,  von  <  =  0  bis  <  =  — : 


2E. 
j " 


(r.  +  J!^) 


r 

Von  diesen  Ausdrücken  werden  Anwendungen  auf  die  vortheil- 
bafteste  Gonstruction  magneto-elektriscber  Mascbinen  gemacbt. 

Ok. 


M.  Deprez.  Sur  le  rendement  ^nomique  des  moteurs 
^ectriques  et  sur  la  mesure  de  la  quantit^  d'^nergie^ 
qui  traverse  un  courant  ^lectrique.  c.  R.  xo.  590-593. 

Wird  durcb  einen  elektriscben  Strom  ein  Motor  getrieben, 
so  ist  die  Stromstärke  kleiner,  wenn  der  Motor  in  Bewegung  ist, 
als  wenn  derselbe  rubt.  Im  letzteren  Fall  kann  man  durcb  Ein- 
sehaltnng  eines  passenden  Widerstandes  dieselbe  Stromstärke  t 
berstellen,  welcbe  sieb  wäbrend  der  Bewegung  des  Motors  er- 
giebt.   Bezeicbnet  man  mit  r^  den  Widerstand  des  Kreises,  mit 


gOg  XI.  Abschoitt    Mathematische  Physik. 

r,  den  eben  erwähnten  Widerstand,  so  ist  die  erzeugte  Wirme 

Q  =  ir,  +  r,)i\ 

Wird  bei  der  Bewegung  des  Motors  die  Wärmemenge  T  in  Ar- 
beit umgesetzt,  so  ist 

T  r 

Also  ist  der  ökonomische  CoeflGcient   -7^-  =  — ^ —  .     Der  Ver- 

fasser  wendet  diese  Betrachtungen  auf  einen  Stromkreis  an,  wel- 
cher zwei  djnamo^lektrische  Maschinen  enthält,  von  denen  die 
eine  einen  Strom   erzeugt,   welcher  die  andere  bewegt    Der 

E 

ökonomische  Goefficient  ist  in  diesem  Fall  -=- ,  wo  E,  die  elek- 

tromotorische  Kraft  der  ersten,  E  diejenige  der  zweiten  Maftcbine 
bedeutet.  Ok. 


6.    Cabanellas.      Sur    an '  nouveau    th^r^me    äectro- 
dynamique.   0.  R.  XOI.  1062-1063. 

Die  kurze  Notiz  bezieht  sich  auf  zwei  in  Verbindung  ge- 
setzte elektrische  Maschinen.  Ok. 


P.  F.  S.  Provenzali.     Sulla  conservazione  del  meto. 

Acc.  P.  d.  N.  L.  XXXIIL  124-127. 

Philosophische  Betrachtungen  Ober  das  Princip  der  Elrbaltong 
der  Energie.  Ok. 


J.  Stefan,    üeber  die  Tragkraft  der  Magnete.  Wien.  Am. 

1880.  U-15;  Wien.  Ber.  LXXXL  89-117. 

Die  Aufgabe,  die  Tragkraft  eines  Magnets  oder  die  An- 
ziehung eines  Magnets  auf  eine  denselben  berührende  EisramisN 
zu  berechnen,  ist  sehr  schwierig  und  ihre  LOsung  nur  in  beson- 
ders einfachen  Fällen  möglich.  Der  Verfasser  behandelt  zwei 
derartige  Probleme. 

Ein  Eisenring  sei  von  einer  Magnetisirungsspirale  umgeben 
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und  Oberall  gleichmässig  magnetisirt.  Denkt  man  sich  denselben 
darch  eine  Ebene  senkrecht  znr  Ebene  der  Mittellinie  des  Ringes 
zerschnitten,  so  kann  man  den  einen  Theil  als  Magnet,  den  an- 
deren als  Anker  ansehen  und  die  Anziehung  beider  Theile  auf 
einander  berechnen.  Wird  der  Ring  in  zwei  gleiche  Theile  zer- 
schnitten, so  ist  die  Tragkraft: 

A  =  2nfi*qj 
wo  f4,  das  magnetische  Moment  der  Volumeneinheit,  q  den  Quer- 
schnitt des  Ringes  bedeuten.  Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks 
mit  Versuchen  über  die  Tragkraft,  sowie  die  Abhängigkeit  der- 
selben von  der  Stärke  des  magnetisirenden  Stromes  können  wir 
hier  übergehen. 

Bei  dem  zweiten  von  dem  Verfasser  berechneten  Fall  han- 
delt es  sich  um  eine  Kugel,  welche  durch  eine  überall  gleiche 
Kraft  magnetisirt  wird.  Denkt  man  sich  dieselbe  durch  eine 
Ebene  geschnitten,  welche  zur  Kraftrichtung  senkrecht  ist,  so 
kann  wieder  der  eine  Theil  als  Magnet,  der  andere  als  Anker 
angesehen  werden.  Ok. 


B.  Bandkb.  Einwirkung  eines  entfernten  Magnets  und 
einer  von  diesem  inducirten  Eisenkugel  auf  eine 
parallelepipedische  Magnetnadel.   Pr.  Saalfeld. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  in  bekannter  Weise  die 
Formeln  für  das  Potential  magnetischer  Massen  und  für  die  In- 
duction  von  Magnetismus  in  Eisenmassen,  insbesondere  in  einer 
Vollkugel  und  in  einer  Hohlkugel.  Es  wird  dann  weiter  die  Ein- 
wirkung auf  einen  Magnetstab  berechnet  und  eine  Reihe  ein- 
facher Fälle  hervorgehoben,  welche  sich  entweder  dadurch  er- 
geben, dass  die  Kugel  sich  in  speciellen  Lagen  gegen  die  Nadel 
befindet,  oder  dadurch,  dass  einzelne  Dimensionen  der  Nadel  un- 
endlich klein  sind.  Ok. 


K.  ScHKRiNG.     üeber  eine  neue  Anordnung  der  Magnete 
eines  Galvanometers.   Gott.  Nachr.  I88O.  465-457. 
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Der  Multiplicatorrahmen  wird  mit  seiner  Längsriehtuiig  ver- 
tical  gestellt  und  statt  eines  Magnetstabes  ein  System  von  33  fest 
mit  einander  verbundenen,  kurzen  Stäben  benutzt,  wodurdi  die 
Einwirkung  von  Induetionsstössen  erheblich  vergrössert  wird. 

Ok. 


W.  ScHAPBR.     Untersuchungen    Über  die  äquipotentiale 
Vertheilung    der    magnetischen   Fluida   cylindrischer 

Stahlstabe.    Pogg.  Ann.  (2)  IX.  418-451. 

Verschiebt  man  eine  Drahtrolle  von  einem  Punkte  dnes 
cylindrischen  Magnetstabes  zu  einem  anderen,  so  kann  der  hier- 
durch erregte  Inductionsstrom  in  erster  Annäherung  ab  Mass 
der  Veränderung  des  Magnetismus  des  Stabes  an  der  betreffmden 
Stelle  dienen.  Indem  der  Verfasser  nach  dieser  Methode  die 
Vertheilung  des  Magnetismus  in  einem  Magnetstab  untersucht, 
geht  er  von  der  Annahme  aus,  dass  man  den  Magnetismus  des- 
selben ersetzt  denken  kann  durch  zwei  magnetische  Mass»  an 
den  Endpunkten  des  Stabes  und  durch  eine  Massenvertheilung  in 
der  Axe  desselben.    Ftlr  diese  wird  das  Gesetz  angenommen: 

wo  z  die  Entfernung  des  betreffenden  Punktes  vom  Mittelpunkt 
bedeutet.  Es  zeigt  sich,  dass  man  bei  dem  von  dem  VerfasMr 
benutzten  Magnet  nur 

zu  setzen  braucht 

Auf  Orund  dieser  Annahme  wird  dann  die  Stärke  des  in- 
ducirten  Stromes  berechnet,  wenn  die  Bolle  parallel  mit  sich 
selbst  um  ein  kleines  Stück  verschoben  wird.  Die  in  die  be- 
rechnete Formel  eingehenden  Constanten  werden  aus  den  Ver- 
suchen nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  berechnet  Es 
zeigt  sich,  dass  die  Beobachtungen  durch  die  Formel  in  befrie- 
digender Weise  dargestellt  werden.  Wird  dagegen  die  benutzte 
Bolle  durch  eine  Bolle  von  anderem  Badius  ersetzt,  so  stimmen 
die  auf  zwei  verschiedene  Arten  ermittelten  Gesetze  der  Veitbd- 
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long  des  Magnetismus  nicht  mehr  ttberein.  Daraus  folgt,  dass 
nir  derartige  Versuche  die  Wirkung  des  Magnets  nicht  durch  die 
Wirkung  von  Massen  in  der  Axe  ersetzt  werden  kann.  Man 
muss  vielmehr  auf  die  unter  allen  Umständen  gültige  Vertheilung 
von  Magnetismus  ttber  die  Oberfläche  des  Stabes  zurückgehen. 
Der  Verfasser  ftthrt  auch  für  diesen  Fall  die  sehr  complicirte 
Berechnung  der  durch  Verschiebung  der  Spirale  erregten  Induc- 
tionsstrOme  durch,  ohne  eine  Vergleichung  mit  Versuchen  vorzu- 
nehmen. Ok. 


A.  RiGHi.     Contribuzioni  alla  teoria  della  magnetizza- 

zione  dell'  acciaio.    Mem.  d.  Bologna  (4)  I.  438-545. 

Der  Verfasser  hat  eine  umfangreiche  experimentelle  und 
theoretische  Untersuchung  Aber  den  temporären  und  permanenten 
Magnetismus  von  Stahlstäben  angestellt.  Insbesondere  berück- 
sichtigt derselbe  den  Einfluss  einer  plötzlichen  und  langsamen 
Entstehung  und  Aufhebung  der  magnetisirenden  Kraft  auf  die 
permanenten  Momente,  die  eigenthttmliche  Erscheinung  der  Um- 
kehrung der  Polarität  bei  plötzlicher  Unterbrechung  u.  s.  w.;  mit 
einem  Wort  eine  Reihe  von  Einwirkungen  der  CoSrcitifkraft  bei 
der  Magnetisirung  und  Entmagnetisirung.  Femer  giebt  derselbe 
eine  sehr  umfangreiche  Theorie  dieser  Erscheinungen,  wobei  er 
von  der  Vorstellung  drehbarer  Molecularmagnete  ausgeht  und 
sich  im  Ganzen  an  die  erste  Formulining  dieser  Theorie  von 
W.  Weber  anschliesst.  Für  die  weitere  Ausführung  dieser 
Theorie  müssen  wir  auf  die  Originalabhandlung  verweisen. 

Ok. 

O.  Ppannstiel.  üeber  eine  Methode,  die  Intensität  des 
horizontalen  Theiles  des  Erdmagnetismus  in  absolutem 
Masse  nur  mittels  Schwingungsbeobacbtungen  zu  be- 
stimmen.   Scblomilch  Z.  XXV.  271-279. 

In  seiner  Abhandlung  „Intensitas  vis  magneticae  terrestris  etc.^ 
erwähnt  Gauss  kurz  eine  bereits  von  Poisson  angegebene  Me- 


810  XI-  AbBOhnitt    MathematUche  Physik. 

thode,  die  Horizontaloomponente  ohne  Ablenkangs-  oder  Wiokel- 
beobachtungeD  zu  beBtimmen,  bezweifelt  aber  deren  Brandibar- 
keit.  Der  Verfasser  bespricht  eine  ähnliche  Methode,  bei  welcher 
durch  Magnetstftbe  im  Meridian  die  Einwirkung  des  ErdmagBeti»' 
mus  auf  eine  Nadel  verstärkt  oder  geschwächt  wird,  wodurch  die 
Schwingungsdauer  eine  Aenderung  erfährt  Er  giebt  alle  fllr  die 
Berechnung  der  Versuche  vorkommenden  Formeln,  aus  denen 
hervorgeht,  dass  man  die  Wechselwirkung  dreier  Stäbe  hierbei 
benutzen  muss»  wenn  nur  Schwingungszeiten  gemessen  werden. 
Auch  Beobachtungen  werden  mitgetheilt,  welche  recht  genaue 
Werthe  der  Horizontaleomponente  liefern,  und  welche  die 
Methode  als  eine  ganz  brauchbare  erscheiuen  lassen. 

Ok. 


H.  Wild.  Vollständige  Theorie  des  Bifilarmagneto- 
meters  und  neue  Methoden  zur  Bestimmung  der  ab- 
soluten Horizontalintensität  des  Erdmagnetismus  so- 
wie  der  Temperatur-  und  InductionscoSfficienten  der 

Magnete.    Pogg.  Add.  (2)  X.  597-608;  Carl  Rep.  XIII.  325-334. 

Der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  bei  den  Beobaohtungea 
mit  dem  Bifilarmagnetometer  die  Torsion  der  Auf  hängungsdrähle, 
sowie  die  inducirende  Wirkung  des  Erdmagnetismus  auf  den 
Magnetstab  nicht  vernachlässigt  werden  dürfen.  Femer  sehligt 
derselbe  die  folgende  neue  Methode  yor^  um  mit  Hilfe  dieses 
Instruments  die  Horizontaloomponente  des  Erdmagnetismus  tn 
bestimmen.  Der  Magnetstab  M  wird  in  die  transversale  Lage 
gebracht  und  der  Torsions winkel  a  gemessen.  Femer  wird  ein 
zweiter  Stab  M'  in  das  Bifilarmagnetometer  gebracht  und  die 
Torsions  Winkel  s,  und  z,  bestimmt,  während  ausser  dem  Erd- 
magnetismus noch  der  Stab  M  im  Meridian  liegend  auf  IT  wirkt 
Bei  der  letzten  Beobachtung  ist  M  um  180®  gedreht  EndUdi 
sind  noch  die  Schwingungszeiten  der  Magnete  in  den  drei  FlOen 
zu  bestimmen.  Aus  den  gefundenen  Winkeln  und  Schwingnogs- 
zeiten  können  dann  die  Horizontalintensität  und  die  Inductionf- 
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eoefiicienten  berechnet  werden.    Der  Verfasser  giebt  zum  Schluss 
alle  hierzu  erforderlichen  Formeln  ohne  Ableitung  an. 

Ok. 


Lösungen   von    Aufgaben  über  elektrische  Ströme  von 

G.  C.  FOSTER  finden   sich    Bdac.  Times  XXXIII.  32-33,  66-67. 

0. 
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E.  Herrmann.  Compendium  der  mechanischen  Wärme- 
theorie mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Bedürf- 
nisse der  Maschinentechnik.  Berlin.  1879.  Ernst  n.  Kom. 
Z.  dtsch.  Ing.  XXIV.  49-56,  103-112. 

Herr  F.  Grashof  bespricht  das  Air  Maschinentechniker  be- 
stimmte Buch  ausführlich.  Nach  einer  Einleitung  folgen  vier 
Abschnitte  mit  den  Ueberschriften :  Ableitung  der  Hauptgleichungen 
der  mechanischen  Wärmetheorie.  Das  Verhalten  der  Oase.  Das 
Verhalten  der  Dämpfe  und  tropfbaren  Flüssigkeiten.  Theorie 
der  calorischen  Motoren.  Rs. 


M.  Deprez.     Sur  le  mesureur  d'^nergie.   c.  R.  xc.  590-593, 

812-814. 

Der  Verfasser  hat  in  der  ersten  Mittheilung  das  Mass  f&r 
die  Energiemenge,  welche  durch  einen  Schliessungskreis  geht, 
auf  das  Product  Jf  der  Stromintensitäten  in  der  Haupt-  und 
Nebenschliessung  zurückgeführt  und  beschreibt  in  der  zweiten 
einen  Apparat,  mit  dessen  Hülfe  man  den  Werth  von  JJ'  leicht 
erbalten  kann.  Rs. 


Despbyroüs.     Sur  la  thermodynamique.    M6m.  d.  Toui.  (8) 

n.  167-175. 
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Nach  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  f&hren  die  Annchten 
des  Verfassers  darüber,  was  Wärme,  Liebt,  Schall  u.  s.  w.  seten, 
ihn  zu  dem  Schluss:  „Die  Gesetze  der  Mechanik  verknöpfen  und 
erklären  alle  physikalischen  Erscheinungen.^  Im  zweiten  Thefl 
handelt  es  sich  hauptsächlich  um  die  Herleitung  des  Boyle-Gay- 
Lussac'schen  Gesetzes  aus  der  Gleichung  fllr  die  lebendige  Kraft 
eines  Gases.  Rs. 


6.  VAN  DER  Mbnsbrugghe.  Suf  rappUcatioD  da  second 
principe  de  la  thermodynamique  aux  variatiom 
d'^Dcrgie  potentielle  des  surfaces  liquides.    BalLdeBe]|. 

(2)  XLIX.  620-627. 

Berichtigende  Ergänzung  zu  den  Noten,  die  im  Bd.  XLVUL 
p.  344  und  folgende  abgedruckt  sind.  Hn.  (0.) 


6.  VAN  DER  Mensbrugghe.     Du  role  de  la  surface  libre 
de  l'eau  dans  l'^conomie  g^n^rale  de  la  nature. 

Bull,  de  Belg.  (2)  L.  155-157. 

Besprechung  einer  Arbeit,  die  der  Verfasser  im  Jahre  1879 
der  Association  fran^aise  pour  Favancement  des  sciences  yo^elegt 
hatte.  Er  giebt  darin  hauptsächlich  einen  yervoUständigendea 
Bericht  über  mehrere  seiner  früheren  Arbeiten.        Mn.  (0.) 


6.  VAN  DER  Mensbrugghe.    Voyages  et  m^tamorphoses 

d'une  gOUtelette  d'eau.    Bull,  de  Belg.  (2)  L.  423427. 

Auseinandersetzung  eines  grossen  Theils  der  UntersnchuDgen 
des  Verfassers  über  die  thermodjnamische  Theorie  der  Flflssig- 
keiten,  mit  Ausschluss  der  theoretischen  Rechnungen. 

Mn.  (0.) 


A.  Pazienti.     Considerazioni  generali  intorno  alla  termo- 

dinamica.     Mem.  Ist.  Ven.  XX.  249-256. 


Capitel  4.    W&rmelehre.  813 

Die  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  hergeleitete  Gleichung 

leistet  beim  Studium  der  Eigenschaften  von  Flttssigkeiten  gute 
Dienste.  Indem  ausserdem  durch  Experimente  bekannt  ge- 
wordene Zahlen  benutzt  werden,  können  Beziehungen  über  die 
Verdampfungswärme  leicht  verständlich  gemacht  und  durch  ein- 
faehe  Schlüsse  hergeleitet  werden.  Rs. 


O.  E.  Meybr.     üeber  eine  veränderte  Form  meines  Be- 
weises   für    das    Maxweirsche    Gesetz    der  Energie- 

vertheilung.    Pogg.  Ann.  (2)  X.  296-304. 

L.   BoLTZMANN.     Erwiderung  auf  die  Notiz  des  Herrn 
O.  E.  Meyer,  ^Ueber  eine  veränderte  Form  etc." 

Pogg.  ADD.  (2)  XL  529-534. 

1)  Damit  die  von  Herrn  Boltzmann  gemachten  Bemerkungen 
(s.  F.  d.  M.  XL  1879.  778-779)  nicht  mehr  zutreffen,  geht  der 
Verfasser  beim  neuen  Beweise  von  einer  anderen  Annahme  aus. 
Nach  gegebenem  Beweise  wird  auf  die  Einwände  des  Herrn 
Boltzmann  eingegangen;  dabei  wird  bemerkt,  dass  es  sich  nicht 
um  ein  Maximum  in  streng  mathematischem  Sinne  gehandelt 
habe. 

2)  Herr  Boltzmann  vermisst  den  Orund,  warum  beim  Be- 
weise grade  die  Wahrscheinlichkeit  bei  gegebener  und  nicht  die 
bei  willkürlicher  Reihenfolge  der  Theilchen  gesucht  wird.  Die 
Lösung  des  neuen  Problems,  welches  sich  Herr  Meyer  gestellt 
hat,  sei  durchaus  kein  Beweis  des  Maxweirschen  Gesetzes. 

Bs. 


A.  Walter.  Theoretische  Bestimmung  der  Gesetze, 
wonach  bei  vollkommenen  Oasen  die  Molecularsphären 
resp.  Wirkungssphären,  die  Weglänge,  sowie  die  Coef- 
ficienten  der  inneren  Reibung  und  Wärmeleitung  von 
der  Temperatur  abhängen.    Pr.  Tamowitz. 
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Fttr  den  FM,  dass  di6  Masse  der  Molecflle  als  uiiTeriiider- 
lieh  betrachtet  werden  kann,  seien  die  Gesetze  des  Wechsels  der 
Oeschwindigkeiten  bei  den  Molecülen  der  vollkommenen  Gase 
als  erledigt  zu  betrachten,  dagegen  nicht  die  der  VerAnd^mngea 
der  räumlichen  Ausdehnung  der  Molecüle.  Der  Verfasser  will 
einen  Beitrag  zur  Lösung  dieses  Problems  liefern.  Fttr  die  Er* 
scheinung  der  inneren  Reibung  erhält  er  durch  seine  Betradi* 
tungen  Resultate,  welche  mit  der  Erfahrung  gut  Ubereinstimiiiea. 

Rs. 


H.  A.  LoRENTz.  De  bewegingsvergelijkingen  der  gassen 
en  de  voortplanting  van  het  geluid  volgens  de  kine- 
tische gastheorie.    Veral.  en  MededeeL  XV.  350-394. 

Kurze  Zeit  nach  dem  Erscheinen  der  ersten  Abhandlung  von 
Glausius  über  die  moleculare  Theorie  der  Gase  machte  Jochminn 
(Pogg.  Ann.  Bd.  CVIII.)  das  Bedenken  geltend,  dass  diese  Theorie 
von  den  Bewegungserscheinungen  der  Gase,  namentlich  der  Scball- 
bewegung  keine  Rechenschaft  geben  könne.  Er  wurde  daraaf 
geftlhrt  durch  die  Meinung,  dass  die  neue  Anschanongswetse 
wohl  den  Druck  eines  Gases  gegen  einen  andern  Körper,  abtf 
nicht  den  gegenseitigen  Druck  einander  nahe  benachbarter  Gas- 
schichten erklären  könne.  Sobald  Glausius  nachgewiesen  hatte, 
dass  die  Gasmolecttle  nicht  allein  gegen  einen  fremden  Körper, 
sondern  auch  gegen  einander  stossen,  fiel  dies  Bedenken  weg 
und  konnte  die  Möglichkeit  einer  Erklärung  zugegeben  werden. 
Später  wurden  dann  auch  durch  verschiedene  Forscher  die  Fragen 
behandelt:  Welches  ist  nach  der  neueren  Theorie  der  Mechanis- 
mus der  Schallbewegung,  und  ferner,  wie  verhalten  sich  dabei 
die  Gasmolecttle,  und  welche  Beziehung  besteht  zwisdien  der 
Geschwindigkeit  des  Schalles  und  der  mittleren  Geschwindigkeit 
des  Molecüls?  Die  auf  diese  Fragen  gegebenen  Antworten  konn- 
ten nicht  befriedigend  genannt  werden,  bis  Maxwell,  obwohl  er 
nicht  absichtlich  die  Beantwortung  dieser  Fragen  vornahm,  den 
Weg  zeigte,  auf  dem  die  Antwort  zu  erhalten  ist  In  seiner 
weiten  Abhandlung  ttber  die  Theorie  der  Gase  (Phil.  Hag.  XXXY.) 
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hat  er  die  Bewegungsgleichuugen  dieser  Körper  abgeleitet,  und 
dies  ist  ftlr  die  Elrklärung  der  Schallbewegung  als  vollkommen 
genügend  zu  betrachten.  So  lange  Maxwell  keine  besondere 
Voraussetzung  über  die  Wirkung  der  Oasmolecüle  auf  einander 
macht,  erhält  er  die  Bewegungsgleichungen  nur  in  einer  allge* 
meinen  ftar  die  Anwendung  unzureichenden  Form.  Sie  ent- 
halten nämlich  die  Componenten  des  Druckes,  ohne  dass  sie  als 
abhängig  von  der  Dichtigkeit,  Temperatur  und  Bewegung  des  Gases 
vorausgesetzt  sind.  Um  diese  Abhängigkeit  zu  finden,  wird  die 
Annahme  gemacht,  dass  die  Molecüle  einander  abstossen  mit 
einer  Kraft,  welche  umgekehrt  proportional  ist  mit  der  fünften 
Potenz  des  Abstandes.  Da  man  diese  Annahme  schwerlich  für 
richtig  halten  wird,  ist  es  wttnschenswerth,  die  Bewegungs- 
gleichungen unabhängig  von  derselben  abzuleiten.  Wird  diese 
Aenderung  angebracht,  so  lassen  die  Betrachtungen  MaxweH's 
nur  noch  für  mehratomige  Gase  an  Strenge  zu  wünschen 
übrig. 

In  der  obengenannten  Abhandlung  sucht  der  Verfasser  auch 
für  die  mehratomigen  Gase  die  Bewegungsgleichungen  ohne  beson- 
dere Voraussetzungen  über  die  Bewegung  der  Molecüle  abzuleiten. 
Will  man  nur  in  den  Hauptzügen  eine  Erklärung  der  Schallbewegung 
geben,  so  kann  man  sich  mit  unendlich  kleinen  Störungen  des 
Gleichgewichtszustandes  begnügen  und  von  der  Wirkung  äusserer 
Kräfte,  so  wie  von  der  inneren  Reibung  und  der  Wärmeleitung 
absehen.  Mit  Rücksicht  auf  andere  Anwendungen  der  Be- 
wegungsgleichungen  hat  indessen  der  Verfasser  von  Anfang 
an  das  Vorhandensein  äusserer  Kräfte  und  endlicher  Störungen 
angenommen  und  später  auch  die  Reibung  und  Wärmeleitung 
in  Rechnung  gebracht 

Im  ersten  Paragraph  wird  die  Grundgleichung  der  molecu- 
laren  Bewegungen  der  mehratomigen  Gase  nach  Boltzmann^s 
Vorgang  abgeleitet.    Das  Resultat  ist  die  Formel: 

dF   dt         dF    dt    ^    dF   dt 


ö|    dx         dl]    dy  d^    d^ 


dF  ^       dF  dF  ^        dF 


gig  XL  Abschnitt    Mathematisohe  Physik. 

Hierin  sind  x^  y,  a  die  Goordinaten  eines  Volnmenelemaites  ii, 
^,  f],  ^  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes 
eines  Molecttls.  Die  in  einer  bestimmten  Gruppe  vorhand^ie 
Anzahl  Elemente  wird  durch 

dargestellt,  worin  E  die  Summe  der  Energie  der  Bestandthdle 
und  der  Energie  ihrer  relativen  Bewegung  hinsichtlich  des  gemein- 
schaftlichen Schwerpunktes  ist,  p,, ...  p^  Parameter  sind,  welebe 
constant  sind,  so  lange  ein  Molecttl  sich  ausserhalb  des  EinfloaseB 
der  andern  bewegt,  sich  aber  ändern  nach  einem  Stoss  oder  eia^ 
Begegnung  der  Molecttle.    Ferner  ist 

dl  =  d^df]dl^dEdp^ ...  dpk. 

Ist  ferner  A  die  Anzahl  der  Molecttle,  die  in  Folge  des  Stosses 
die  Gruppe  verlassen,  B  diejenige  der  hineintretenden,  so  ist 

A  =  adldldi,    B  ==  bdldkdt. 

Sobald  F  bekannt  ist,  können  a  und  b  als  Functionen  tod 
^, . . .  p,  0?,  y,  2.  t  gefunden  werden ,  so  dass  die  obige  Formel  ab 
Grundgleichung  zur  Bestimmung  von  F  betrachtet  werden  kaoo. 

Im  zweiten  Paragraphen  werden  aus  dieser  Gleichung  ohoe 
besondere  weitere  Voraussetzungen  über  die  gegenseitige  Wir- 
kung der  Molecttle  einige  Folgerungen  gezogen.  Hierzu  gehM 
die  wohlbekannte  Gleichung  der  Gontinuität  und  die  Gleichungen, 
welche  in  der  allgemeinen  Theorie  der  innem  Bewegungen  eines 
Körpers  die  Beschleunigung  eines  Elementes  als  abhängig  voo 
den  äusseren  Kräften  und  von  den  normalen  und  tangentiales 
Drucken  und  Spannungen  darstellen. 

Im  drittenParagraphen  wird  zu  einer  ersten  Annäherung  doreh 
Vernachlässigung  der  inneren  Reibung  und  Wärmeleitung  fort- 
geschritten; die  Formeln  werden  unter  dieser  Vorausaetsong  ver- 
einfacht und  auch  die  Wirkung  äusserer  Kräfte  ausser  Acht  ge> 
lassen.  Im  folgenden  Paragraphen  wird  die  Uebereinstimmiuig 
der  so  erhaltenen  Resultate  verglichen  mit  den  Formeln,  welche 
auf  gewöhnliche  Weise  in  der  Theorie  des  Schalles  entwiekdt 
werden  und  so  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dea  Scfaallei 
abgeleitet    Hierfttr  wird  gefunden: 
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_   1  Jö  +  66Xh,) 


worin  0{K)  die  intermoleculare  Energie  für  die  Masseneinheit  des 
Gases    bedeutet;   dies  Resultat  stimmt   genau    mit   der  Formel 

V  =  y -^  tiberein,    welche    gewöhnlich    in    der  Theorie    des 

Schalles  abgeleitet  wird  und  experimentell  geprüft  ist.  Sodann 
wird  ausftihrlich  gehandelt  von  der  Energie,  welche  in  einem 
Gas  vorhanden  ist,  in  welchem  eine  Schallbewegung  stattfindet, 
und  das  erhaltene  Resultat  mit  denen  verglichen,  welche  andere 
Forscher  erhalten  haben. 

In  dem  letzten  Paragraphen  kehrt  der  Verfasser  zu  der  ge- 
naueren Ableitung  der  Bewegungsgleichungen  zurück  und  bringt 
nun  auch  die  innere  Reibung  und  Wftrmeleitung  in  Rechnung. 
Hier  beschäftigt  sich  der  Verfasser  besonders  mit  dem  Wärme- 
leitungscoefficienten  &,  welchen  man  berechnen  könnte,  wenn  der 
Baa  der  Molecüle  und  ihre  gegenseitige  Wirkung  bekannt  wäre. 
Das  einzige,  was  ohne  diese  Kenntnis  aus  den  Gleichungen  ab- 
geleitet werden  kann,  wie  auch  bereits  zu  mehreren  Malen  be- 
merkt wurde,  ist,  dass  dieser  Goefficient  unabhängig  von  der 
Dichtigkeit  ist.  Dasselbe  wird  auch  vom  Reibungscoefficienten  fi 
bewiesen.  Doch  wird  noch  ein  neuer  Goefficient  v  eingeführt, 
welcher  jedoch  nur  bei  mehratomigen  Gasen  vorkommt  und  eben- 
falls von  der  Dichtigkeit  unabhängig  ist  Dieser  wird  vom  Ver- 
fasser folgendennassen  definirt:  Wenn  ein€ku9  in  einem  stationären 
Rahezustand  verharrt,  besteht  eine  gewisse  Beziehung  zwischen 
der  Energie  A^  der  fortschreitenden  Bewegung  der  Molecüle  und 
der  intermolecularen  Energie  A^ ;  für  die  Masseneinheit  sind  die- 
selben —h  und  d(K).    Anders  liegt  die  Sache,  wenn  der  Zustand 

veränderlich  ist.  Wird  z.  B.  ein  Gas  zusammengepresst,  dann 
steigt  die  Bewegungsgeschwindigkeit  seiner  Molecüle  und  also 
aach  h;  in  Folge  der  Stösse  wird  nun  auch  A^  wachsen.  Es  wird 
inzwischen  eine  gewisse  Zeit  verfliessen,  bis  A^  den  Werth  0{h) 
annimmt,  der  im  stationären  Zustand  dem  Werthe  von  A^  ent- 
spricht   Während  im  Verlaufe  der  Zusammendrückung  h  steigt, 

FortMhr.  d.  Math.  ZU.  8.  52 
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wird  A^<  6(^h)  sein.    Dies  wird  durch  die  Constante  p  ang^beo. 

Bei  der  ZusammeDpressung  hat  nämlich 

j^^   du         dv        dw 
dx        dy         d% 

einen  gewissen  Werth  und  vk  bestimmt  grade,  um  wie  Yiel  i, 
sich  von  6Qi)  unterscheidet.  Da  während  der  Zusammendrflckosg 
k  negativ  ist  und  A^<.8(fC)  sein  muss,  wird  v  einen  posüms 
Werth  haben.  Unglücklicherweise  scheint  aber  für  eine  exp^ 
mentelle  Bestimmung  von  v  wenig  Aussicht  zu  sein.  D^m  mir 
bei  Dichtigkeitsänderungen,  welche  viel  schneller  geadiehen,  all 
es  bei  den  gewöhnlichen  Versuchen  über  Luftschwingangen  der 
Fall  ist,  wird  y  einen  merklichen  Einflusa  haben  können. 

Mit  den  drei  Goefficienten  fc,  /u,  y  werden  nun  aber  die  B^ 
sultate  sehr  complicirt;  bei  unendlich  kleinen  Störunge  des 
Gleichgewichtszustandes  können  sie  als  constant  betrachtet  wer- 
den, und  der  Verfasser  erhält  zum  Schlüsse  einfachere  FormeD 
der  Bewegungsgleichungen.  6. 


R.  Claüsits.     üeber  einige  neuere  Untersnchungen  über 
die  mittlere  Weglänge  der  Gasmolectlle.   Pogg.  Aom.  ff 

X.  92-103. 

DerVer&sser  leitet  die  schon  1858  von  ihm  gegebene  Glei- 
chung für  die  mittlere  Weglänge  eines  Molecttls 

nnq     r 

ab.  Es  ist  n  die  Anzahl  der  Molecüle  in  der  Raumeinheit,  q  der 
Radius  der  Wirkungssphäre  eines  Molecüls,  d.  h.  die  um  d^ 
Schwerpunkt  eines  Molecttls  beschriebene  Kugel,  bis  zu  deren 
Oberfläche  der  Schwerpunkt  eines  anderen  Molecttls  nch  ihn 
nähern  kann,  bevor  ein  Abprallen  eintritt  Stellt  man  sieh  die 
Molecüle  als  harte  elastische  Kugeln  vor,  so  ist  q  doppdt  so 

gross  als  der  Radius  der  Kugeh.  v  ist  der  Mittelwerth  der  ab- 
soluten Gtesch windigkeit  eines  Molecttls,  r  der  Mittelwerth  Afst 
relativen  Geschwindigkeit  zweier  Molecüle.    Als  NäbeningsweHli 
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für  (vir)  fand  der  Verfasser  (3:4).  1859  gab  Maxwell  sein 
Gesetz   Ober  die  Oeschwindigkeiten  der  einzelnen  Gasmolecttle. 

Ans   diesem  ergab  sieb  für  jenes  Verhältnis  der  Werth    f-ä" 

Darauf  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  den  gegen  obige  Glei- 
choBg  erhobenen  Einwänden  von  Frowein  (Nieuw.  Arch.  V.), 
Korteweg  (Arch.  Nierl.  XII.  241-254,  s.  F.  d.  M.  Vm.  1876. 
715-716)  und  van  der  Waals  (Arch.  Nierl.  XII.  201-218,  s.  F. 
d.  M.  Vin.  1876.  716-717).  Jene  Gleichung  zu  corrigiren,  er- 
scheint dem  Verfasser  nicht  zweckmässig,  so  lange  eine  nähere 
Kenntnis  über  die  Molecttle  fehlt.  Man  begnüge  sich  bei  der  Be- 
stimmung der  mittleren  Weglänge  mit  einer  Annäherung  und 
zwar  mit  obiger  Gleichung  ihrer  einfachen  Form  wegen.  Dabei 
muss  man  aber  stets  beachten,  dass  sie  mit  einer  Ungenauigkeit 
der  Moleculardimensionen  behaftet  ist.  Diese  Ungenauigkeit  fällt 
in  dieselbe  Kategorie,  wie  die  Abweichung  der  Gase  vom  Boyle- 
Gay-Lussac'schen  Gesetze.  Bs. 


L.  BoLTZMANN.     Zur  Theorie  der  Oasreibnng.   Wien.  Ber. 

1880.  117-158. 

Auf  die  Schwierigkeiten  in  der  Berechnung  jener  Function, 
welche  die  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  und  Geschwindig- 
keitsrichtungen  der  Molecüle  eines  Gases  bestimmt,  wird  hinge- 
wiesen. Diese  Schwierigkeiten  übertragen  sich  auf  die  Berech- 
nung der  inneren  Beibung,  und  etwas  Aehnliohes  gilt  auch  be- 
zfiglieb  der  Diffusion  zweier  Gase  und  der  Wärmeleitung.  Bisher 
bat  man  nur  die  Grössenordnung  der  Beibungs-,  Diffusions-  und 
Wärmeleitungsconstanten  gewinnen  können.  Ueber  das  Gesetz 
der  Geschwindigkeitsvertheilung  braucht  man  allerdings  keine 
Annahme  zu  machen,  wenn  man  mit  Maxwell  annimmt,  dass  die 
G^molecüle  während  des  Zusammenstosses  nicht  wie  elastische 
Kugeln  auf  einander  wirken,  sondern  dass  sie  auf  einander  eine 
Abstossung  ausüben,  welche  der  fünften  Potenz  der  Entfernung 
ihrer  Gentren  umgekehrt  proportional  ist.  Durch  diese  Annahme 
wird  der  während  des  grüssten  Theiles  der  Zeit  geradlinige  Weg 
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eines  Molecüls  nur  gekrümmt,  wenn  es  zufällig  einem  anderen 
Molecül  ungewöhnlieh  nahe  kommt,  was  der  modernen  Gastheorie 
nicht  widerspricht.  Die  Behauptung,  dass  die  Annahme  dem 
Joule -Thomson'schen  Versuche  widerspreche,  ist  falsch.  Aller- 
dings sei  die  MaxwelVsche  Annahme  kein  Naturgesetz  und  aoll 

es  auch  nicht  sein.    Beide  Hypothesen  T elastische  Engeln  und  -^j 

stellen  das  Verhalten  der  Gasmolecttle  nur  so  lange  angenähert 
dar,  als  diese  einander  so  nahe  sind,  dass  durch  ihre  WedtseU 
Wirkung  eine  erhebliche  Veränderung  ihrer  geradlinigen  Bewe- 
gung hervorgerufen  wird,  und  geben  dann  zwar  quantitativ,  aber 
nicht  wesentlich  qualitativ  verschiedene  Bahnen.    Ziemlich  die- 
selbe Beziehung,  welche  Herr  Stefan  unter  Benutzung  der  Hypo- 
these elastischer  Kugeln  zwischen  der  Diffusionsconstanten  zweier 
Gase  und  ihren  Reibungsconstanten  gefunden  hat,  folgt  bei  ge- 
wissen Annahmen  aus  der  anderen  Hypothese  (-t"}*    Dem  Fol- 
genden wird  die  Hypothese  elastischer  Kugeln  zu  Grunde  gelegt 
Um  eine  exacte  Bestimmung  der  Reibungsconstanten  bei  dieser 
Hypothese  erhalten  zu  können,  muss  das  Gesetz  der  Oescbwuh 
digkeitsvertheilung  ermittelt  werden.   Dies  geschieht  im  Ansdiloss 
an  Gleichung  (44)  seiner  „Weiteren  Studien  über  das  Wärme- 
gleiohgewicht . . ."  (Wien.  Ber.  LXVL  s.  F.  d.  M.  IV.  1872-  p.566). 
Das  Problem  wird  zurttckgeflihrt  auf  die  Bestimmung  einer  ge- 
wissen  Function.     Diese  konnte   bisher  nicht  in  geschlossener 
Form,  sondern  nur  als  Reihe,  die  nach  Potenzen  yon  9'  fort- 
schreitet, erhalten  werden.    Die  Berechnung  der  GoefScientea  e^ 
dieser  Reihe,  welche  weitläufig,  aber  ausf&hrbar  ist«  sowie  die 
Anwendung  der  hier  befolgten  Principien  auf  die  Diffusion  zweier 
Gase  und  auf  die  Wärmeleitung  wird  einer  späteren  Abhandhing 
vorbehalten.    Sind  die  Coefficienten  bestimmt,  so  ist  der  Beibonss- 
coefficient 

_  _   2 TT*    Cm  "^    1.3.5  ...(2fi+5) 
^  15     g|/A  n-S,  2-+^»+^  ''- 

bekannt.    C,  9,  A  sind  Constanten,  m  ist  die  Hasse  eines  Mole- 
cflls.    Die  C!onvergenz  der  Reihe  ist  noch  zu  beweisen.    Nach- 
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dem  zwei  der  erhaltenen  Formeln  noch  synthetisch  hergeleitet 
sind,  wird  das  Problem  f&r  die  Ebene  behandelt,  nämlich  „die 
Bewegung  elastischer  Kreise  in  einer  unendlichen  Ebene  oder 
elastischer  Kreiscylinder  im  Räume,  deren  Axen  zu  Anfang  pa- 
rallel nnd  deren  darauf  senkrechte  Endflächen  ursprünglich  in 
je  einer  Ebene  lagen.^  Rs. 


J.  D.  VAN  DER  Waals.  Onderzoekiogen  omtrent  de 
overeensteminende  eigenschappen  der  normale  verza- 
degden  damp-  en  vloeistof-lijnen  voor  de  verschielende 
Stoffen  en  omtrent  eene  injziging  in  den  vorm  dier 
lijnen  bij  mengsels.    Verh.  v.  Amet.  XX. 

J.  D.  VAN  DER  Waals.  Ovcr  de  coefficienten  van 
iutrekting  en  van  samendrukking  in  overeenstem- 
mende  toestanden  der  verschielende  vloeistoffen.   Verh. 

y.  Amst  XX. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  eine  Fortsetzung  der  be- 
kannten Untersuchungen  des  Verfassers  über  die  Gontinuität  des 
gasförmigen  und  flüssigen  Zustandes.  Die  erste  handelt  von  den 
übereinstimmenden  Eigenschaften  der  normalen  gesättigten  Dampf- 
and Flüssigkeitslinien  ftlr  die  verschiedenen  Stoffe  und  über  eine 
Modification  in  der  Form  dieser  Linien  bei  Mischungen.  Der 
Verfasser  geht  davon  aus,  dass  auf  jeder  isothermischen  Linie 
eines  Stoffes  unterhalb  der  kritischen  Temperaturen  zwei  Punkte 
vorbanden  sind,  welche  als  Grenzen  betrachtet  werden  müssen, 
ausserhalb  welcher  es  möglich  ist,  dass  der  Stoff  homogen  den  ge- 
gebenen Baum  ausfüllt.  Der  Ort,  wo  diese  Punkte  liegen,  hängt 
aber  von  verschiedenen  Umständen  ab>  so  von  der  Art  der  Wände 
und  der  Form  des  Raumes.  Aber  vorläufig  dürfen  als  die  wich- 
tigsten unter  den  möglichen  Orten  dieser  Punkte  diejenigen  be- 
trachtet werden,  welche  das  Volumen  des  gesättigten  Dampfes 
oder  der  Flüssigkeit  angeben,  da  es  möglich  ist,  ohne  Verände- 
rung des  Druckes  von  dem  einen  Volumen  zum  andern  überzu- 
gehen.   In  diesem  Fall  sind  die  Punkte,  wie  zuerst  1875  durch 
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Maxwell  und  später  1879  durch  Glausius  bewiesen  ist,  auf  sol- 
cher Höhe  gelegen,  dass  dieselben  als  Mittel  der  Höhen  ange- 
sehen werden  dürfen,  in  welchen  die  Punkte  der  theoretischen  Corve 
oberhalb  der  Abscissenaxe  liegen.  Ihrer  Hauptform  nadi  ist  die 
Curve,  welche  das  Resultat  dieser  Gonstruction  ist,  bekannt;  ihr 
Scheitel  liegt  in  der  Nähe  des  kritischen  Punktes.  Eine  Formd 
für  diese  Curve  ist  jedoch  noch  nicht  gefunden.  Doch  kam  es 
dem  Verfasser  als  wahrscheinlich  vor,  dass  bei  allen  Stoffen,  bei 
denen  keine  Besonderheiten,  wie  Dissociation  stattfinden,  die 
Formel  dieser  Curve  die  nämliche  sein  würde,  nur  unterschieden 
durch  andere  Werthe  der  Constanten.  Schon  mehrmals  versuchte 
er  die  Formel  der  *  gesättigten  Dämpfe  und  Flüssigkeiten  (die 
Orenzlinie)  festzustellen,  aber  nicht  nur  die  langweilige  Be- 
rechnung und  Complicirtheit  der  Endformeln,  sondern  auch  der 
Mangel  an  Experimenten  zur  Controle  hielten  ihn  von  der  Mit- 
theilnng  der  erhaltenen  Resultate  zurück.  Doch  glückte  es  ihm 
einen  Zusammenhang  zwischen  den  Linien  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  zu  finden,  der  mit  Sicherheit  freilich  nur  in  der 
Nähe  des  Scheitels,  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  aber  auch  flbr 
den  ganzen  Verlauf  dieser  Linien  gilt  Dieser  Zusammenhang 
wird  folgendermassen  angegeben:  Wenn  der  Druck  in  Theilen 
des  kritischen  Druckes,  das  Volumen  in  Theilen  des  kritisoben 
Volumens  und  die  absolute  Temperatur  in  Theilen  der  kritisebeD 
absoluten  Temperatur  ausgedrückt  wird,  haben  alle  Stoffe  die- 
selben Isothermen.  Aus  diesem  Zusammenhang  ei^eben  sieh 
viele  andere  Beziehungen;  die  wichtigsten  sind:  ])  Ist  für  die 
verschiedenen  Stoffe  die  absolute  Temperatur  derselbe  Theil  der 
kritischen  absoluten  Temperatur,  dann  ist  auch  vor  allem  der 
Druck  der  nämliche  Theil  des  kritischen  Druckes.  2)  Ist  die  ab- 
solute Temperatur  derselbe  Theil  der  kritischen  absoluten  Tem- 
peratur, dann  ist  auch  das  Volumen  sowohl  des  gesättiglea 
Dampfes  als  auch  der  Flüssigkeit  der  nämliche  Theil  des  kriti- 
schen Volumens.  3)  Wenn  man  für  die  verschiedenen  Stoffe  die 
Orenzlinie  construirt  hat,  indem  man  Druck  und  Volumen  in 
solchem  Bfasstab  nimmt,  dass  die  Scheitel  zusammenfallen,  dami 
decken  die  CuWen  einander  vollkommen. 
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Diese  auf  theoretischem  Wege  gefuDdenen  Beziehungen  wer- 
den an  einer  Anzahl  von  Beobachtungen  geprüft.  Dazu  können 
alle  die  Stoffe  benutzt  werden,  deren  kritischer  Druck  und  kri- 
tische Temperatur  bekannt  sind.  Hierbei  darf  indessen  nicht 
fibersehen  werden,  dass  der  kritische  Druck  für  keinen  einzigen 
Stoff  mit  vollkommener  Genauigkeit  bekannt  ist,  weil  er  aus  dem 
Volumen  des  einen  oder  anderen  permanenten  Gases  durch  An- 
wendung des  Gesetzes  von  Boyle  erbalten  ist  Vollkommene 
Uebereinstimmung  von  Theorie  und  Beobachtung  darf  man  des- 
halb nicht  erwarten;  doch  ist  sie  so  gross,  dass,  wenn  auch 
der  Verfasser  noch  nicht  zu  entscheiden  wagt,  ob  die  Begel  voll- 
kommen richtig  ist,  sie  doch  als  eine  N&herungsregel  ftir  den 
ganzen  Verlauf  der  Gurve  angesehen  werden  kann.  Auch  die 
Anwendung  der  gefundenen  Beziehungen  auf  Mischungen  wird 
besprochen.  Hier  sind  keine  Beobachtungen  bekannt,  wodurch 
die  Existenz  einer  solchen  Gurve  über  allen  Zweifel  erhoben 
würde,  doch  sind  nach  dem  Verfasser  theoretische  und  empirische 
Daten  genug  vorhanden,  um  dies  höchst  wahrscheinlich  zu 
machen.  Aus  seinen  Betrachtungen  folgt,  dass  auch  bei  Mischungen 
eine  Grenzlinie  vorhanden  ist,  welche  sich  jedoch  erst  dann  über 
die  Abscissenaxe  erhebt,  wenn  das  Volumen  kleiner  ist  als  das 
kritische  Volumen,  sich  aber  wahrscheinlich  bei  sehr  niedrigen  Tem- 
peraturen dieser  Axe  nähert  und  sie  erreicht,  woraus  sich  der  Satz 
ergeben  würde:  Alle  Stoffe  können  sich  mit  einander  mischen, 
wenn  nur  der  Druck  einen  gewissen  Werth  überschreitet  Um 
den  experimentellen  Beweis  dieses  Satzes  zu  liefern,  wird  man 
entweder  viel  höhere  Drucke  oder  viel  tiefere  Temperaturen  an- 
wenden müssen,  oder  Mischungen  suchen,  bei  denen  bereits  bei 
gewöhnlichen  Temperaturen  Neigung  sich  zu  mischen,  vor- 
handen ist 

In  einer  Nachschrift  bespricht  der  Verfasser  das  durch 
W.  Dühring  aufgestellte  Gesetz  über  die  Temperaturen,  wobei 
die  verschiedenen  Dämpfe  eine  gleiche  Spannung  zeigen.  Aus 
der  vorausgehenden  Abhandlung  erhellt,  dass  ein  solches  Gesetz 
keine  rationelle  Bedeutung  haben  kann,  weil  die  Ungleichheit  des 
kritischen  Druckes  nicht  in  Rechnung  gezogen  ist    Nur  wenn 
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zwei  Stoffe  gleichen  kritischeD  Druck  haben,  besteht  Identititt 
zwischen  dem  Gesetz  von  Dühring  und  dem  des  Verfassers,  wie 
mit  Hülfe  von  Beobachtungen  gezeigt  wird.  Zum  Scbloss  wer- 
den die  empirischen  Formeln  von  Magnus  und  Sajotscbewsky  ftr 
Wasserdampf  und  Aetherdampf  besprochen  und  mit  den  obigok 
Untersuchungen  verglichen. 

Die  zweite  im  Anfang  dieses  Referats  genannte  Abhandloog 
erscheint  als  eine  Fortsetzung  der  ersten.  Aas  dem  erwibnteo 
Gesetz  von  dem  Zusammenfallen  der  isothermiscben  Linien  glei- 
chen Ranges  werden  hier  wieder  auf  theoretischem  Wege  einige 
Folgerungen  abgeleitet  über  den  Werth  der  Goefficienten  f&r  Aus- 
dehnung und  für  «Zusammenpressung  f&r  verschiedene  Stoffe, 
besonders  im  flüssigen  Zustand.  Die  hauptsächlichsten  mnd 
diese:  1)  Die  AusdehnungscoefGcienten  der  verschiedenen  Stoffe 
in  übereinstimmenden  Zuständen  sind  umgekehrt  proportional  der 
absoluten  kritischen  Temperatur.  2)  Stimmen  Temperatur  und 
Volumen  überein,  so  sind  diese  Goefficienten  umgekehrt  propor- 
tional dem  kritischen  Druck. 

Die  Art,  wie  diese  Gesetze  durch  Beobachtungen  zu  prüfen 
sind,  wird  entwickelt  und  durch  einige  Beispiele  erläutert,  woza 
die  Beobachtungen  von  Pierre  und  Kopp  genommen  werden. 
Diese  stimmen  vortrefflich  mit  der  Theorie  ttberein,  zeigen  aber 
hier  und  da  Abweichungen,  so  dass  fttr  jetzt  die  Frage  nach 
dem  Grad  von  Annäherung,  womit  das  aufgestellte  Gesetz  gilt, 
noch  nicht  beantwortet  werden  kann.  Um  hierüber  grosso^ 
Sicherheit  zu  erlangen,  müssten  mehr  empirische  Daten  vorhanden 
sein.  6. 


Fr.  Roth.     Ueber  die  Zusammendrückbarkeit  der  Gase. 

Pogg.  Ann.  (2)  XI.  1-37. 

Nachdem  die  bisherigen  experimentellen  Untersuchungen  übe* 
die  Abweichungen  vom  Boyle-Gay-Lussac'schen  Gesetze  zusammeo* 
gestellt  sind,  beschreibt  der  Verfasser  den  von  ihm  benntztea 
Apparat,  berichtet  über  die  Versuche,  welche  er  mit  Kohlensäure, 
schwefliger  Säure,  Aethylen  und  Ammoniak  ausgeführt  hat,  und 
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stellt  die  gewonnenen  Resultate  in  Tabellen  zusammen  und  gra- 
phisch dar.  Alle  vier  Gase  wurden  bei  den  Temperaturen  des 
Wasserdampfes  und  des  Anilindampfes  (ca.  184^)  untersucht,  und 
ausserdem  Kohlensäure  bei  18,5^  49,5  ^  schweflige  Säure  bei  58  ^ 
Aethylen  bei  18^S  50,2''  und  Ammoniak  bei  30,2 ^  46,6''  und 
52,8^.  Es  folgt  eine  Zusammenstellung  der  Formeln,  welche 
ftir  die  Gase  die  Beziehung  zwischen  Druck  und  Volumen,  oder 
zwischen  Druck,  Volumen  und  Temperatur  geben  sollen.  Der 
Gleichung  von  van  der  Waals 


(p+-^)(t'-t)  =  «r 


wird  besondere  Aufmerksamkeit  geschenkt.  Der  Verfasser  nimmt 
a  als  von  van  der  Waals  richtig  bestimmt  an  und  berechnet  b. 
Die  Abweichungen  des  b  bei  jeder  einzelnen  Versuchsreihe  sieht  er 
hauptsächlich  als  eine  Folge  der  Unsicherheit  von  a  an  und  glaubt, 
dass  die  Beziehung  zwischen  Druck,  Volumen  und  Temperatur  fttr 
die  Gase  durch  obige  Gleichung  vollständig  wiedergegeben  wird. 
Der  Verfasser  berücksichtigt  dabei  auch  die  Untersuchungen  von 
Janssen,  welche  dieser  in  dem  Andrew'schen  Apparate  mit  Stick- 
8to£foxydul  ausgeführt  hat.  Die  durch  die  van  der  Waals*sche 
Gleichung  gegebene  Erklärung  und  Bestimmung  der  kritischen 
Temperatur  wird  mitgetheilt,  und  bei  Benutzung  der  Ergebnisse 
des  Herrn  Sajotschewsky  über  die  kritische  Temperatur  a  und  b 
für  eine  Anzahl  Stoffe  berechnet.  Rs. 


R.  PiCTET.  Equation  gdn^rale  donnant  la  relation  qui 
existe  pour  tous  las  liquides  entre  leur  tempörature 
et  la  tension  maximum  de  leurs  vapeurs  ä  cette  tem- 
p^rature.   c.  R.  xc.  1070-1074. 

Fttr  die  Spannkraft  der  Dämpfe  von  Flüssigkeiten  hat  Regnault 
empirische  Formeln^  aber  keine  allgemein  gültige  Gleichung  gegeben. 
Der  Verfasser  leitet  eine  solche  ab,  indem  er  folgenden  vollständigen 
und  umkehrbaren  Kreisprocess  betrachtet:  In  einem  Kessel  ver- 
dampfe bei  der  Temperatur  t'  1  Kilogramm  einer  Flüssigkeit  unter 
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dem  Drucke  F*.  Die  gebildeten  Dämpfe  lasse  roao  in  eiBee 
Gylinder  von  der  constanten  Temperatur  ('  (in  Celsiosgradeo) 
eintreten.  Der  Druck  sinke  dann  von  P  auf  P,  wobei  die  Cylinder- 
wände  die  Dämpfe  auf  der  Temperatur  /'  erhalten.  Beim  Austritt 
aus  dem  Gylinder  gelangen  die  Dämpfe  in  einen  ^Temperatar- 
anderer^;  durch  eine  centrale  Röhre  desselben  wird  später  die  condeo- 
sirte  Flüssigkeit  in  ein  Reservoir  von  der  Temperatur  i  (i<:f)  und 
dann  in  den  Kessel  zurückgeführt.  Die  Dämpfe  treten  mit  der  Tempe- 
ratur t  aus  dem  „Temperaturänderer"  heraus  und  dringen  in  den 
Condensator  ein,  wo  sie  unter  dem  Drucke  P  und  bei  der  Tempe- 
ratur t  verflüssigt  werden.  Von  dort  tritt  die  Flüssigkeit  in  den 
^Temperaturänderer"^  und,  da  die  specifische  Wärme  der  Flttssig- 
keit  immer  grösser  ist^  als  die  der  Dämpfe,  wird  beim  Eintritt 
des  gleichen  Gewichtes  Dampf  in  den  ^.Temperaturänderer'*  die 
Temperatur  der  Flüssigkeit  niemals  gleich  /'  sein,  und  der  Kessel 
von  der  Temperatur  f  wird  die  Differenz  ersetzen  müssen.  Es 
sei  X'  die  Verdampfungswärme  der  Flüssigkeit  bei  der  Tempe- 
ratur f,  c  bez.  k  die  specifische  Wärme  der  Flüssigkeit  und  die 
des  Dampfes,  (c— A)(^— <)  die  nothwendige  Wärme,  um  die  ans 
dem  „Temperaturänderer^  heraustretende  Flüssigkeit  auf  die  Tem- 
peratur V  zu  bringen,  (^FiE)  die  Wärme,  welche  bei  der  Aus- 
dehnung des  Dampfes  und  der  Erzeugung  von  F  Kilogrammeter 
von  den  Wänden  des  Cylinders  geliefert  wird.  Um  zu  erfahren, 
welches  die  Maximalgrösse  der  Arbeit  ist,  die  zwischen  den 
Grenzen  f  und  /  erhalten  werden  kann,  wird  die  zur  Eraeognng 
der  Temperatur  ^  erforderliche  Wärmemenge  berechnet  und  der 
zweite  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie  angewendet 
Die  so  erhaltene  Menge  von  Kilogrammen  wird  gleich  der  durch 
den  Druck  auf  den  Stempel  geleisteten  Arbeit  gesetzt,  und  man 
erhält 


(1)      [^'+(c-Ä)(('-0+-^]- 


Fl     V-t 


=  F. 


Wenn  d,  die  Dichte  des  Dampfes,  constant  angenommen  wird,  ist 


F  = 
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10333.(274  +  0     /•'"    d* 


l,293dX274 


/ 


=   10333.(274  +  0  ^(i^)Kaopamm. 
1,293^X274       ^P>'        * 

Es  wird  angedeutet,  wie  die  Berechnung  von  F  zu  erfolgen  hat, 
wenn  man  d  nach  dem  Gesetz  der  Covolumina  variabel  annimmt 
Unter  Berücksichtigung  bezüglicher  Arbeiten  von  Regnault  und 
Hirn  erhält  man  aus  Gleichung  (l) 

(P;^\  _    [A'-f-(c~-fc)(<^-0143lx274X  1,293. JQ'-O 
\p)  '^  10333.(274+0(274+0  ' 

d.  h.  die  Beziehung  zwischen  dem  veränderliehen  Dru<^  P  und 
der  zugehörigen  Temperatur  t  f&r  alle  Flüssigkeiten.  In  Bezug 
auf  das  Wasser  stimmen  die  aus  der  Formel  berechneten  Werthe 
gut  mit  den  von  Regnault  erhaltenen  Werthen.  Auch  für  andere 
Flüssigkeiten  soll  eine  gute  Debereinstimmung  vorhanden  sein. 

Bs. 


W.  ScHLEMüLLER.    Der  Zusammenhang  zwischen  Höhen- 
unterschied, Temperatur  und  Druck.   Prag.  h.  Domenicue. 

Die  Abnahme  der  Temperatur  der  Atmosphäre  bei  wachsen- 
der Entfernung  von  der  Erdoberfläche  wird  von  dem  Verfasser 
in  folgender  Weise  erklärt.  Nach  der  neueren  Gastheorie  haben 
die  Molecüle  eines  Gases  Geschwindigkeiten,  deren  Mittelwerth 
vom  Druck  und  von  der  Temperatur  abhängt.  Dringt  ein  Molecül 
aus  einer  tieferen  Schicht  in  eine  höhere,  so  muss  dasselbe, 
grade  wie  ein  in  die  Höhe  geworfener  Körper,  in  Folge  der 
Wirkung  der  Schwerkraft  einen  Theil  seiner  lebendigen  Kraft 
verlieren.  Nun  wird  zwar  ein  Molecül  im  Allgemeinen  nur  ver- 
schwindend kleine  Wege  durchlaufen  und  dann  gegen  ein  anderes 
anprallen.  Es  lässt  sich  aber  doch  übersehen,  dass  die  mittlere 
Geschwindigkeit  nach  demselben  Gesetze  mit  der  Höhe  abnehmen 
mnss,  als  wenn  solche  Zusammenstösse  nicht  stattfänden.  Eine 
geringere  lebendige  Kraft  entspricht  einer  niedrigeren  Temperatur 
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und  dadurch  erklärt  sich  die  Abnahme  derselben  mit  der  Höhe. 
Wird  dieselbe  hiernach  berechnet,  so  ergiebt  sich  auf  175  Meter 
eine  Differenz  von  l^C.  und,  wie  leicht  zu  tlbersehen,  ist  die 
Abnahme  der  Höhe  proportional.  Die  Atmosphäre  muss  dann 
eine  Grenze  haben  in  einer  Höhe  nämlich,  wo  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit Null  ist.  Hierftlr  ergeben  sich  Werthe  zwischoi 
40000  und  50000  Meter.  Diese  Zahlenwerthe  sollen  mit  den 
bisher  vorliegenden  Beobachtungen  sowohl  Über  die  Abnahme 
der  Temperatur  mit  der  Höhe,  als  auch  mit  der  muthmassliebai 
Höhe  der  Atmosphäre  in  guter  Uebereinstimmung  stehen. 

Legt  man  das  oben  gefundene  Gesetz  der  Temperaturabnahme 
in  ruhender  Luft  zu  Grunde,  so  erhält  man  die  folgende  neue 
Formel  für  die  barometrische  Höhenmessung: 

h  =  47925-(l+a0  jl  -  (— )*! " 

Dass  die  ganze  Ableitung  der  hier  mitgetheilten  Schlüsse  nicht 
ohne  Bedenken  ist,  insofern  es  sich  stets  um  die  Benutzung  eines 
Mittelwerthes  der  Geschwindigkeit  statt  der  wahren,  theils  grös8^ 
ren,  theils  kleineren  Werthe  handelt,  giebt  der  Verfasser  am 
Schlüsse  selbst  zu.  Ok. 


A.  Ritter.     Untersuchungen  über  die  Höhe  der  Atmo- 
sphäre und  die  Constitution  gasförmiger  Weltkörper. 

Pogg.  Ann.  (2)  X.  130-143,  XL  332-345. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  ttber  die  bereits  in  früheren  Binden 
dieses  Jahrbuches  (s.  XL  1879.  p.781)  berichtet  worden  ist  Deber 
diese  beiden  Abtheilungen  wird  im  Zusammenhang  mit  dem  im 
nächsten  Jahre  folgenden  Schluss  berichtet  werden.  0. 


W,  ScHLEMüLLER.     Vier  physikalische  Abhandlungen. 

Prag.  H.  Domeniens. 

I  ist  gegen  Herrn  v.  Bauernfeind  gerichtet,  welcher  in  der 
Abhandlung  „Die  Beziehungen  zwischen  Temperatur,  Druck  und 
Dichtigkeit  in   verschiedenen   Höhen   der  Atmosphäre**  (MQncb. 
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Ber.  X.  1880.  107-122)  seine  Priorität  bezüglich  mehrerer  For- 
meln der  Schrift  des  Verfassers  „Der  Zusammenhang  zwischen 
Höhenunterschied^  Temperatur  und  Druck  in  einer  ruhenden, 
nicht  bestrahlten  Atmosphäre,  sowie  die  Höhe  der  Atmosphäre. 
Prag,  Domenicus.  1880.''  wahren  wollte.  Als  wesentlichen  Unter- 
schied der  Arbeit  des  Verfassers  und  der  des  Herrn  v.  Bauern- 
feind von  1862  stellt  ersterer  hin,  dass  seine  Gesetze  fär  jede 
aus  einem  beliebigen  Gase  bestehende  Atmosphäre  auf  jedem 
Weltkörper  gelte,  sobald  dieselbe  nur  der  Gravitation  unter- 
worfen ist,  während  die  Gesetze  des  Herrn  v.  Bauemfeind  aus 
in  den  unteren  Schichten  der  Erdatmosphäre  angestellten  Beob- 
achtungen abgeleitet  waren,  also  auch  nur  f&r  diese  Schichten 
Geltung  hätten. 

IL  Die  Arbeit,  welche  für  die  Temperaturerhöhung  von  1  Kilo- 
gramm Luft  von  0^  auf  100^  innerhalb  gewisser  Dichtigkeits- 
grenzen bei  constantem  Volumen  nöthig  ist,  wird  anders  berechnet, 
als  es  von  Glausius  geschehen  ist.  Aus  einer  dabei  erhaltenen 
Formel  verschafft  sich  der  Verfasser  die  Sätze :  „Die  specifischen 
Wärmen  eines  Gases  bei  constantem  Volumen  verhalten  sich  wie 
die  Quadratwurzeln  aus  den  absoluten  Temperaturen.  Das  Ver- 
hältnis der  specifischen  Wärme  eines  Gases  bei  constantem 
Drucke  C  zu  jener  bei  constantem  Volumen  c  ist  nicht  constant, 
sondern  eine  mit  wechselnder  Temperatur  etwas  abnehmende 
Grösse: 

c  ^  g  \Ty 

In  III  wird  die  mittlere  Jahrestemperatur  eines  Parallelkreises 
als  Function  der  geographischen  Breite  bestimmt 

In  IV  wird  fttr  das  barometrische  Höhenmessen  eine  Correction 
wegen  der  Temperaturabnahme  mit  wachsender  Breite  gegeben. 

Rs. 


R.  Clausius.     lieber  das  Verhalten  der  Kohlensäure  in 
Bezog  auf  Druck,  Volumen  und  Temperatur.  Pogg:  Ann. 

(2)  IX.  337-358. 


g30  XI*  Abschnitt.    Mathematische  Physik. 

Aus  den  Versnchen  von  Andrews,  welcher  Kohlensäure  bei 
verschiedenen  Temperataren  starken  Drucken  unterworfen  bat, 
wird  das  Gesetz  zu  ermitteln  versucht,  welches  an  Stdle  da 
Boyle-Gay-Lussac'schen  zu  setzen  sei.  Die  Gleichung  von 
Rankine,  mit  welcher  die  von  W.  Thomson  und  Joule  gegebene 
nahezu  ttbereinstimmt,  und  die  von  Hirn,  Recknagel  und  van  der 
Waals  aufgestellten  Gleichungen  werden  erwähnt  und  b^prochea. 
Van  der  Waals  hatte  fQr  die  Gleichung 

pt>  =  RT 

gesetzt 

(p  +  -^)  (f -6)  =  AT, 
wofür  man  auch  schreiben  kann 

A,  a  und  b  sind  Constanten.  Als  Werthe  derselben  fand  van 
der  Waals  für  Kohlensäure  aus  den  ersten  Versuchen  von 
Andrews 

R  =     ^^^^  ,    a  =  0,00874,    6  =  0,0023, 

wenn  T^  die  dem  Gefrierpunkt  entsprechende  Temperatur,  also 
näheruDgs weise  273  ist,  als  Druckeinbeit  eine  Atmosphäre,  und 
als  Volumeneinheit  das  Volumen  gewählt  ist,  welches  die  Kohlen 
säure  unter  dem  Druck  einer  Atmosphäre  bei  der  Temperatur  T^ 
einnimmt.  Darauf  sind  von  Andrews  1876  die  Resultate  dreier 
neuer  Versuchsreihen  für  die  Temperaturen  6,5  *,  64*  und  100* 
veröffentlicht  worden,  welche  der  Gleichung  von  van  der  Waab 
nicht  entsprechen,  mit  derselben  auch  nicht  durch  Verändemng 
der  Constantenwerthe  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden 
können.  Van  der  Waals  hat  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Molecüle  von  der  Temperatur  unabhängig,  nur  als  Function  des 
Volumens  angenommen.  Dies  ist  unzulässig,  wenn  sich  das  Gas 
nicht  mehr  im  „vollkommenen  Gaszustände^  befindet  Die  Ab- 
weichung des  Gases  von  diesem  Zustande  wird  aber  grade 
untersucht.  Wenn  auch  für  grössere  Volumina,  die  durch  die 
gegenseitige  Anziehung  der   Molecttle  erzeugte    Druckabnahme 
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dem  Qaadrat  des  Volumens  umgekehrt  proportional  sei,  so  gelte 
dies  doch  nicht  allgemein.  Hit  Rflcksicht  hierauf  und  auf  die 
verschiedenen  angegebenen  Formeln,  so  wie  auf  die  bisherigen 
Beobachtungen  gelangt  der  Verfasser  zu  der  Gleichung 

__^     r  c 

in  welcher  R,  c,  a  und  ß  constante  Grössen  sind.  Die  Werthe 
dieser  Constanten  für  Kohlensäure  sind 

R  =    ^^^^^    =  0,003688,  c  =  2,0935, 

a  =  0,000843,  ß  =  0,000977. 

Bei  der  Prüfung,  wie  weit  die  Formel  mit  der  Erfahrung  bei 
den  einzelnen  Versuchen  übereinstimmt,  werden  sämmtliche  Ver- 
suche von  Andrews  berücksichtigt.  Der  Ausdehnungscoefficient 
der  Kohlensäure  unter  Atmosphärendruck  ist  nach  Begnault 
gleich  0,00371  gesetzt  Zwischen  den  beobachteten  und  den 
berechneten  Werthen  wird  eine  genügende  Uebereinstimmung 
gefunden.  Die  Annahme  scheint  berechtigt,  dass  die  vorhande- 
nen Differenzen  eher  den  Beobachtungsfehlem  als  einer  Un- 
richtigkeit der  Formel  zuzuschreiben  sind.  Endlich  wird  die 
Frage,  wo  für  Temperaturen  unterhalb  des  kritischen  Punktes 
die  von  James  Thomson  gezeichneten  Druckcurven  und  die  dem 
wirklichen  Vorgange  entsprechenden  horizontalen  Geraden  sich 
schneiden,  dahin  beantwortet,  dass  das  Flächenstück  zwischen 
der  Thomson'schen  Curve  und  der  Geraden  oberhalb  von  dieser 
gleich  ist  dem  von  der  Curve  und  der  Geraden  begrenzten 
Flächenstücke  unterhalb  der  Geraden.  Dadurch  ist  die  Lage 
der  Geraden  bestimmt.  Rs. 


0.  ViRY.     Methode  synth^tique   rapide  pour  ^tablir  les 
formules    fondamentales    relatives    aux    changements 

d'^tat.     0.  R.  XCI.  106-108. 

Anstatt  eines  elementaren  Carnot'schen   Kreisprocesses  be- 
trachtet  der  Verfasser  den   folgenden:    1)  Die   Gewichtseinheit 
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einer  Flüssigkeit  wird  von  der  Temperatur  T  auf  T+rfr  ontcr 
dem  veränderlichen  Drucke  des  gesättigten  Dampfes  erhitzt  und 
absorbirt  eine  Wärmemenge  cdT,  wenn  c  die  specifiscbe  Wärme 
der  Flüssigkeit  unter  dem  veränderlichen  Drucke  des  gesättigten 
Dampfes  ist.  2)  Die  Flüssigkeit  wird  bei  der  constanten  Tem- 
peratur T-{  dT  vollständig  verdampft  und  absorbirt  dabei  die 
Wärmemenge  r-f  dr,  wenn  r  die  Verdampfungswärme  bei  T  be- 
deutet. 3)  Bei  der  Annahme,  dass  der  Dampf  sich  ausdehnt, 
während  er  gesättigt  bleibt  und  seine  Temperatur  um  dT  sieh 
erniedrigt,  absorbirt  er  eine  Wärmemenge  —c^dTy  wenn  c,  die 
specifiscbe  Wärme  des  bei  T^  gesättigten  Dampfes  ist.  4)  Der 
Dampf  wird  bei  der  Temperatur  T  vollständig  condensirt  und 
überträgt  dabei  auf  den  Gondensator  eine  Wärmemenge  r.  Die 
gesammte  verschwundene  und  in  Arbeit  verwandelte  Wärme  ist 

cdT+dr  —  c^dT, 

die  geleistete  Arbeit 

(8-a)dp, 

wenn  a  das  Volumen  der  Flüssigkeit,  s  das  des  gesättigten  Dampfes 

bei  T^  ist.    Setzt  man  8—a  =  u,  so  hat  man 

dr  .     dp 

Da  der  Kreisprocess  geschlossen  und  umkehrbar  ist,  so  erhält 
man  durch  Anwendung  des  Satzes 

dQ 


/ 


T    =0 


r 

T 

Also 


«• 

'    dT 

Zmh         ■" 

r 

=  ATu 

dp 
dT 

m    ^mm»      m 

und 

__  dr        r 

In  der  letzten  Gleichung  kann  man  c,  durch  C,  die  specifiscbe 
Wärme  der  Flüssigkeit  unter  constantem  Drucke,  ersetzen,  w^in 
man  von  der  sehr  geringen  Zusaromendrückbarkeit  der  FlOasig- 
keit  absieht.  Bs. 
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N.    Sluguinoff.      üeber    einige    Folgerungen    aus    der 
mechanischen  Theorie  der  Wärme.    Carl  Rep.  XVL  512-515. 

Es  sei  E  der  reciproke  Werth  des  Wärmeäquivalents  der 
Arbeitseinheit,  d  die  specifiscbe  Wärme  bei  constantem  Drucke, 
&  die  bei  constantem  Volnmen,  f,  p,  v  Temperatur,  Druck  und 
Volumen;  dann  gilt  nacb  Clausius  die  Oleichung 

■  «(^-)  =  K-|-)(^). 

wenn  der  Körper  seinen  Aggregatzustand  nicht  ändert  und  seine 
Zustandsänderungen  auf  umkehrbare  Weise  erfolgen.  Die  Wärme- 
capacitäten  sind  dabei  als  veränderlich  anzusehen.  Ist  Op  der 
reciproke  Werth  des  Spannungscoefficienten,  a^  der  des  Aus- 
dehnungscoefficienten  und  wird  (die)  =  \-\-k  gesetzt,  so  findet 
der  Verfasser 

(1)       pv  =  Ekc     -  ---J;      '    ^   - 

Set2t,man   0^,  =  a,  =^  a,   so  erhält  man  durch  Integration  der 

Gleichung 

1       ,     ÖÄC      1  l 

+ 


a+t  ^    dt     kc  T 

(2)      kc  =  C^. 

C  bedeutet  eine  Constante.  Gleichung  (1)  heisst  f&r  ap  =  ar=^a: 

(3)  pv = Ekc  ^^y^' , 

und  mit  Benutzung  von  (2)  wird  diese  Gleichung 

(4)      pv  =  EC{a+i). 

Wenn  kc  constant  ist,  hat  man  a+t  ^  T.     Der  Verfasser  ge- 
winnt dann  den  Satz :  „Das  Product  aus  dem  Moleculargewichte 

der  Gase  und  ihrer  specifischen  Wärme  ist  der  Grösse  ( Ij 

niogekehrt  proportional.^    Ausserdem  findet  er 

wo  u  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  fortschreitenden  Bewegung 

KortMhr.  d.  Math.  XU.  3.  53 
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der  Gasmolecflle  und  g  die  BeschleuDigung  beim  freien  Fall  ist 
Den  Schluss  bildet  eine  Bemerkung  über  die  Verwendung  der 
Gleichungen  (2),  (3),  (4)  bei  festen  Körpern.  Bs. 


A.  WüLLNER.     üeber  die  specifische  Wärme  des  Wassers. 

Pogg.  Ann.  (2)  X.  284-291. 

L.  Pfaundler,     üeber  die  Berechnung  der  Temperator- 
correction  bei  calorimetrisehen  Messungen.     Pogg.  Abb. 

(2)  XL  237-246. 

1)  Weder  die  von  Herrn  Wtlllner  in  seiner  Experimentalphjok 
angegebene  Formel,  welche  zur  Berechnung  der  speeifiselieB 
Wärme  bei  Versuchen  nach  der  Mischungsmethode  dient,  noeh 
die  von  Herrn  Pfaundler  gegebene  sind  richtig.  Eine  neue  wird 
abgeleitet  und  nach  ihr  die  Correctionen  fllr  die  von  Hern  ?on 
Mttnchbausen  ausgeführten  Versuche  umgerechnet 

2)  Die  neue  Formel  des  Herrn  Wtlllner  ist  nicht  einwurftfal 
Orade  in  den  Fällen,  ftlr  welche  sie  bestimmt  ist,  sind  gegct 
ihre  Anwendung  Bedenken  vorhanden.  Das  vom  Verfasser  ia 
der  neuen  Auflage  von  Htlller's  Lehrbuch  der  Physik,  Ablh.  2 
p.  304-305  gegebene  von  Regnault  stammende  VerfSfthren  ist  da- 
gegen einwurfsfrei.  Der  Verfasser  leitet  seine  Correctionsfonnel 
ab.  Ftlr  specielle  Fälle  ist  ein  vereinfachtes  Verfahren  möglich, 
an  welches  Herr  Wtlllner  bei  seinen  Aeusserungen  Ober  die 
Pfaundler'sche  Formel  vielleicht  nur  gedacht  hat  Rs. 


J.  D.  VAN  DER  Waals.    De  betrekking  tusschen  spanning, 
volume  en  temperatuur  bij  dissociatie.  Versl.  eo  MededMi 

XV.  199-217. 

Wenn  auch  eine  Grenze  besteht,  wodurch  in  allen  Fällen  die 
Trennung  zwischen  den  chemischen  uud  physikalischen  Erschei- 
nungen der  Dissociation  gegeben  wird,  so  ist  doch  die  M6gfi^ 
keit  vorhanden,  sie  mit  Hülfe  der  mechanischen  Wärmetheorie 
aus  einem  Gesichtspunkte  zu  betrachten,  und  es  ei^ebt  sich  ans 
diesem  Aufsatz,  dass  ähnliche  Gesetze  fllr  beide  gelten.    Um  dies 


1 
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darzuthun,  wird  der  ZasanimeDhaDg  ermittelt,  welcher  zwischen 
SpaDDung,  Volumen  und  Temperatur  eines  in  Dissooiation  befind- 
lichen Stoffes  besteht,  woraus  das  Verhältnis,  in  welchem  die  ge- 
trennten Bestandtheile  in  dem  heterogenen  Gemenge  vorkommen, 
gefunden  werden  kann.  Durch  die  Untersuchungen  von  Willard 
Gibbs  ist  der  Verfasser  dazu  gefllhrt,  frfihere  eigene  Studien  über 
die  Continuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Aggregatzustandes 
fortzusetzen  und  zeigt  nun,  dass  bei  den  Dissociationserscheinungen 
die  Aenderung  der  Entropie  gleich  Null  ist,  und  dass  die  Energie 
und  Entropie  eines  Gasgemenges  gleich  ist  der  Summe  derselben 
Grössen  fllr  die  einzelnen  Bestandtheile.  Die  erhaltenen  Besul- 
täte  werden  mit  denen  von  Gibbs,  sowie  denen  von  Guldberg 
und  Waage  verglichen  und  in  genügender  Weise  ttbereinstimmend 
gefunden.  Verschiedene  Fälle  von  Dissodation  werden  in  ihren 
Einzelnheiten  verfolgt  Das  Schlussergebnis,  zu  welchem  der 
Verfasser  kommt,  ist,  dass,  obgleich  die  Art,  auf  welche  die  Tem- 
peraturfnnction  der  Dissooiation  erhalten  ist,  noch  ausserhalb  der 
Betrachtungen  der  kinetischen  Theorie  liegt,  die  Ableitung  aus 
dieser  Theorie  auf  keine  grosse  Schwierigkeiten  stösst.  Er  hofft 
später  einen  Versuch  der  Ableitung  dieser  Function  aus  der 
Theorie  der  Molecularbewegungen  mittheilen  zu  können. 

G. 


J.  BoussiNESQ.  Sur  les  probl^mes  des  temp^ratures 
stationnaires ,  de  la  torsion  et  de  T^coulement  bien 
contina,  dans  les  cylindres  ou  les  tuyaux  dont  la 
section  normale  est  na  rectangle  ä  cdt^s  conrbes  ou 
est  comprise  entre  deux  lignes  ferm^es.    LioaviUej.  (3) 

VI.  177-187. 

Das  Problem  der  stationären  Temperaturen  in  Cylindern, 
deren  Normalschnitte  krummlinige  Rechtecke  sind,  und  bei  wel- 
dien  die  Temperatur  in  jeder  Erzeugenden  constant  ist,  aber  von 
einer  Erzeugenden  zur  anderen  wechselt,  ist  von  Lam6  in  seinen 
^Le^ons  sur  les  coordin^s  curvilignes^  und  von  E.Mathieu  m  seinem 
^Cours  de  pbysique  mathömatique^  mit  Benutzung  von  mehr  oder 

53* 
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weniger  Sätzen  Aber  krummlinige  Coordinaten  bebandelt  (Die- 
selbe Methode  ist  auch  anwendbar,  wenn  der  Umriss  statt  aus 
vier  nur  aus  zwei,  dann  geseblossenen^  Gurren  besteht,  und 
femer,  wenn  man  längs  der  ganzen  Ausdehnung  einiger  Quer- 
schnittseiten  nicht  die  Temperatur,  sondern  den  Wftrroesufliiss 
einer  willkürlichen  Constanten  gleich  setzt)  Der  Verfasser  15^  das 
Problem  direct,  unabhängig  von  solchen  Sätzen  für  den  Fall  einer 
aus  zwei  Linien  bestehenden  Begrenzung  und  deutet  an,  wie  der 
Fall  einer  vierlinigen  Begrenzung  analog  behandelt  werden  kann. 
Ferner  weist  er  darauf  hin,  dass  nicht  nur  die  Frage  naefa  den 
stationären  Temperaturen  in  unendlich  langen  Prismen  beantwortet 
wird,  sondern  auch  die  Gesetze  der  Torsion  derselben  Prismeo 
und  die  des  gleichförmig  anhaltenden  Abflusses  einer  FlOsaigkeit 
in  geraden  Rohren,  deren  Hohlraum  denselben  Querschnitt  hat, 
wie  jene  Priifmen,  erhalten  werden,  was  der  Verfasser  bereits  1871 
(s.  F.  d.  M.  HI.  187 1 .  503-506)  erwähnt  hat  Dieselbe  Rechnung giebt 
auch  die  Lösung  eines  vierten  Problems,  nämlich  der  Bewegung 
einer  nicht  schweren  einen  festen  Hohlcylinder  ausftlllenden  Flflssig- 
keit,  wenn  der  Cylinder  um  eine  zu  den  Erzeugenden  parallele 
Axe  rotirt,  die  innere  Reibung  der  Flüssigkeit  vernachlässigt  werden 
kann  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  nach  den  festen  Coor* 
dinatenaxen  in  jedem  Punkte  den  entsprechenden  partiellen  Ab- 
leitungen einer  Function  tp  gleich  sind.  (Man  vergleiche  auch  die 
704  ff.  des  Handbuches  von  Thomson  und  Tait.)  Rs. 


C.  NivEN.     On   tbe  conduction  of  heat  in  ellipsoids  of 

revolution.    Phil.  Traos.  CLXXI.  117-151. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  das  Problem  der  stationärenTem- 
peratur  von  Ellipsoiden  zwar  im  Allgemeinen  eine  vollständige  Lö- 
sung mit  Hülfe  der  von  Green  und  Lamö  eingeführten  Functionen 
gefunden  habe,  dass  dagegen  das  entsprechende  Problem  der 
Leitung  noch  nicht  so  erfolgreich  behandelt  worden  sei.  VLen 
Hathieu  hat  allerdings  in  seinem:  ^Cours  de  physique  maib^ 
matique^  gezeigt,  wie  das  Problem  auf  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen reducirt  werden  könne,  und  wie  man  im  Fall  eines 
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Umdrebungsellipsoids  zu  einer  näherungsweisen  Lösung  derselben 
gelanget  könne.  In  der  vorliegenden'  Arbeit  wird  das  Problem 
in  einer  mebr  directen  und  allgemeinen  Art  bebandelt 

Wie  Herr  Matbieu  wäblt  der  Verfasser  zu  Goordinaten  eines 
Punktes  das  Azimutb  (p  des  dem  Punkte  entspreebenden  Meridian- 
scbnittes  und  die  Parameter  o  und  ß  des  der  Fläebeconfocalen 
EUipsoids  und  Hyperboloids,  welcbe  sieh  in  dem  Punkt  sehneiden. 
Zuerst  wird  gezeigt,  wie  man  die  allgemeine  Leitungsgleiebung  in 
diese  Goordinaten  transformiren  kann.  Die  so  erhaltene  Glei- 
chung lautet: 

^  +  ^+cotha-^+eoth/J.^  +  (^j^^  +  ^j^^)^ 

=  -^  (cosh"  a  -  cosh'/?)  -^  • 
Dieser  Gleichung  genügt  eine  Beihe  von  Ausdrücken  der  Form: 

wo  k  durch  eine  Gleichung  bestimmt  wird,  welche  unendlich  viel 
Wurzeln  hat  Die  Function  i^*  wird  nach  Functionen  entwickelt 
die  Todhunter  nach  Heine  associirte  Functionen  von  cos/?  genannt 
hat  Es  wird  sodann  gezeigt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 
in  k  in  zwei  Glassen  zerfallen,  und  dass  die  entspreebenden  Aus- 
drücke für  ^  verschiedene  Formen  annehmen,  f&r  deren  eine  die 
Differenz  zweiten  Grades  und  Ordnung  der  associirten  Function 
grade  ist,  während  dieselbe  bei  der  andern  ungrade  ist  Die 
Werthe  von  ii(a)  zerfallen  in  ähnlicher  Weise  in  zwei  Glassen. 
Diese  Werthe  werden  zunächst  nach  Gliedern  der  kleineren  Axe 
des  confocalen  EUipsoids,  dann  der  grösseren  Axe  entwickelt, 
wobei  die  erste  Beihe  nach  Functionen  fortschreitet,  welcbe  der 
Differentialgleichung 

gentigen.  Die  zwei  Lösungen  dieser  Gleichung  treten  beide  in 
endlicher  Form  auf.  Die  eine  S«,  ist  für  o;  =  0  endlich,  die  an- 
dere Tn  dagegen  unendlich.  Im  Weiteren  werden  die  Eigen- 
schaften dieser  Functionen  untersucht  Nach  der  Entwickelung 
dieser  Function  bespricht  der  Verfasser  das  System   der  Glei- 
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cbQDgen,  welches  k  bestimmt ,  wobei  er  sich  bald  mehr  bald 
weniger  an  die  UntersucbuDg  von  Heine  für  ein  ähnliches  Systen 
anschliesst 

Betreffs  des  speciellen  Problems  d^  Wftnneleitang  wird  die 
einschränkende  Bedingung  gemacht,  dass  entweder  die  Oberfläche 
auf  constanter  Temperatur  erhalten  wird  oder  der  Körper  «di 
durch  Strahlung  abkühlt  Der  erste  Fall  ist  matfaematiBdi 
einfacher.  Man  kann  ihn  sich  realisirt  denken  durch  anen 
Körper,  der  mitten  in  eine  unbegrenzte  Flüssigkeit  gebracht  isL 
Nach  genügender  Zeit  wird  er  dann  die  Temperatur  der  um- 
gebenden Flüssigkeit  angenommen  haben.  Unter  dieser  Voraogp 
Setzung  können  die  verschiedenen  Werthe  von  X  aus  der  Glei- 
chung ß«  =  0  gefunden  werden.  Die  Wurzeln  ?oü  flj  werden 
bis  auf  e*  untersucht.  Dann  folgt  die  Betrachtung  der  Strahlung. 
Hier  zeigt  der  Verfasser  nur,  wie  die  successiven  Näherungen 
gefunden  werden  können. 

Die  Rechnungen  werden  zunächst  nur  für  den  Fall  eines 
EUipsoids  durchgeführt,  dessen  grössere  Axe  die  Umdrehungsaxe 
ist.  Es  wird  aber  gezeigt,  dass  die  Ausdrücke  und  Beaultate 
leicht  auf  den  Fall  eines  planetarischen  EUipsoids  flbertrageo 
werden  können.  Der  Hauptzweck  der  Arbeit  geht  aber  auf  eine 
Untersuchung  der  Functionen,  welche  bei  der  mathematischen  Be- 
handlung des  Problems  auftreten.  Uly.  (0.) 


J.  Rosner.      üeber  Wärmeleitung    und   die    Methoden 
das  Wärmeleitungsvermögen  der  Körper  zu  bestimmen. 

Pr.  Wiener-Neastadt 

Die  Differentialgleichung  jfttr  die  Wärmeleitung  und  die 
Oberflächenbedingungen  werden  aufgestellt.  Ausgebend  von  dem 
particulären  Integral 

der  Differentialgleichung 

du    _     /  d^u         d^u         d^u  \ 

dt    ^  ^  dx'  ^'   öy'   +  ÖS«  / 
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ergiebt  sich  das  allgemeine  Integral  in  der  Form 

I  /•*«  Z'+x    /*fao  (a-;g)HO?-y)H(y    O» 


2\nkt)^  i 


—  OD  —00 


WO 


f(a,ß,y)  =  a,e-^''«^"»«'^+«'y>  +  a,6-('««+'«^-»^'^y>  + 


ist.  Für  ftlnf  Specialfälle,  nämlich  fttr  einen  Stab,  dessen  Quer- 
schnitt gegenüber  der  Länge  sehr  klein  ist,  fbr  einen  Würfel,  f&r 
ein  Prisma  von  endlichen  Dimensionen,  fbr  eine  Kugel  und  für 
einen  Cylinder  werden  die  Differentialgleichungen  gegeben  und 
die  vollständigen  Integrale  abgeleitet  Daran  schliesst  sich  eine 
historische  Darlegung  der  Methoden,  welche  zur  Bestimmung 
des  Wärmeleitungsvermögens  für  feste,  flüssige  und  gasförmige 
Körper  in  Anwendung  gebracht  sind.  Rs. 


6.  KiRCHHOPP  und  G.  Uansbmann.     Ueber  die  Leitungs- 
fähigkeit des  Eisens  für  Wärme.   Pogg.  Ann.  (2)  ix.  1-47. 

Mittels  einer  neuen  Methode  wird  das  Verhältnis  der  Lei- 
tongsfähigkeit  des  Eisens  für  die  Wärme  zu  dem  Producte  aus 
specifiscber  Wärme  und  Dichtigkeit  bestimmt  Die  Anordnung 
ist  so  getroffen,  dass  die  Ableitung  der  Wärme  nach  aussen^auf 
jenen  Werth  von  geringerem  Einflüsse  ist,  als  bei  der  Methode 
von  F.  Neamann.  Auf  eine  Fläche  eines  Würfels  von  140  mm. 
langen  Seiten  wurde,  nachdem  dieser  die  Temperatur  des  Beob- 
acfatnngsraumes  angenommen  hatte,  aus  einer  Brause  ein  kräftiger 
Wasserstrom  geleitet,  dessen  Temperatur  von  der  des  Beobacbtungs- 
raumes  nm  einige  Grade  verschieden  war.  Innerhalb  des  Würfels 
konnte  die  Temperatur  in  einigen  Punkten  des  Lothes,  welches 
in  der  Mitte  der  besprengten  Fläche  errichtet  werden  kann, 
mittels  Thermoketten  bestimmt  werden,  u  sei  die  Temperatur  des 
Körpers  im  Punkte  {Xj  y,  i)  zur  Zeit  <,  c  das  Product  aus  der  speci- 
flschen  Wärme  und  der  Dichtigkeit,  k  die  Leitungsfähigkeit.  Wenn 
man  annimmt,  dass  k  und  c  constant  sind,  und  {k:c)=:a  setzt,  so 
ist  die  Differentialgleichung 
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0/  V  öx'    '     öy^ 

ZU  lösen.    Eine  Wttrfelkante  habe  die  Länge  /,  die  Gleiehangeo 

der  Wttrfelflftchen  seien 

«  =  0,    y  =  0,    2  =  0,    «  =  /,    y  =  ^    »  =  L 

Der  Einfachheit  wegen  werde  angenommen,  dass  bis  zar  Zdt 

i  =  0  überall  u  =  0   ist,   in  jenem  Aogenblicke  aber   ftr  die 

Fläche  2  =  0    m  =  1   wird ,  während  die  anderen  Seiten  ihre 

Wärme  gegen  eine  Umgebung  von  der  Temperatur  Null  iis- 

strahlen.     Zu   obiger   Differentialgleichung  kommen   dann   die 

Bedingungen : 

für    *  =  0    «  =  0, 

für    a;  =  0    -^  =  am,  für    a;  =  /     -3^  =  —Am, 

für    y  =  0     -|^  =  AM,  für    y  =  /    -|^  =  -*M, 

für    5  =  0         M  =  1,  fltr    »  =  /    ^  =  —Am, 

wo  h  eine  Constante,  nämlich  das  Verhältnis  der  äussere  xur 
inneren  Leitungsfähigkeit  bedeutet.  Es  giebt  nur  eine  Lösung 
dieser  Aufgabe,  und  diese  kann  man  finden,  wenn  man  m  gleich 
einer  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  h  fortschreitenden  Beihe 
setzt.  Es  genügt,  die  beiden  ersten  Glieder  dieser  Beihe  zu  be- 
stimmen.   Also  ist 

Die  Gleichungen  werden  aufgestellt,  welche  von  den  FunelioBeo 
V^  und  V^  erftillt  werden  müssen.    Setzt  man 

in  ^ 
80  ist 

\2iat^         V2|/o/>' 

=  tiC-i^^^  +  s. 

\2}lat  / 
Die  Bestimmung  von  V^  ist  complicirter.  Nachdem  sie  ansgeffehrt 


f^o   = 
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ist,  werden  die  numerischen  Wertbe  von  U^  für  die  verschiedenen 
Punkte,  in  welchen  die  Temperatur  gemessen  wurde,  und  für  den 
grössten  vorkommenden  Wertb  der  Temperatur  bestimmt.  Da 
der  Goefficient  A,  welcher  besonders  bestimmt  wurde,  sehr  klein 
ist,  so  kann  das  Product  hü^  vernachlässigt  werden.  Femer 
wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Seitenflächen  und  die 
hintere  Fläche  des  Würfels  keinen  merkbaren  Einfluss  auf  die 
Verbreitung  der  Wärme  ausüben,  d.  h.  dass  R-\'hü^  vernach- 
lässigt werden  kann,  gezeigt,  dass  man  statt  der  Temperaturen 
in  einem  unverletzten  Würfel  die  der  Löthstellen  der  Thermo- 
ketten  nehmen  kann,  falls  der  Durchmesser  jedes  Ganais  unend- 
lich klein  angenommen  wird,  k  und  c,  daher  auch  a  sind  nicht 
constant,  wie  bisher  angenommen  ist,  sondern  hängen  von  der 
Temperatur  ab.  Jeder  für  a  berechnete  Werth  wird  daher  immer 
nur  fbr  eine  bestimmte  Temperatur  richtig  sein.  Diese  Tempe- 
ratur kann  unter  der  Voraussetzung  ermittelt  werden,  dass  jene 
Grössen  innerhalb  der  in  Betracht  kommenden  Temperaturinter- 
valle lineare  Functionen  der  Temperatur  sind  und  sich  nur  wenig 
ändern.  Es  wird  gezeigt,  wie  die  Temperaturen  aus  den  Galvano- 
meterbeobachtungen gefunden  wurden.  Für  die  Leitungsfähig- 
keit des  Eisens  dividirt  durch  das  Product  aus  seiner  specifischen 
Wärme  und  seiner  Dichtigkeit  bei  der  Temperatur  ^  erbalten  die 
Verfasser 

—  =  a  =  16,94— 0,034  (^-lö"), 

C 

wenn  See,  mm.  und  Celsiusgrad  als  Einheiten  gewählt  sind. 

Rs. 

H.  F.  Weber.     Untersuchungen  über  die  Wärmeleitung 

in   Flüssigkeiten.     Pogg.  Ann.  (2)  X.  103-129,  304-320,  472-500; 
Oarl  Bep.  XYI.  389-454. 

A.  Winkelmann.  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung  des 
Herrn  H.  F.  Weber  „Untersuchungen  über  die  Wärme- 
leitung in  Flüssigkeiten.*    Pogg.  Ann.  (2)  X.  668-676. 

H.  F.  Webäb.      Entgegnung   auf  die  Bemerkungen  des 

Herrn  A.  Winkelmann.    Pogg.  Ann.  (2)  xi.  347-362.  i 
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A.  Winkelmann.     Notiz  zu  der  Entgegnung  des  Herrn 

H.    F.   Weber.      Pogg.  Ann.  (2)  XI.  734-736. 

H.  Herwig.  Bemerkung  über  das  Wärmeleitungsver- 
mögen des  Quecksilbers.   Pogg.  Ann.  (2)  x.  662-(j67. 

H.  F.  Weber.  Entgegnung  auf  die  Bemerkung  des 
Herrn  Herwig:  ^Ueber  das  Wärmeleitungsvermögen 
des  Quecksilbers.^    Pogg.  Ann.  (2)  XL  345-347. 

1)  ist  ein  Abdruck  aus  Wolf  Z.  XXIV.  252-298,  355-400. 
lieber  die  Anordnung  der  Experimente  und  die  theoretische 
Untersuchung  ist  bereits  berichtet  (s.  F.  d.  M.  XL  1879.  788-790). 
Wasser,  Kupfervitriolldsung,  drei  Zinkvitriollösungen,  Kochsalz- 
lösung, Glycerin,  Alkohol,  Schwefelkohlenstofif,  Aether,  Olivenöl, 
Ghloroform,  Citronenöl  und  Benzin  wurden  untersucht  Für  diese 
Flüssigkeiten  wird  gefunden:  Die  Grösse  des  WärmeleitongSTer 
mögens  h  ist  der  speci  fischen  Wärme  der  Volumeneinheit  propor- 
tional, die  innere  Reibung  und  einige  andere  Einflösse  scheinen, 
wenn  auch  in  geringem  Grade,  sich  geltend  zu  machen.  „Durch- 
sichtige nicht  metallische  Flüssigkeiten  haben  bei  gleicher  Tem- 
peratur nahezu  die  gleiche  Temperaturleitungsfähigkeit  ij."'  Für 
die  vier  Flüssigkeiten  Wasser,  Kochsalzlösung,  ZinkvitrioUösnng 
und  Glycerin  wurde  die  Wärmeleitungsfähigkeit  aucB  f&r  die 
mittlere  Temperatur  von  etwa  24^  bestimmt  und  aus  diesen  Ver- 
suchen folgt,  dass  der  Coefficient  a  dem  Wärmeleitungsvermögen 
ftg  nahezu  proportional  ist,  wenn  &  =  ^^(l  -f  oi)  gesetzt  wird. 
Hierauf  werden  die  gewonnenen  Resultate  mit  den  von  Luod- 
quist.  Winkelmann  und  Beetz  erhaltenen  verglichen.  Nach  der 
Ansicht  des  Herrn  Weber  hat  Herr  Winkelmann  seine  Resultate 
nicht  richtig  interpretirt  und  in  Folge  dessen  falsch  corrigirt;  bei 
anderem  Verfahren  befänden  sich  die  Versuche  des  Herrn  Winkel- 
mann in  Uebereinstimmung  mit  denen  des  Herrn  Weber.  Ferner 
wurde  auch  eine  metallische  Flüssigkeit,  im  Handel  vorkommen- 
des Quecksilber,  nach  derselben  Methode  untersucht  Für  tj  bei 
etwa  4^  erhält  man  einen  ungefähr  30  Mal  grösseren  Werth,  ab 
der  für  nicht  metallische  durchsichtige  Flüssigkeiten  betrug. 
Daraus  wird  geschlossen :  Während  bei  nicht  metallischen  Flflarig- 
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keiten  die  Wärmeleitung  in  einer  einfachen  Uebertragung  der 
lebendigen  Kraft  der  bewegten  ponderabeln  Molecttle  Ton  Schicht 
zu  Schicht  zu  bestehen  scheint,  lässt  das  für  Quecksilber  ge- 
fondene  ganz  abweichende  Resultat  yennuthen,  dass  in  der 
Wärmeleitung  innerhalb  metallischer  Substanzen  die  von  Schicht 
zu  Schicht  stattfindende  innere  Strahlung  das  wesentliche  Ele- 
ment ist,  und  dass  die  zwischen  je  zwei  Nachbarschichten  ein- 
tretende Uebertragung  der  lebendigen  Kraft  der  bewegten  pon- 
derabeln Molecüle  nur  eine  secundäre  Bedeutung  hat.  Dies 
weist  darauf  hin,  zu  untersuchen,  wie  weit  der  Parallelismus  des 
Wärmeleitungs-  und  des  elektrischen  Leitungsvermögens  geht 
(s.  Seite  793).  Die  für  steigende  Temperaturen  gefundene  Zu- 
nahme des  Wärmeleitungsvermögens  von  Quecksilber  wider- 
spricht dem  Ergebnis  des  Herrn  Herwig,  zu  welchem  dieser  aber 
nur  gelangt  ist,  weil  der  theoretische  Theil  fehlerhaft  war.  Bei 
richtiger  Behandlung  des  Problems  stimmt  das  aus  den  Beob- 
achtungen des  Herrn  Herwig  erhaltene  Resultat  unter  gewissen 
Annahmen  qualitativ  und  quantitativ  mit  dem  Ergebnis  des  Herrn 
Weber  Uberein. 

2)  Herr  Winkelmann  lässt  die  Interpretation  des  Herrn  Weber 
nicht  gelten. 

3)  und  4)   Die  Verfasser  bleiben  bei  ihren  Ansichten. 

5)  Herr  Herwig  giebt  zu,  dass  die  Ausstellung  des  Herrn 
Weber  principiell  berechtigt  ist,  nämlich  dass  die  von  ihm  seiner 
Zeit  aufgestellte  Differentialgleichung 

1  +  at   dx*    ~ 

für  die  Wärmeleitung  in  einem  nach  aussen  Wärme  abgebenden 
Stabe  nicht  ausreichend  ist,  sondern  genommen  werden  muss 

.J rf!L ?L_rAV  -  Bt 

l  +  at   dx"       {\+aty\dxJ   ~^'' 

Hierin  ist  B  =  -^ — ,  A  die  äussere  Wärmeleitungsfähigkeit,  r 

der  innere  Wärmeleitungswiderstand  für  0^,  p  der  Umfang, 
q  der  Querschnitt  des  Stabes  und  /  die  Temperatur  an  der  um 
X  vom  Anfange  des  Stabes  entfernten  Stelle.    Die  Temperatur 
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der  Umgebung  ist  gleich  0  gedacht.  Bei  der  Integration  der 
letzten  Gleichung  begütigt  sich  Herr  Herwig  nicht  mit  der  von 
Herrn  Weber  gegebenen  Annäherung,  sondern  fbhrt  die  Bedn 
nung  vollständiger  durch. 

G)  Herr  Weber  constatirt,  weil  ihm  der  Vorwurf  der  Ungenfloig- 
keit  gemacht  war,  dass  er  das  Problem  nur  in  erster  Annähemng 
gelöst^  also  nicht  genau  behandelt  habe.  Rs. 


A.  Witz.      Essai  sur  TefiFet  thermique  des  parois  d*une 
enceinte  sur  les  gaz  qu'elle  renferme.    Aimeida  j.  vin. 

14-20. 

Auszug  aus  der  Arbeit,  Ann.  d.  Ch.  et  Ph.  (5)  XV.  433-529. 
In  einem  einfachen  speciellen  Falle  war  aus  zahlreichen  Experi- 
menten für  die  Geschwindigkeit  der  Erwärmung  oder  Abkühlung 

fj  =  (0,ll+0,0016fi)« 
gefunden  worden,  wo  e  den  Ueberschuss  der  Temperatur  der 
Wand  über  die  des  Gases  bedeutet.  Folgende  theoretische  Be- 
trachtung wird  angestellt:  Die  Wirkung  der  Wand  auf  ein  Gas 
in  Bezug  auf  v  setzt  sich  aus  zwei  Theilen  zusammen,  der  erste 
bezieht  sich  auf  die  Wand ,  der  zweite  auf  das  Gas.  Der  erste 
Theil  hängt  ab  von  e,  der  Temperatur  der  Wand  t,  dem  Aua- 
strahlungsvermögen  E,  der  Leitungsfäbigkeit  ÜT,  und  von  der  6«- 

stalt  und  den  Dimensionen  des  Gefässes,  was  durch  -»  bezddmet 

sei.  Der  zweite  Theil  ist  abhängig  von  t,  der  Temperatur  des 
Gases,  D,  seiner  Dichtigkeit,  C,  seiner  Wärmecapacität,  P,  dem 
Drucke,  A,  der  Absorptionsfähigkeit,  üf',  der  Leitungsfähigkeit,  und 
Jlf,  seiner  Beweglichkeit  oder  der  Bewegung  der  Molecüle.   Also 

In  Folge  der  Besultate,  welche  aus  den  mit  Luft  ausgefthrten 
Experimenten  sich  ergeben,  setzt  der  Verfasser 

c  =  y(fi,  nr, -y),  f(Py  M). 

Die  weitere  Untersuchung  der  Einflüsse  fUhrt  ihn  zu  der  Beziehung 

V  =  (a +  /?«)«•  Ks. 
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6.  Grassi.     Sulla  trasmissione  del  calore  tra  due  fluidi 
in  movimento  separat!  da  una  parete  solida.    Rend.  Ist. 

Lomb.  (2)  XIII.  47-52;  N.  Cim.  VII.  127-136. 

Zwei  Flüssigkeiten  von  verschiedenen  Temperaturen  seien 
durch  eine  feste  Wand  getrennt  und  mögen  sich  in  continuirlicher 
Bewegung  längs  der  Wand  befinden.  Es  sei  C  der  Transmissions- 
coefficient  der  festen  Wand,  x  die  Differenz  zwischen  den  Tem- 
peraturen der  beiden  Flüssigkeiten  in  irgend  einem  Normal- 
schnitte  der  Wand,  welche  parallele  Oberflächen  habe,  dS  ein 
kleiner  Theil  der  Wandfläche,  welcher  sich  zwischen  zwei  Normal- 
schnitten befindet,  Q  die  in  der  Zeiteinheit  übergeführte  Wärme- 
menge, x^  der  Werth  von  x  an  der  Wand,  wo  die  wärmere 
Flüssigkeit  eintritt,  x^  der  Werth  von  x  am  anderen  Ende  der 
Wand^  wo  die  wärmere  Flüssigkeit  die  Wand  verlässt;  dann 
lautet  die  Differentialgleichung 

Ja?        ,  V  dS 


Cx       ^  '       '^   Q 

Die  Integration  ergiebt 

1  /^  dx    _  ^ 

x^—x,    /        Cx         Q 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stellt  die  mittlere  Ordinate  der 
zwischen  den  Abscissen  x^  und  x^   befindlichen  Ordinaten   der 

Curve  y  =  -j^—  dar.  „Unter  der  Annahme,  dass  in  den  ver- 
schiedenen Uebertragungsfällen  die  in  der  Zeiteinheit  übergefthrte 
Wärmemenge  immer  dieselbe  ist,  wird  die  von  einem  gegebenen 
Stromsystem  verlangte  Oberfläche  S  der  mittleren  Ordinate  pro- 
portional sein;  also  je  kleiner  die  mittlere  Ordinate  ist,  um  so 
vortbeilhafler  ist  das  entsprechende  Transmissionssystem.  ** 

Um  das  Problem  lösen,  die  Eigenschaften  jener  Curve  an- 
geben zu  können,  muss  man  das  Variationsgesetz  des  Trans- 
missionseoefficienten  kennen.  Es  sei  die  Wand  eben  und  von 
der  Dicke  $\  c  sei  die  innere  Leitungsfähigkeit,  c^  und  c,  seien  die 
GoefGcienten  der  äusseren  Leitungsfähigkeit,  dann  hat  man 

C  c.   '^  c.    ~^  c 
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Aus  den  ExperimeDten  von  Bosselti  and  Peolet  kaun  man  das 
gewünschte  Gesetz  nicht  sicher  ableiten.  Im  Allgemeinen  moas 
man  annehmen,  dass  der  TransmissionscoefScient  nicht  nur  tod 
der  Temperatardifferenz  o?,  sondern  auch  vom  absoluten  Weitiie 
der  Temperatur  abhängt    Man  hätte  also  zu  setzen 

Wenn  man  die  beiden  letzten  Glieder  vernachlässigt,  wird  min 
die  anderen  so  zu  verändern  haben,  dass  der  dadurch  begangene 
Fehler  ausgeglichen  wird.  Für  gewisse  Fälle  wird  eine  der  dm 
Formen 

C=a  +  bx\     C=a  +  6,rr,     C  =  a  —  b^x 

anwendbar  sein.  Dagegen  erscheint  die  Annahme  von  Bankine, 
C  =  6^;,  nicht  zulässig. 

Schliesslich  werden  die  drei  Fälle,  entgegengesetzte  StrOme, 
gleichgerichtete  Ströme,  ein  einfacher  Strom,  betrachtet,  und  wird 
der  Satz  ausgesprochen:  „Das  System  entgegengesetzter  Ströme 
ist  vortheilhafter,  als  das  gleichgerichteter  Ströme,  und  dieses  ist 
vortheilhafter,  als  das  eines  einzigen  Stromes.^  Bs. 


J.  Jamin.     Compl^ments  k  la  th^orie  de  la  ros^e. 

Almeida  J.  Vni.  41-48. 

Nach  Anführung  der  von  Dulong  und  Petit  gegebenen  For- 
meln für  die  Abkühlung  durch  Ausstrahlung  zeigt  der  Yerfiasser, 
dass  die  bedeutende  nächtliche  Abkühlung  namentlich  der  Wiesen, 
nicht  wohl  durch  die  Ausstrahlung  allein  erklärt  werden  kann. 
Indem  er  die  Theorie  des  Psychrometers  heranzieht,  weist  er 
nach,  dass  feuchte  Flächen  einer  doppelten  Abkühlang  anter- 
liegen,  der  dureh  Ausstrahlung  and  durch  Verdunstung.  Eq>eri- 
mentell  hat  er  diese  Thatsache  nachgewiesen  durch  drei  Thermo- 
meter, eines  mit  versilberter  Kugel  unter  einem  schtttzeDdeo 
Schirm,  eins  mit  geschwärzter  Kugel  und  eins  mit  angefeachtetem 
schwarzen  Stoff  umgeben.  Das  erste  zeigte  die  Lafttemperatnr, 
das  zweite  einen  Unterschied  von  t  Grad,  von  der  Abkühlung 
herrührend,  das  dritte  einen  um  t-^t*  tieferen  Stand,  wo  f'  doreh 
Verdunstung   verursacht   wurde.     Basenflächen,    überhaupt  die 
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Blattflächen  der  Pflanzen  verdunsten  ziemlich  energisch,  entziehen 
dadurch  der  umgebenden  Luft  die  Wärme  bis  der  Sättigungspunkt 
erreicht  ist ;  von  da  ab  verlieren  sie  ihre  Wärme  nur  noch  durch 
Ausstrahlung,  während  der  Wärmeverlust  fortwährend  durch  Ver- 
dichtung des  Wasserdampfes  ersetzt  wird.  Es  zeigt  sich  so,  dass 
der  Thau  zum  Schutz  gegen  Nachtfröste  werden  kann.  Letzteres 
hat  Verfasser  ebenfalls  durch  einen  Versuch  bestätigt,  indem  er 
ein  Aetherhjgrometer  durch  einen  starken  Luftstrom  abkühlte 
and  den  Gang  der  Temperatur  durch  eine  Gurve  darstellte.  Die- 
selbe fällt  stark  ab  (0,9^  in  3  Min.),  bis  das  Thauen  beginnt; 
von  da  ab  wird  sie  flach  (etwa  0,3^  in  derselben  Zeit).  Nach 
Aufhören  der  künstlichen  Abkühlung  steigt  das  Thermometer 
langsam  bis  der  Thau  verschwunden  ist,  hernach  wieder  schneller. 

Bn. 


A.  Oberbkck.     Strömungen  von  Flüssigkeiten  in  Folge 
ungleicher  Temperatur  innerhalb  derselben.   Pogg.  Ann. 

(2)  XL  489-495. 

Im  Anschluss  an  die  in  Pogg.  Ann.  (2)  VU.  271-292  (siehe 
F.  d.  M.  XI.  1879.  787-788)  veröffentlichte  Abhandlung  des  Ver- 
fassers wird  das  angegebene  Problem  fUr  den  Fall  gelöst,  dass 
alle  in  der  Flüssigkeit  vorkommenden  Temperaturunterschiede 
nur  wenig  von  derjenigen  abweichen,  bei  welcher  stabiles  Gleich- 
gewicht herrscht.  Unter  Beibehaltung  der  damaligen  Bezeich- 
nungen gelten  für  die  ersten  Glieder  in  den  Reihen  für  den  Druck 
und  die  Stromcomponenten  die  Gleichungen 


dx        dy         dz 

dabei  ist  ß  =  ^^— ,  wenn  g^  die  Dichtigkeit  bei  0®  und  G  die 

Constante   der  Schwere   ist.     Dazu  kommen  die  Bedingungen, 
dass  ^  flir  die  Flüssigkeit  an  den  festen  Wänden  gegebene  con- 
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stante  Werthe  hat,  und  u,  r,  tr  an  denselben  verschwindeD,  dt 
die  Flüssigkeit  haften  soll.  Eine  partieuläre  Lösnng  erhält  diaq, 
wenn  man 

dxdz  '  dydz   ^  ös' 

setzt,  und 

ist.  Die  weitere  Behandlung  des  allgemeinen  Prablems  'wird 
nur  angedeutet.  Darauf  wird  die  Rechnung  an  einem  Beispiele 
durchgeführt.  Eine  vollständig  mit  Flüssigkeit  gefüllte  Hohlkngel 
vom  Radius  R  werde  von  aussen  her  so  lange  erwärmt,  bis  nch 
eine  stationäre  Temperaturvertheilung  hergestellt  hat,  die  aber  nur 
wenig  von  jener  Vertheilung  abweicht,  bei  welcher  sich  die 
Flüssigkeit  im  stabilen  Gleichgewicht  befindet.  Der  Einfach- 
heit wegen  wird  noch  angenommen,  dass  die  Temperatur  um 
den  verticalen  Durchmesser  herum  symmetrisch  vertheilt  ist  Die 
Flächen  gleicher  Temperatur  sind  Botationshyperboloide,  der^ 
gemeinsame  Axe  der  verticale  Durchmesser  ist.  In  einem  Kreise 
der  horizontalen  Mittelebene  ruht  die  Fltlssigkeit,  innerhalb  des- 
selben steigt  sie  auf,  ausserhalb  desselben  sinkt  sie  nieder. 

Bs. 


A.  Hempel.     üeber  den  Wärmezustand  der  Erde. 

Qranert  Arch.  LXV.  337-363. 

Da  in  dem  Handbuche  der  theoretischen  Physik  von  Thom- 
son und  Tait  bezüglich  der  secularen  Abkühlung  der  Erde  die 
Resultate  aus  den  gemachten  Annahmen  nicht  hergeleitet  sind, 
beziehungsweise  deren  Herleitung  nur  angedeutet  ist,  so  giebt 
der  Verfasser  diese  rechnerische  Ergänzung.  Rs. 


Roth.     Erwiderung.    Hoffmann  z.  xi.  499-501. 

Die  Erwiderung  richtet  sich  gegen  ein  vor  neun  Jahren  in 
den  Fortschritten  veröffentlichtes  Referat  (cfr.  F.  d.  M.  HI.  1871. 
p.  54.^).     Dort  war  die  Richtigkeit  der  Resultate,  zu  denen  der 
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Verfasser  in  einer  1871  erschienenen  Arbeit  gelangt  war,  an- 
§;ezweifelt^  weil  die  Abhängigkeit  der  Bestrahlung  eines  Flächen- 
elemeuts  von  dem  Einfallswinkel  der  Strahlen  nicht  berücksich- 
tigt war.  Der  Verfasser  sucht  nun  in  seiner  Erwiderung  dar- 
zathnn^  dass  für  seine  Zwecke  diese  Vernachlässigung  gestat- 
tet gewesen  sei,  und  beruft  sich  zu  dem  Zwecke  auf  eine  1877 
yeröflFentlichte  Arbeit  von  Wiener  (cf.  F.  d.  M.  XL  1879-  p.  790-793). 
Mindestens  enthielt  also  die  frühere  Arbeit  des  Verfassers  eine  Lücke, 
deren  Vorhandensein  dort  mit  keinem  Worte  erwähnt  war.  Ab- 
gesehen aber  davon,  dass  die  frühere  Beweisführung  unvoll* 
ständig  war,  ergaben  sich  auch  aus  der  Nichtberücksich- 
tigung des  Einfallswinkels  grobe  Incorrectheiten,  wie  z.  B.  der 
Satz:  „Die  Wärmesumme,  welche  eine  gleich  grosse  Fläche  ver- 
schiedener Planeten  während  eines  ganzen  Umlaufs  um  die 
Sonne  von  dieser  durch  Strahlung  erhält,  verändert  sich  nur  mit 
dem  Parameter  der  Bahn.^  Iteferent  glaubt  daher  völlig  im 
Becht  gewesen  zu  sein,  wenn  er  die  frühere  Beweisführung  des 
Verfassers  als  eine  verfehlte  bezeichnet  hat  Wn. 
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L.   GiLBTTA.      BibllOgrafia.    BattagUni  G.  XVm.  AppMidiea 

G.  B.  Daddi.      Comenti    ad     un     opnsculo    mtitolato 

Bibliografia.    Battagllni  6.  XYIII.  Appendice. 

Kritik  and  Antikritik  der  beiden  Weike: 
6.  B.  Daddi.    Gorso  di  Geodesia.   Torino.  1876. 
6.  B.  Daddi,    Della  combinazione  degli  errori  nel  motodo  det 
minimi  qoadrati.    Fratelli  Bocca.    1879«  B. 


N.  Jadanza.      Sulla  latitudine,   longitudine   ed   anmot 
dei  punti  di  una  rete  trigonometrica.    BattagUni  Q.  rfHL 

187-159. 

I 

Herleitung  der  Formeln,  welche  von  C.  6.  Andrat  u 
der  ^DaDske  Graadmaaling^  zur  geodätischen  Debertragug 
Ton  Länge,  Breite  und  Azimuth  benutzt  worden  sind. 

B. 
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Albrecht.       Ueber    die    Umkehmng    der    Bessel'schen 
Methode  der  sphäroidischen  Uebertragung.    Astr.  Naobr. 

XOVL  No.  2294.  209-218. 

Abs  den  bekannten  Bessersehen  Formeln  flir  die  geodätische 
Uebertragung  von  Länge,  Breite  und  Azimuth  wird  ftlr  die  Lö- 
sung der  Aufgabe,  den  geodätischen  Bogen  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  zu  bestimmen,  eine  Näherungsformel  entwickelt, 
welche  bd  der  Ermittelung  des  Unterschiedes  zwischen  der  sphä- 
rischen und  der  sphäroidischen  Länge  die  successiven  Approxi- 
mationen der  indirecten  Lösung  erheblich  abkürzt  und  bei  kleinen 
Bögen  eine  directe  Rechnung  gewährt.  B. 


Bbuns.     üeber  die  Umkehrung  der  Bessel'schen  Methode 
der    sphäroidischen    Uebertragung.    Aetr.  Nachr.  xovn. 

No.  2309.  73. 

Bezugnehmend  auf  den  Artikel  in  den  Astr.  Nachr.  2294 
(vgl.  yorst.  Ref.)  wird  angegeben,  wie  man  dasselbe  Ziel  auf 
einfachere  Weise  erreichen  kann.  B. 


E.  Pucci.    SuUe  posizioni  geografiche.   BattagUniG.  xviii. 

858-867. 

Die  Aufgabe  der  geodätischen  Uebertragung  von  Länge, 
Breite  und  Azimuth,  sowie  die  umgekehrte  Aufgabe  wird  in  tor- 
liegender Arbeit  dadurch  gelöst,  dass  die  Reductionen  der  Be- 
stimmungsstttcke  des  geodätischen  Dreiecks  auf  ein  gewisses 
sphärisches  Dreieck  nach  Potenzen  der  Bogenlänge  entwickelt 
werden.  Das  sphärische  Httlfsdreieck,  durch  dessen  Wahl  sich 
diese  Methode  von  anderen  unterscheidet,  hat  im  Ausgangspunkte 
dieselbe  Breite  und  dasselbe  Azimuth,  wie  das  geodätische,  wäh- 
rend die  Länge  des  sphärischen  Bogens  der  des  geodätischen 
proportional  ist  B. 
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A.  6.  Grebnhill.     On   the  differential   equation  of  the 
ellipticities  of  the  strata  in  the  theoiy  of  the  fignre 

of  the  earth.    Quart.  J.  XVII.  203-208. 

Anknüpfend  an  die  von  Adams  in  seinen  „Lectures  on  the 
figure  of  the  earth'^  gegebene  Form  der  im  Titel  genannten  Diffe- 
rentialgleichung zeigt  der  Verfasser,  wie  die  Integration  derselben 
sich  durch  BesseVsche  Functionen  erledigen  lässt,  sobald  man 
eine  bestimmte  Form  der  Beziehung  zwischen  dem  Radius  und 
der  Dichtigkeit  der  einzelnen  Schichten  zu  Grunde  legt  Die 
eingeführte  Hypothese  ist  im  Uebiigen  ziemlich  willktlrlich,  aber 
etwas  allgemeiner  als  die  von  Laplace  behandelte. 

B. 


Fatk.     Sur  les  variations  s^culaires  de  la  figure  math^ 
matique  de  la  terre.    o.  B.  xc.  1185-1191. 

Fatb.     Sur  la  rdduction  des  öbservations  du  pendole 
au  niveau  de  la  mer.    0.  B.  xo  1443-1447. 

Beide  Aufsätze  beschäftigen  sich  mit  den  systematischen  Ab- 
weichungen, welche  die  beobachteten  Pendellängen  gegenfiber 
der  üblichen  theoretischen  Formel  zeigen.  Es  erseheint  fiber- 
flüssig auf  die  von  Herrn  Faye  versuchte  Erklärung  und  die 
daran  geknüpften  Folgerungen  einzugehen,  da  derselbe  hierbei 
wesentliche  und  längst  in  erschöpfender  Weise  behandelte  Um- 
stände völlig  ausser  Acht  lässt.  B. 


C.  WiNTBRBERG.      üeber  die  Anziehung   von    Massen- 
punkten  insbesondere   mit   Rücksicht  auf   die  Loth- 

StÖrungen.    Gmnert  Arch.  LXY.  113-161. 

Der  Inhalt  der  Arbeit  ist  im  Wesentlichen  eine  analytisd- 
geometrische  Discussion  der  Niveanflächen  eines  Systems  von 
zwei  Massenpunkten.  Die  Anwendungen,  welche  hiervon  mm 
Schlüsse  auf  die  Theorie  der  Lothstörungen  gemacht  werden,  sind 
in  sofern  nicht  ohne  Bedenken,  als  die  Rednction  der  Massen- 
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Unregelmässigkeiten  des  Erdkdrpers  auf  Massenpunkte  nur  eine 
äusserst  rohe  Approximation  gewährt.  B. 


Hblmert.   Zur  Frage  der  Beweiskraft  der  Gradmessungen 
für  die  Existenz  der  näherungsweise  rotationsformigen 

Gestalt   des   Geoids.    Z.  f.  Verm.  IX.  269-277. 

Um  zu  erläutern,  wie  weit  man  aus  den  geometrischen 
Messungen  der  Geodäten  auf  die  Rotationsgestalt  des  Geoids 
schliessen  könne,  wird  gezeigt,  dass  die  kugelartige  Rotations- 
^estalt  eine  nothwendige  Gonsequenz  von  einer  der  beiden  fol- 
genden Annahmen  ist:  1)  Punkte  mit  der  Längendifferenz  Null 
liegen  gegenseitig  in  den  AzimuthenO^  oder  180^;  2)  Zwischen 
Ewei  Parallelen  oder  Orten  gleicher  Polhöhe  liegen  auf  allen 
^ographischen  Meridianen  gleich  lange  Bögen.  B. 


Jordan.  Elementare  Begründung  des  Fundamental- 
satzes   über    die    geodätische    Linie    auf   einer    üm- 

drehungsfiäche.    Z.  t  Verm.  IX.  297-298. 

irVrBNBR.  Zusatz  zu  der  elementaren  Begründung  des 
Fundamentalsatzes  über  die  geodätische  Linie  auf 
einer  ümdrehungsfläche  von  Prof.  Jordan,    z.  f.  Verm. 

IX.  337-338. 

Iblmert.  Nochmals  der  Fundamentalsatz  für  die 
geodätische    Linie  auf  ümdrehungsflächen.    z.  f.  Verm. 

IX.  388.  ß. 


\  Glotin.     Navigation  orthodromique.   M6m.  de  Bord.  (2) 

IIL  377-395.  ß. 


Iarkk.     üeber  approximative  trigonometrische  Berech- 
nungen.   Z  f.  Verm.  IX.  74-89. 


B. 
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Jordan,     üeber  die  günstigste  Seitengleichung  im  Vier- 
eck.   Z.  f.  Verm.  IX.  65-73. 

Der  Aufsatz  ist  eine  VeryoIIständigang  der  auf  den  ge- 
nannten Gegenstand  bezüglichen  Untersuchung  in  Zachariae's 
Werk  ^Die  geodätischen  Hauptpunkte  und  ihre  Coordinaten^) 
bei  welcher  nicht  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  worden  waren. 
Hervorzuheben  ist  die  einfache  geometrische  Gestalt,  in  weldie 
sich  das  Schlussresultat  kleiden  lässt  B. 


P«  Glotin.     Resolution  des  triangles  sph^riques  par  des 
triangles  rectilignes  sur  une  projection  gnomonique. 

M6m.  de  Bord.  (2)  III.  395-401. 

Da  bei  der  centralen  Projection  die  grössten  Kreise  auf  äer 
Kugel  als  Gerade  in  der  Projectionsebene  erscheinen,  so  lassen 
sich  die  Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie  mittels  dies^ 
Projection  auf  die  Auflösung  ebener  Dreiecke  zurttckftlhren.  In 
dem  vorliegenden  Aufsatze  wird  dies  im  Einzelnen  für  die  tv- 
schiedenen  Fälle  durchgeführt.  B. 


A.  Fbrrero.    Note  sur  un  proc^d4  pratique  pour  ^tablir 
l'accord  entre  plusieurs  bases  d'une  triangulation» 

ABtr.  Nachr.  XCVII.  No.  2316.  177-182. 

Um  in  einem  Netze  mit  bereits  ausgeglichenen  Winkeh 
ohne  Aenderung  der  letzteren  die  Grundlinien  in  Uebereinstini- 
mung  zu  bringen,  wird  ein  Verfahren  vorgeschlagen,  welches 
darauf  hinauskommt,  dass  die  Dreiecksseiten  von  jeder  Gnud- 
linie  aus  berechnet  und  aus  den  Einzelwerthen  die 
Mittel  gebildet  werden.  B. 


A.  BöRSGH.     üeber  den  Einfluss  der  Wahl  versebiede* 
ner  Nullrichtungen  auf  die  Ausgleichung   von  Rieh- 

tungsbeobachtungen.    Astr.  Nachr.  XOYII.  No.  3316.  181-liB«. 

Dass  bei  der  Besserschen  Methode  f&r  Beobachtung  imd 
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Ausgleietrang  Ton  Richtungen  die  Wahl  der  Nullrichtung  ohne 
allen  Einflns6  auf  die  Endresultate  sein  mflsse,  ist  ein  Satz^  der 
sigentUcb  sich  von  selbst  yersteht  Da  jedoch  dieser  Sats  be- 
stritten worden  ist,  so  unternimmt  der  Verfasser  zu  zeigen,  in 
welcher  Weise  die  Coeffioientien  der  Gleiehungssysteme  Air  yer- 
schiedene  Nullricbtungen  zusammenhängen.  B. 


C,    H.   KuMMELL.     Solution   of  a  problem.     Analyst  YU. 

145-147. 

Von  zwei  Landmessern  soU  ein  ebenes  Feld  von  n  Seiten 
gemessen  werden.    Der  eine  misst  die  Reihen 

(1,2),  (2,3),  ...(ii-l,n),  («,1) 

mit  einer  Kette,  der  andere  die  Lagen 

»1,?,  Ä2^,    •  .  .   ^n^l,n}  »»,1 

mü  einem  Theodotithen.  Es  ist  bekannt,  dass  der  erste  einen 
wabrsebeinlichen  Fehler  von  o  Zoll  per  Kette  und  der  andere 
reo  iß''  per  Winkel  macht.  Man  soll  mit  Hfilfe  der  Methode  der 
kldnsten  Quadrate  die  Normalgleichungen  finden,  welche  die 
kleinsten  wahrscheinlichen  Correctionen  für  die  gemessenen  Grössen 
geben.  Glr.  (0.) 


0.  DB  Rossi  Ke.  Intorno  alla  costruzione  delle  carve 
intercalari  nelle  superficie  rappresentate  per  le  loro 
linee  di  livello   e  descrizione  di  un  nuovo  tiracurve- 

opisometro.    Acc.  P.  N.  L.  XXXIII.  232-238. 

Um  zwischen  gegebene  äquidistante  Niveaulinien  neue  einzu- 
schalten, schlägt  der  Verfasser  folgende  Regeln  vor.  Wenn  zwi- 
schen drei  aufeinanderfolgenden  NiveauHmen  eine  Gerade  sich 
Bo  ziehen  lässt,  dass  die  Gefälle  von  der  ersten  zur  zweiten  und 
?on  der  zweiten  zur  dritten  Linie  einander  gleich  sind,  so  wird 
ias  Profil  längs  jener  Geraden  als  geradlinig  betrachtet  und  der 
Ort  der  einzuschaltenden  Curve  durch  eine  einfttoÜe  Piwportion 
g;efiinden.    Wenn  die  beiden  Gefftlls  ungleich' sind/ wird  dte  be- 
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treffende  Profilstttck  als  Kreisbogen  betrachtet  und  der  Oft  der 
neuen  Linie  durch  eine  einfache  Construction  ermittelt 

Das  im  Titel  genannte  Instrument  ist  nichts  anderes  ab  ein 
Curvenlineal,  gebildet  von  einer  elastischen  Lamelle,  deren  Kxtm- 
muog  sich  nach  Belieben  yariiren  Iftsst  B. 


LiNDBMANN.      Dlrectc   trigonometrische  Berechnung   der 

Aufgabe  der  unzugänglichen  Distanz,    z.  r.  Verm.  ix.  58. 

B. 


A.  Nagel.   Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der  Geodäsie. 

Oiviling.  1880.  177-204,  398-424. 

Die  erste  Abtheilung,  Nr.  6)  der  ganzen  Reihe  yon  Hit- 
theilungen,  behandelt  folgende  Aufgabe:  ^Es  sind  zwei  mehr^r 
Kilometer  von  einander  entfernte  Punkte  gegeben;  es  soll  ein 
Zwisohenpunkt  der  geraden  Linie  zwischen  diesen  beiden  End- 
punkten bestimmt  werden.^  Die  Aufgabe  wird  erst  fbr  den  Fall, 
dass  die  Aussicht  zwischen  beiden  Endpunkten  frei  ist,  dann  auch 
fttr  den  Fall,  dass  keine  Aussicht  vorhanden  ist,  behandelt  ond 
an  Beispielen  erläutert.  Nr.  7)  enthält  eine  ausflihrliche  Dar- 
stellung der  Basismessung  auf  der  Plattform  des  Dresdener  Poly- 
technikums. O. 


E.  Maykr.     Ueber  Küstenaufnahmen.   Leipsig.  Tenboer. 


Capitel  2. 
Astronomie. 

H.   C.    E.   Martus.      Astronomische    Geographie.     Ein 
Lehrbuch  angewandter  Mathematik.    Leipiig.  c.  a  Koch 

Das  vorliegende  Lehrbuch  setzt  die  mathematischen  Kennt- 
nisse eines  Primaners  voraus.   Abschnitt  I,  der  Sternhimmel,  be- 
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bandelt  das  HimmelBgewöIbe,  die  Sternbilder,  die  astronomischen 
Hessinstrumente,  die  yerschiedenen  Goordinatensysteme  an  der 
Sphäre,  die  astronomischen  Zeiten  und  Zeitmasse,  die  Strahlen- 
brechung und  die  Hauptaufgaben  der  sphärischen  Astronomie. 
Abschnitt  II,  die  Erde,  bebandelt  im  1.  Capitel  die  Kugelgestalt 
der  Erde  und  des. Mondes,  die  Beweise  f&r  erstere,  die  geogra- 
phische Ortsbestimmung  und  die  Kartenprojection.  Capitel  2  ent- 
hält die  geodätischen  Instrumente  und  die  Principien  der  Grad- 
messungen, erläutert  an  dem  Berliner  Dreiecksnetz,  Berechnung 
des  Erdradius  und  der  Erdkrttmmung  kürzeste  Linien  auf  der 
Erdkugel  und  Grösse  und  Distanz  des  Mondes.  Capitel  3,  Be- 
wegung der  Erde,  bespricht  Rotation  und  Translation  der  Erde, 
die  yerschiedenen  Beweise  daf&r,  wobei  die  Erscheinungen  an 
den  anderen  Gliedern  des  Sonnensystems  in  ausgedehntem  Masse 
zur  Erläuterung  herangezogen  werden,  die  Kepler'schen  Gesetze 
and  die  Gravitation,  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  Sonnenparal- 
iaxe,  die  Stellung  der  Erde  im  Sonnensystem  und  die  Mondbahn. 
Capitel  4  endlich  behandelt  die  Elemente  der  Geodäsie  auf  dem 
Ellipsoid,  die  Pendelmessungen  und  die  Lothablenkungen.  Das 
vorliegende  Buch  unterscheidet  sich,  wie  aus  dieser  summarischen 
Inhaltsübersicht  hervorgeht,  in  der  Anlage  nicht  wesentlich  von 
den  zahllosen  Leitfaden  und  Lehrbüchern,  welche  die  mathe- 
matische Geographie  mehr  oder  minder  elementar  oder  populär 
behandeln,  in  Bezug  auf  Reichhaltigkeit  und  Ausführlichkeit  ist 
es  jedoch  den  meisten  überlegen.  Der  Verfasser  ist,  wie  die 
zahlreichen  Citate  und  Noten  zeigen,  bemüht  gewesen,  ftlr  die 
Zahlenangaben  und  anderen  Daten  auf  die  besten  Quellen  zurück 
zu  gehen,  und  dies  ist  ihm  im  Allgemeinen  gelungen.  Die  zahl- 
reichen Beispiele  und  Aufgaben  sind  meist  sehr  instructiv  ge- 
wählt, ebenso  sind  die  Abbildungen  und  Figuren  mit  Sorgfalt 
behandelt  Die  Beschreibung  einzelner  Messapparate  ist  höchst 
ausführlich,  wenngleich  sie,  für  den  Schüler  wenigstens,  die 
directe  Anschauung  oder  ein  schematisches  Modell  wohl  nicht 
ersetzen  können.  Hierher  gehört  u.  a.  die  Beschreibung  des 
Vemier,  des  Sextanten,  des  Theodoliten,  des  Mikrometers,  des 
Chronographen,  des  Basisapparates  von  Brunner  und  des  Fou- 
caulfschen  Pendels  der  Königstädtischen  Realschule  zu  Berlin. 
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Ebenso  ist  ein  Hauptgewicht  auf  die  Darstelhing  der  Bfeäiod^B 
gelegt,  welche  zu  grundlegenden  Resultaten  geführt  haben.  Z« 
moniren  sind  verschiedene  Ungenauigkeiten  und  Auslaasangen, 
welche  durch  den  elementaren  Charakter  der  Darstellung  keioea^ 
wegs  entschuldigt  werden.  Ebenso  sind  einzelne  vom  Verfiasaer 
reproducirte  Urtheile  über  Fragen  der  praktischen  Oeod&»e  minde- 
stens als  einseitig  zn  bezeichnen.  B. 


H.  RäsAL.     Astronomie  nautique.    Lioaviiie  J.  (3)  VL  8&-d9. 

Anzeige  des  Buches:  Astronomie  nautique  voa  Fqre. 

B. 


E.  MiLLOSBViGH.  Riflessioni  snlla  navigazione  aatrono- 
mica  e  specialtnente  suUa   ^Nouvelle  navigation  aatro- 

nomique.^     Atti  d.  ist.  Ven.  (5)  V.  1010-1033. 

B. 

J.  Hartmann.  Lehrbuch  der  Zeitbestimmung  und  Zeit- 
rechnung für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Seibat- 
unterrichte.   MüDchen.  E.  Stahl. 

Die  erste  Abtheilung  giebt  nach  Vorausschiokung  der  nöthigen 
Elemente  aus  der  sphärischen  Astronomie  eine  sehr  aasfbhrliebe 
Theorie  der  Sonnenuhren,  an  die  sich  ein  etwas  dürftiger  Ab- 
schnitt Über  moderne  Zeitbestimmung  anschliesst.  Die  zweite  Ab- 
theilung ist  der  Darlegung  des  Kalenderwesena  vom  Altoiham 
bis  auf  die  Neuzeit  gewidmet  Als  Anhang  sind  Tabellen  fbr 
den  Meton*schen  und  Gallippischen  Gyclus,  sowie  du  immer- 
währender Kalender  alten  und  neuen  Styls  beigeftlgt       B. 


Nordmann.    Ueber  eine  Art  der  Centralbewegung,  welche 
die  Planetenbewegung  als  Specialfall  einschliesst. 

Pr.  HalbersUdt. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  A.  p.  672. 
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H.  A.  HowE.     A  new  approximate  Solution  of  Kepler's 

problem.    Aetr.  Nachr.  XOVII.  No.  2322.  273-276. 

H.  A.  HowE.     Two  new  solutions  of  Kepler^s  problem. 

A8tr.  Nachr.  XCVm.  No.  2348.  305-308. 

B. 


Tel    von    Oppolzer.      üeber    die    ßestimmung    grosser 
wahrer  Anomalien  in  parabolischen  Bahnen. 

Berl.  Monatsber.  1880.  511-515. 

Umformmig  der  von  Sessel  fbr  den  in  Rede  stehenden  Fall 
gegebenen  Rechnungsvorschrift,  nebst  zwei  Tftfelchen  znr  Er- 
leichterung der  Rechnung.  B. 


W.  Fabritiüs.      üeber    den   Fall  des   grössten  Kreises 
bei  Bahnbestimmungen  aus  drei  beobachteten  Oertern. 

Astr.  Nachr.  XCYI.  Nr.  2298.  279-286. 

Unter  Richtigstelhing  einer  früheren  Arbeit  desselben  Ver- 
fassers werden  die  verschiedenen  Mögliebkeiten  disoutirty  welche 
den  sogenannten  Fall  des  grössten  Kreises,  d.  h.  das  Versagen 
der  üblichen  Bahnbestimmungsmethoden  herbeiführen  können. 

B. 

De  Gasparis.     Sopra  nna  relazione  di  distanze  nel  pro- 

blema   dei   tre  COrpi.    Astr.  Nachr.  XGVI.  No.  2302   337-344. 

Bezieht  man  im  Drei-KOrperproblem  die  Bewegung  eines 
jeden  Körpers  auf  jeden  der  beiden  andern,  so  besteben  zwischen 
den  Elementen  der  osculirenden  Ellipsen^  welche  diesen  sechs 
Bewegungen  entsprechen,  einfache  Relationen,  deren  Entwickelung 
Gegenstand  des  Aufsatzes  ist  B. 


Wbilbr.     Das  Problem  der  drei  Körper  in  der  neuen 

StärungStheorie.    Astr.  Naohr.  XOVIL  No.  2811.  97-112 ;  No.  2313. 
129-144;  No.  2815.  161-176j  No.  2817.  198-208. 
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Da  der  wesentlich  aus  Forraelentwickelungen  bestehende  In- 
halt der  Arbeit  eine  auszugsweise  Wiedergabe  nicht  zulässt,  so 
muss  sich  Referent  zur  Charakterisirung  auf  die  Angabe  be- 
schränken, dass  diese  „neue  Störungstheorie^,  welche  den  An- 
spruch erhebt,  einen  wesentlichen  Fortschritt  über  das  Bisherige 
zu  bedeuten,  auf  der  Integration  eines  Systems  7^  Ordnung  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  beruht,  zu  welchen  der  Ver- 
fasser unter  Benutzung  der  Jacobi'schen  Elimination  des  Knotens 
durch  Einführung  von  besonderen  Variabein  gelangt,  und  da« 
die  erforderlichen  Integrationen  in  successiver  Annäherang  durch 
Quadraturen  geleistet  werden.  B. 


Ch.  Trepied.     Sur  la  m^thode  de  Cauchy  pour  le  d^ 
veloppement    de    la    fonction    perturbatrice.     c.  B.  xc. 

1474-1477. 

Bezieht  sich  auf  die  Beseitigung  einer  Schwierigkeit^  welche 
bei  einer  der  von  Cauchy  vorgeschlagenen  Methoden  zur  Ent- 
Wickelung  der  Störungsfunction  eintreten  kann,  wenn  es  sich  nm 
grosse  Excentricitäten  handelt  B. 


F.  TissERAND.     Sur  un  d^veloppement  particulier  de  la 
fonction  perturbatrice.    c.  B.  xo.  557-561. 

Die  behandelte  Entwickeln ng  rührt  von  Cauchy  her.  Der 
Verfasser  giebt  nicht  allein  eine  einfache  Herleitung  ftlr  dieselbe, 
sondern  entwickelt  auch  den  Zusammenhang  zwischen  den  von 
Cauchy  hierbei  eingefOhrten  Transcendenten  und  den  Lapiace*- 
schen  Y,  sowie  den  hypergeometrischen  Reihen.  B. 


De  Gasparis.     Verifieazione  ed  uso  di  una  formola  pel 
calcolo  delle  perturbazioni  planetarie.  Acc.  R.  d,  L.  (3)  IV. 

246-248. 

Die  Formeln,  deren  Anwendung  hier  durch  ein  numerisches 
Beispiel  erläutert  wird,  beruhen  darauf,  dass  die  gesuchten  St6- 
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ruDgen  nach  Potenzen  der  Zwischenzeit  entwickelt  werden.   (Vgl. 
F.  d.  M.  XL  1879.  p.  803.)  B. 


S.  Newcomb.      A   method  of  developing  the   perturba- 
tive  fanction  of  planetary  motion.    Am.  J.  III.  193-210. 

Der  Verfasser  entwickelt  einen  Algorithmus,  welcher  auf  rein 
mechanische  Weise  die  reciproke  Distanz  zweier  Planeten  nach 
den  Potenzen  der  Excentricitäten  e  und  6'  zu  entwickeln  ge- 
stattet. Als  das  Wesentliche  hierbei  ist  hervorzuheben,  dass,  so- 
bald die  Entwickelungen  nach  e  für  e'  ==  0  und  nach  e'  für  e  =  0 
aufgestellt  sind,  die  Ausdrucke  für  die  dann  noch  anzuwendenden 
Operationssymbole  durch  symbolische  Multiplication  gefunden 
werden.  B. 


LEHMANN-FiLHis.     Schreiben  an  den  Herausgeber. 

Astr.  Nachr.  XCVIII.  No.  2348.  307-310. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:  „Gegeben  sind  die  drei  Oerter 
P^  Py  F'  eines  Planeten  und  die  entsprechenden  Oerter  £,  f,  E" 
fär  die  Erde.  Verbindet  man  den  Durchschnitt  der  Sehne  EE" 
und  des  Radiusvectors  zu  £'  mit  dem  analogen  Punkte  für  den 
Planeten,  so  geht  diese  Gerade  mit  Vernachlässigung  der  höheren 
Potenzen  der  Zwischenzeiten  immer  durch  denselben  Punkt  von 
E'F'.^  B. 


E.  SouRANDER.     Sur  le  discriminant  de  T^quation  dont 
d^pendent  las  in^galit^s  s^culaires  des  planstes. 

Act.  See.  FeDD.  XI. 
Siehe  P.  d.  M.  XI.  1879.  p.  805.  M.  L. 


De  Gasparis.     Sulla  variazione  della  eccentricitä  nelle 
orbite  planetarie.  acc.  b.  d.  L.  (3)  IV.  50. 

Bekanntes.  B. 
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De  Gaspasis.    Snr  la  Variation  de  la  longitude  du  noead, 
de  rincÜDaison,  et  du  demi-param^tre  datis  les  orttttes 

plan^taires.    Astr.  Nachr.  XOVL  No.  2293.  205-208. 

Bekanntes.  B. 


A.  DE  Ga8Pabi8.     Sar  la  yariation  du  demi-grand  axe 
des  orbites  plan^taires.   Monthl  Not.  XL.  269-270. 

Der  Verfasser  will  zeigen^  dass  man  dorch  Anwendung  der 
von  ihm  in  den  Astr.  Nachr.  2270  gegebenen  Formeln  za  be- 
kannten Resultaten  kommt  61r.  (0.) 


A.  Gaillot.     8ur  les  tables  du  mouvement  de  Satnme 
de  Le  Verrier.    C.  B.  xci.  847-849. 

Der  YerCaaser  macht  Mittbeilong  davon,  dass  eine  vonGyldin 
aufgefandene  empirische  Correctiou  der  Satamstafeln  von  LeTenrier 
Letzterem  bereits  bekannt  war,  aber  aus  ganz  bestimmten  Gründen 
nicht  bertlcksiohtigt  wurde.  B. 


A.   SoüCHON.      Sur   un  point  de  la  throne  analjtique 

du  Systeme  du  monde.   Astr.  Nachr.  XCVIL  No.  2318.  209-220. 

Enthält  die  Vervollständigung  der  von  Pontöcoolant  ge- 
gebenen Entwickelung  ftar  die  grosse  Ungleichung  bei  Jupiter  und 
Saturn.  B. 


H.  Hbnnesst.     Sur  la  figure  de  la  plannte  Mars. 

C.  R.  XC.  1419-1422. 

Der  Verfasser  sucht  auf  Grund  früher  von  ihm  entwickelter 
Formeln  zu  zeigen,  dass  die  Toung'schen  Messungen  der  Mars- 
abplattuug  besser  mit  der  Annahme  eines  früher  flüssigen  Zu- 
Standes,  als  der  einer  Oberflädienerosion  harmoniren. 

R 
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O.  Callandrbau.     Determination ,  par  les  in^thodes  de 
M.  Gyld^n,  da  moavement  de  la  plannte  H^ra. 

G.  B.  XO.  82-85. 

B. 


G.  H.  Darwin.     On  the  secular  chauges  in  the  elements 

of  the  Orbit  of  a  satellite.    Phil.  Trans.  CLXXL  713-891. 

Die  Arbeit  bandelt  von  dem  Einfluss  einer  Fluthreibung 
(fiictional  tide)  in  einem  Planeten  auf  die  Bahn  seiner  Satelliten 
und  besteht  aus  einer  Einleitung,  Theil  I  bis  VIII  und  einem  Appen- 
dix. Theil  VII  hat  zum  Titel:  Summary  and  discussion  of  resulta« 
und  enthält  eine  Auseinandersetzung  des  Problems  und  eine  summa- 
risebe  Inhaltsangabe  von  Theil  1  bis  VI.  Theil  VIII  hat  den 
Titel :  Review  of  the  tidal  theory  of  evolution  as  applied  to  the 
Earth  and  the  other  members  of  the  solar  System.  Er  enthftlt 
eine  Sammlung  der  gefundenen  Resultate  in  einer  Form,  in  der 
sie  zugleich  einen  geschichtlichen  Ueberblick  der  Untersuchungen 
über  das  Verhältnis  von  Erde  und  Mond  giebt,  und  zum  Sdiluss 
anch  die  übrigen  Planeten  Mars,  Jupiter,  Saturn  und  ganz  kurz 
Uranus  und  Neptun  berücksichtigt  Cly.  (0.) 


SouiLLART.      Theorie    analjtiqae   des    mouvements    des 
sateiUtes  de  Jupiter.    Mem.  of  a  Aetr.  Soo.  XLV.  i-u^. 

In  dieser  Abhandlung  behandelt  der  Verfasser  die  analytische 
Theorie  der  Jupitertrabanten  nach  der  Methode  der  Variation  der 
Constanten.  Einen  Versuch  über  diesen  Gegenstand  hat  der 
Verfasser  bereits  in  den  Ann.  d.  TEc.  N.  (1)  II.  veröffentlicht. 
Aber  fortgesetzte  Betrachtungen  und  gründlichere  Studien  der 
Laplace'schen  Theorie  haben  ihn  allmäüg  zu  wesentlichen  Ver- 
besserungen, Modificationen  und  Ergänzungen  der  früheren  Ar- 
b0it  geführt.  Er  stellt  daher  in  dieser  Arbeit  alle  seine  Unter- 
sariiiiiigeii  über  die  Frage  zusammen,  welche  als  Basis  für  eine 
neue  Bestimmung  der  Elemente  und  zur  Constmction  neuer 
Tafeln  dienen  können.    Die  Theorie   ist  im  Ganzen   der   von 
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Laplace  entsprechend  und  unterscheidet  sich  von  ihr  nur  durch 
die  Verschiedenheit  der  fundamentalen  Methode.  Durch  eine  Modi- 
fication  der  gewöhnlichen  Integrationsmethode  erhält  der  Ver- 
fasser die  erste  Näherung  in  den  Ungleichheiten  des  Radiusvectors 
und  der  Länge  neben  den  Gliedern  der  ersten  Ordnung  in  Be- 
Ziehung  auf  die  störende  Kraft,  deren  wichtigste  das  Quadrat 
von  ihr  enthält.  Laplace  hatte  die  Glieder  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  als  vernachlässigbar  betrachtet;  der  Verfasser 
findet  jedoch,  dass  sie  sehr  merkbar  sind  und  die  Coefficienten 
der  grossen  Ungleichheiten  der  drei  ersten  Satelliten  weseDtlieb 
beeinflussen.  Das  ist  der  wesentlichste  Punkt,  in  dem  keine 
Uebereinstimroung  zwischen  den  beiden  Theorien  vorhanden  ist 

Glr.  (O.) 

A.  DE  Gasparis.  Sulla  variazione  dell'  area  descritta 
dalla  luna  intorno  alla  terra,  prodotta  dall'  azione 
solare.    Acc.  R.  d.  L.  (3)  IV.  116. 

Bekannte  Störungsformel.  B. 


J.  C.  Adams.     Note  on  the  constant  of  lunar  parallax. 

MoDthl.  Not.  XL.  482-488. 

Bemerkungen  über  die  scheinbar  mangelnde  Uebereinstiiii- 
mung  in  den  Werthen  der  Gonstante  der  Mondparallaxe,  die  der 
Verfasser  im  Nautical  Almanac  fbr  1856  und  Hansen  in  seiner 
Einleitung  zu  den  Mondtafeln  gegeben  hatte.  Glr.  (0.) 


J.  C.  Adams.  Investigation  of  the  seeular  acceleration 
of  the  moon's  mean  motion  caused  by  the  seeular 
change  in  the  eccentricity  of  the  earth's  orbit;  taking 
into  aecount  terms  of  the  order  m\  but  negleetiog 
the  eccentrieity  and  inclination  of  the  moon'a  orbit. 

MoDthl.  Not.  XL.  472-482. 

Analytische  Untersuchung  der  beiden  Hanptglieder  der  Aooele- 
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ration  unter  den  im  Titel  gegebenen  Voraussetznngen.  Die  Re- 
sultate sind  mit  denen  übereinstimmend,  welche  der  Verfasser 
in  einer  Arbeit  in  den  Phil.  Trans,  von  1853  gegeben  hatte. 

Glr.  (0.) 


G.  B.  AiRY.  On  the  theoretical  value  of  the  accelera- 
tion  of  the  moon's  mean  motion  in  longitude,  produced 
by  the  change  of  eccentricity  of  the  earth's  orbit.    Cor- 

rection   and   addition.    Monthl.  Not.  XL.  368-376,  385,  578-599. 

J.  C.  Adams.  Note  ou  the  Astronomer  RojaFs  investiga- 
tion  of  the  theoretical  value  of  the  acceleration  of  the 
moon's  mean  motion.   Monthl.  Not.  XL.  411-415. 

Herr  Airy  untersucht  den  Werth  der  säcularen  Acceleration 
durch  eine  ^numerische"  Mondtheorie  und  erhält  den  alten 
Werth  von  10"  als  die  Acceleration  für  ein  Jahrhundert.  Herr 
Adams  macht  auf  die  Mängel  der  Schlussfolgerung  aufmerksam; 
in  dem  Zusatz  giebt  Herr  Airy  eine  zweite  Untersuchung,  in  der 
er, den  Adams'schen  Werth  von  6"  erhält.  Glr.  (0.) 


G.  H.  Darwin.     On  the  secular  effects  of  tidal  fi-iction. 

Aatr.  Nachr.  XOVL  No.  2294.  217-222. 

Selbstanzeige  von  vier  in  den  Schriften  der  R.  Society  publi- 
cirten  Arbeiten.  B. 


Lehmann- FiLHÄs.  lieber  die  Bestimmung  des  Radia- 
tionspunktes eines  Sternschnuppenschwarms  mit  Hülfe 
eines   neuen   Meteoroskops.     Astr.  Nachr.  xcvi.  No.  2296. 

241-248. 

Das  Meteoroskop  ist  eine  parallactische  Maschine,  welche 
ausser  Rectascension  und  Declination  eines  Punktes  der  Meteor- 
bahn noch  den  Positionswinkel  der  letzteren  angiebt.  Während 
die  Rechnung  sich  hierbei  sehr  einfach  gestaltet,  soweit  der  rein 

FortMtar.  d.  Math.  XIL  3.  55 
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geometrische  Theil  der  Aufgabe  in  Frage  kommt,  erfordert  4k 
Abschätzung  des  jeder  Messung  beizulegenden  Gewichtes  tiot 
weitläufigere  Untersuchung,  welche  den  Hauptinhalt  dea  Auf- 
satzes ausmacht.  B. 


Lehmann- FiLHES*     Ueber   die   Vertheilung    der   Radia- 
tioDspunkte    an   der  HimmeUkugel.    Astr.  Nachr.  XCVE 

No.  2327.  353-368;   No.  2328.  369-372. 

Um  die  scheinbare  Vertheilung  der  Radianten  an  der  Him- 
melskugel  zu  ermitteln^  hatte  Schiaparelli  die  Annahme  za  Grunde 
gelegt,  dass  die  Vertheilung  der  parabolischen  Meteorbahnen  in 
grosser  Entfernung  von  der  Sonne  eine  rein  zufällige  sei;  die 
daraus  gezogenen  Schlüsse  widersprachen  jedoch  der  Erfahrung. 
Der  Verfasser  unternimmt  nun  zu  zeigen,  dass  dieser  Wider- 
spruch schwindet,  sobald  man  die  räumliche  Ausdehnung  des  Erd- 
körpers mit  berücksichtigt  R 

H.  Gylden.     Versuch  einer  mathematischen  Theorie  zur 
Erklärung  des  Lichtwechsels  der  veränderlichen  Sterne. 

Act.  Soc.  FeDD.  XI. 

Siehe  F.  d.  M.  XL  1879.  p.  810.  M.-L. 


C.  Taylor.     Insigniores  orbitae  cometarum  proprietates. 

MesseDger  (2)  IX.  158-164;  X.  79-83. 

Fortsetzung  der  Arbeit  aus  dem  Messenger  (2)  IX.  63-71 
(s.  F.  d.  M.  XI.  1879.  p.  47).  Sie  enthält  Mittheilungen  Über  Sätze 
von  Lambert,  die  sich  in  seinem  dort  citirten  Werke  befinden 
und  Kegelschnitte,  besonders  die  Bewegung  in  Kegelschnitten  be- 
treffen. Zu  denselben  werden  verschiedene  Beweise  mitgetheilt 

Glr.  (0.) 

R.  Radau.    Sur  la  r^fraction  de  ßessel.   c.  R.  xc.  1264-I2e7 

B. 


Capitel  2.    Aetrouomie.  3g7 

C.  Israel,      üeber  die  theoretisch  möglichen  Fälle  der 

Polhöhenbestimmung.     Gnmert  Aroh.  LXV.  225^39. 

Es  wird  vorausgesetzt,  dass  von  den  BestimmuDgsstOcken: 
Höhen,  Azimutbe  oder  AzimuthdiffereDzen,  StundenwiDkel  oder 
Zeitdifferenzen,  Declination,  Lage  des  Meridians,  die  zur  Er- 
mittelung der  Polhöhe  nothwendige  resp.  hinreichende  Anzahl 
gegeben  seL  Unter  der  Annahme,  dass  die  Beobachtungen  sich 
nur  auf  einen  einzigen  Stern  beziehen,  werden  dann  die  ver- 
schiedenen möglichen  Fälle  durchmustert  und  classificirt. 

B. 


G.    LoRENZONi.      Sul   luogo   sfcrico   dei   punti  nei  qiiali 
h  minima  la  variazione  deil'  azimut  rispetto  al  tempo. 

Atti  d.  I8t.  Ven.  (5)  V.  749-775. 

Die  Arbeit  behandelt  ausführlich  den  Ort  der  Punkte  an  der 
Sphäre,  in  denen  die  Ableitung  des  Azimuths,  genommen  nach 
dem  Stundenwinkel  bei  constanter  Declination  und  Polhöhe,  dem 
absoluten  Betrage  nach  ein  Minimum  wird.  An  die  Discussion 
der  Curven  auf  der  Sphäre  schliesst  sich  dann  die  Behandlung 
ihrer  centralen,  stereographischen  und  orthographischen  Projection. 

B. 

A.    Abetti.     Sulla  determinazione  del  tempo  coli'  osser- 
vazione    dei    passagi    delle   stelle  pel    vertiöale  della 

polare.     Atti  d.  ist.  Veo.  (6)  VI.  931-957. 

Die  hier  entwickelte  Methode  der  Zeitbestimmung  ist  eine 
Hodification  der  bekannten  Methode  von  DöUen.  Die  Abände- 
rung besteht  im  Wesentlichen  darin,  dass  jeder  Stern  in  beiden 
Kreislagen  beobachtet  wird,  und  dadurch  die  Berücksichtigung 
des  Collimationsfehlers  und  eventuell  die  Beduction  auf  den 
Mittelfaden  fortfällt.  B. 


oo- 


36g  XII.  AbschDÜt    Geod&8ie  and  Astronomie. 

G.  LoRBNzoNi.  Snlla  determinazione  delle  coordinate 
angolari  mediante  gli  strumenti  astronomici  e,  iu  par- 
ticolare,  sullo  strumento  dei  passagi.    Atti  d.  ist  Ven.  ® 

IV.  1273-1370. 

Die  Arbeit,  welche  an  sich  Dichts  neoes  enthält,  ist  äne 
speciell  fUr  das  Bedürfnis  italienischer  Leser  bestimmte  mono- 
graphische Darstellung  der  Theorie  astronomischer  Winkelmessnii- 
gen,  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Durchgangsinstnunents. 

B. 


A.  Saporetti.  .  Metodo  teorico  pratico  per  iscoprire 
gristanti  del  nascere  e  tramontare  della  laiia  special- 
mente  coUa  Connaissance  des  Temps  e  col  Nantical 

Almanac  Greenwich.    Mem.  di  Bologna  (4)  L  235-275. 

Eine  fllr  den  elementaren  Gegenstand  recht  weitschweifige 
Darlegung  von  Methoden  zur  Berechnung  der  Auf-  und  Unter- 
gänge des  Mondes.  B. 


Pechüle.  D^rivation  de  formules  de  r^duction  pour 
des  observations  k  disque  circulaire,  faites  avec  le 
micromfetre  annulaire  an  proximit^  de  ITiorizon. 

Astr.  Nachr.  XOVIII.  No.  2339.  165-174, 

Enthält  die  Reduotionsvorschriften  f&r  Ringmikrometerbeob- 
achtungen von  Scheiben.  R 


E.  B.  Elliott.     Calendar  foraiulae.    Waah.  Bull.  ii.  87-» 

Regel,    um    den    zu  einem    bestimmten    Datum    gehörigen 
Wochentag  zu  finden.  B. 


Anhang. 


F.  X.  Steck  und  J.  Bielmayr.     Sammlung  von  arith- 
metischen Aufgaben  in  systematischer  Ordnung.  6**  Aufl. 

KempteD.  Kösch. 

Unveränderte  neue  Auflage  der  bereits  früher  besprocbenen 
Sammlung.  0. 

A.  BosET.     Traite  ^l^mentaire  d^algJjbre.  Bnixeiiea.  Mayoiez. 

Paris.    Gaothier- Villare.  8». 

Inhalt:  1)  Buchstabenrecbnen.  2)  und  3)  Lineare  und  qua- 
dratische Gleichungen.  4)  Reihen  und  Logarithmen.  5)  Ketten- 
brüche und  unbestimmte  Gleichungen.  6)  Gombinationen.  Wahr- 
scheinlichkeit. Binomen.  Reihen.  7)  Wurzelrechnung.  Expo- 
nentialgleichungen. 8)  Elemente  der  Differentialrechnung  mit 
den  gewöhnlichen  Anwendungen.  9)  Allgemeine  Theorie  der 
Gleichungen.  10)  Differenzen.  11)  Kationale  Brüche.  Recurrente 
Reihen.  12)  Determinanten.  Theorie  der  Elimination.  Capitel  9 
ist  nach  dem  Cours  d'analyse  von  Catalan,  Capitel  12  nach 
Salmon  bearbeitet.  Es  fehlt  dem  Buche  häufig  an  der  erforder- 
lichen Strenge,  namentlich  an  den  Stellen,  wo  die  Methode  der 
Grenzen,  des  unendlich  Kleinen  und  der  unbestimmten  Coefficien- 
ten  angewandt  wird.  Mn.  (0.) 
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F.  J.  StudniÖka.     Lehrbuch  der  Algebra  fttr  die  oberen 
Klassen  der  Mittelschulen.     Zweite  Aufl.    (Bobmiach.) 

Die  Veränderung  bezieht  sich  auf  die  Einfügung  von  zwri 

neuen  Paragraphen,  wovon  der  erste  (§  7)  die  Theilbarkeit  der 

Zahlen  sammt  Folgerungen,  der  zweite  (§  8)  die  Verwandlung 

der   gemeinen    Brüche   in    Decimalbrüche  und    umgekehrt   zan 

Gegenstande  hat.    Ausserdem  findet  sich  darin   eine  einfachere 

Ableitung  der  Binomialcoefficienten  vor. 

Std. 


W.    GOSIEWSKI.      Algebra.     Warschau.  (Polnisch). 

Die  Schrift  enthält  eine  Auseinandersetzung  des  Inhalts  der 
Algebra,  dann  ein  Programm  dieser  Lehre  f&r  Gymnasien  and 
Realschule^,  eine  Notiz  über  Geschichte  der  Algebra  in  EUiropa 
und  speciell  in  Polen.  Dn. 


W.   TrYBÜLSKI.      Arithmetik.     Warschau.  (Polnisch). 

Die  Abhandlung  enthält  in  kurzer  Darstellung  die  G^schiehte 
der  Arithmetik  im  Allgemeinen,  eine  ausführlichere  Geschichte 
dieser  Lehre  in  Polen,  eine  Inhaltsangabe  mehrerer  älterer  und 
neuerer  polnischer  arithmetischer  Lehrbttcher,  eine  klare  Dar- 
legung der  modernen  Unterrichtsmethoden  und  viele  Bemeikangea 
pädagogischen  Inhalts.  Dn. 


W.  ScHRADER.     Mathematisches  Formelbuch.     Leitfaden 

und  Repetitorium.    Halle.  Schrodel  n.  Simon. 

Enthält  eine  übersichtliche  Sammlung  des  FormelmaterialB 
ans  der  Arithmetik,  Algebra,  Analysis,  Trigonometrie,  analytischen 
Geometrie  und  mathematischen  Geographie,  wie  es  auf  Schulen 
gebraucht  wird.  0. 
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Bremiker'ö  logarithmisch -trigonometrische  Tafeln  (mit 
6  Decimalen),  nebst  einer  Tafel  der  Gauss'schen  Lo- 
garithmen.   Polnische  Ausgabe  mit  Erläuterungen  von 

Dr.  Daniel  Wierzbicki  aus  Krakau.   Berlin.  Nicolai. 

Do. 

F.  G.  Gauss.  Fünfstellige  vollständige  logarithmische 
und  trigonometrische  Tafeln  zum  Gebrauche  für  Schule 

und    Praxis.      11**  Aufl.    Leipzig.   Stern. 

Neue  unveränderte  Auflage  der  bekannten  Tafeln. 

0. 

Ch.  A.  Vogler.  Erwiderung  auf  einige  Fragen  des 
Herrn  Laianne.   z.  f.  Verm.  ix.  127-13L 

Herr  Vogler  hatte  in  der  Anzeige  seines  Buches  ^Anleitung 
zum  Entwerfen  graphischer  Tafeln  und  zu  deren  Gebrauch  beim 
Schnellrechnen  sowie  beim  Schnellquotiren  mit  Aneroid  und 
Tachymeter,  für  Ingenieure,  Topographen  und  Alpenfreunde. . . . 
Berlin  1877-  Ernst  u.  Kom^  im  Repertorium  der  Math.  II. 
268-^27 1  sich  über  die  von  Herrn  Laianne  (z.  B.  C.  R.  LXXX V. 
1012— 1014,  s.  a.  F.  d.M.  IX.  1877.  813—814)  erhobenen  Kla- 
gen geäussert.  Hierauf  antwortete  Herr  L.  Laianne  in  dem- 
selben Bande  des  Repertoriums  416—419.  Er  hielt  seine  Klagen 
aufrecht  und  stellte  verschiedene  Fragen  an  Herrn  Vogler.  In 
der  Erwiderung  vertheidigt  sich  dieser  gegen  die  Vorwürfe, 
maeht  auf  Missverständnisse  des  Herrn  Laianne  aufmerksam,  er- 
kennt wieder  die  Priorität  desselben,  soweit  sie  ihm  berechtigt 
erscheint,  an  und  beantwortet  die  an  ihn  gerichteten  Fragen. 

Rs. 

J.  M.  MCKENZIE.    Erreurs  dans  les  tables  math^matiques. 

Darboox  Bull.  (2)  IIL  31-32. 

Giebt  Fehler  an,  die  sich  in:  Vazquez  Queipo,  ^Tables  de 
logarithmes  k  six  döcimales"^  und  anderen  Tafeln  finden. 

0. 
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W.  Adam.  Methodische  Anweisung  zum  Ausziehen  der 
Quadrat-  und  Kubikwurzel  mit  Anwendung  zu  geo- 
metrischen Berechnungen,  nebst  zahlreichen  Uebongs- 
aufgaben.  Zugleich  das  Wichtigste  von  den  Opera- 
tionen mit  PotenzausdrUcken  und  Wurzelgrössen  ent- 
haltend.    Zweite  verbesserte  Aufl.  Stuttgart  6.  Lemppe&aiL 

Das  vorliegende  Elementarbucb  ist  in  erster  Linie  zum  Ge- 
brauche an  Schullehrer-Seminarien  bearbeitet  Die  in  den  beiden 
ersten  Abschnitten  zusammengestellten  Sätze  der  Potenz-  and 
Wurzellehre  werden  nicht  bewiesen ,  sondern  nur  aus  einzelnes 
Beispielen  abstrahirt  Die  Vorschriften  fbr  die  Ausziehung  der 
Quadrat-  und  Gubikwurzel  enthalten  manche  ftlr  die  Praxis 
brauchbaren  Winke.  In  der  zweiten  Auflage  ist  besonders  die 
Methode  der  Cubikwurzelausziehung  durch  Kürzungen  verbessert 
worden.  M. 


Sylvester.     Solution  of  a  question   (403 1).    Educ  linwi 

XXXIII.  96. 

Es  wird  der  Begriff  tree,  Baum,  hier  ftlr  „Wissenscbafts- 
System"*  gebraucht  (wir  haben  analoge  Bezeichnungen  in  den 
Worten  Silberbaum,  Bleibaum  etc.),  folgendermassen  festgesetzt: 
1)  Eine  Verzweigung  (ramification)  ist  ein  System  von  Beziebim- 
gen  zwischen  Punkten,  so  dass  jeder  Punkt  mit  einem  oda* 
mehreren  Punkten  in  Beziehung  steht,  doch  so,  dass  kein  System 
von  aufeinanderfolgend  bezogenen  Punkten  einen  in  sich  selbst 
zurttckkehrenden  Kreis  bildet.  2)  Ein  Baum  ist  eine  irredodble 
Verzweigung,  d.  h.  eine  solche,  in  der  kein  Aggregat  von  zwd 
oder  mehreren  Verzweigungen  möglich  ist  M. 


W.  C.  WiTTWER.  GrundzUge  der  mathematischen  Chemie. 

Schlömilch  Z.  XXV.  353-374. 

Die  in  seinem  Buche  ^^Die  Moleculargesetze.  Leipzig,  1871'' 
veröffentlichte  Theorie  des  Verfassers,  welche  die  Erscheinungen 
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der  Molecularphysik  darstellen  sollte,  wird  auf  die  Chemie  an- 
gewendet. Im  allgemeinen  Theile  werden  die  Hypothesen  ge- 
geben und  einige  Fundamentalsätze  entwickelt,  welche  ftlr  alle 
chemischen  Erscheinungen  gelten.  In  dem  speoiellen  Theile 
sollen  die  einzelnen  Elemente  behandelt  werden;  bisher  ist  nur 
der  Wasserstoff  in  Betracht  gezogen.  Bs. 


A.  Kurz.     Aus  der  Schulmappe.    Bair.  Bi.  xvi.  28-32,  226-231. 

3t>0-366,  466-460. 

77.  Zur  Einleitung  in  die  Physik.  Als  die  drei  Haupt- 
capitel  werden  postulirt:  Statik  und  Dynamik;  Hydrostatik; 
Hydrodynamik,  Aerostatik,  Aerodynamik  sammt  Capillarität; 
Wellenlehre  und  Akustik.  Die  Imponderabilien  werden  in  be- 
sonderen Abschnitten  behandelt.  78.  Ein  Beispiel  der  Gentri- 
fugalkraft.  Elementare  Berechnung  der  Festigkeitsgrenze  für 
eine  durch  die  Centriiugalkraft  in  Anspruch  genommene  Rad- 
speiche. 79.  Der  Regenbogen.  Darstellung  der  Brechungsver- 
bältnisse  durch  Zeichnung.  80.  Theoretische  Schallgeschwindig- 
keit Dieselbe  wird  nach  einer  bekannten  Formel  für  Luft, 
Wasser  und  Eisen  numerisch  berechnet.  81.  Mechanik  der  Seifen- 
blase.   Da  auf  die  äussere  und  innere  Haut  einer  solchen  resp. 

u 

die  Drucke  K+  —  wirken,  so  muss  der  üeberdruck  der  inneren 

""  Q 

gegen  die  äussere  Luft  der  Kraft  Gleichgewicht    halten. 

Q 

82.  lieber  den  Foucault'schen  Pendel  versuch.  Besprechung  der 
kritischen  Arbeit  von  Röthig  (Schlömilch  Z.  XXIV.  1 879.,  s.  F.  d.  M. 
XI.  p.  42)  83.  Skalenaräometer.  Hinweis  auf  die  bekannte  rein 
geometrische  Construction  der  Skala  einer  solchen  Senkwaage. 
84.  Die  Energie  des  Pendels.  Im  Anschluss  an  Maxwell  wird 
die  bekannte  Formel  ftlr  die  Schwingungsdauer  des  mathemati- 
sehen  Pendels  aus  der  Thatsache  hergeleitet,  dass  ein  Pendel  in 

der  Verticale  die  kinetische  Energie  — j= —    besitzt,    und    dass 
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der  nämliche  Ausdruck  die  potentielle  Energie  fUr  den  Moment 
der  grössten  Elongation  darstellt.  85.  Reduction  des  Barometers 
auf  0^.  Hierfür  existiren  Tabellen,  deren  Angaben  jedoch  dem 
Verfasser  zufolge  nur  ftlr  eine  Messingskala  gelten,  fQr  eine  Glas- 
skala dagegen  um  -^  verkleinert  werden  sollen.  86.  Die  mecha- 
nische Wärmetheorie  noch  einmal.  Specialisirung  des  zweiten 
Hauptsatzes  an  dem  Beispiel  der  Heissluftmaschine.  87.  Spe- 
cifische  Gewicbtsbestimmung  mit  Rücbsicht  auf  den  Luftauflkrieb 
und  die  Temperatur  des  Wassers.  Die  in  Miscelle  68  vom  Ver- 
fasser gegebene  Formel  deckt  sich  mit  den  von  Beetz  und  Eohl- 
rausch  zum  gleichen  Zwecke  angegebenen  Formeln.  88.  Die 
Wasserpumpe.  Elementare  Bestimmung  des  von  einer  Hebe-  und 
Druckpumpe  geleisteten  Arbeitsquantums.  89.  Die  Optik  als 
IV.  Gapitel  der  Physik.  Dreizehn  Abschnitte.  90.  Die  Thermik 
als  V.  Gapitel.  Zwölf  AbschniUe.  91.  Die  Elektrik  als  VI.  (letetee) 
Gapitel  der  Physik.  Sechzehn  Abschnitte.  92.  Die  specifische 
Wärme  der  Luft  und  das  Poisson'sche  Gesetz.  Dieses  G^eeetz, 
welches  den  adiabatischen  Process  der  Thermodynamik  in  die 
Formel  p:p^  ^  (Vo'^y  kleiden  lehrt,  ist  beim  Unterrichte  besser 
zu  verwenden,  als  Näherungsformeln.  93.  Ein  grosser,  bequemer, 
billiger  Wellenapparat.  Bleikugeln,  die  von  der  Decke  eines 
Zimmers  herabhängen  und  durch  Stücke  dünnen  Spiraldrahtes 
unter  sich  verbunden  sind.  94.  Alle  Interferenzfälfe.  Dieselben 
sichtbar  vor  Augen  zu  stellen,  kann  man  sich  mit  Vortheil  des 
Blackburn'schen  Pendels  bedienen.  95.  üeber  die  Verdampfungs- 
wärme des  Wassers.  Die  Glausius'schen  Formeln  lassen  in  ihrer 
Structur  den  physikalischen  Process  erkennen,  dass  die  von  der 
Wärme  bei  der  Verdampfung  zu  leistende  Arbeit  mit  der  Höhe 
der  Temperatur  abnimmt  96.  Ueber  die  Fallgesetze.  Vorschlag, 
die  bezüglichen  Formeln  graphisch  zu  interpretiren.  97.  Ueber 
die  Fallbeschleunigung  auf  der  Erde.  Deren  Variation  lässt  sieh 
mit  feinen  Wägungsvorrichtungen  dadurch  nachweisen,  dass  ein 
und  derselbe  Körper  in  verschiedenen  Entfernungen  von  d^ 
Erde  verschieden  schwer  erscheint.  98.  Ueber  die  Grcschwin- 
digkeit  des  Pendels.  Nachtrag  zu  Miscelle  84.  99.  Pendel  mit 
Widerstand.     Wenn 


/ 
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X  =  X^  6-«'  COS 


ist,  so  kann  man  r  :=  x^  c^  als  Gleichung  einer  logarithmischen 
Spirale  betrachten  und  so  den  fraglichen  Schwingungszustand  als 
Projection  der  Bewegung  in  einer  solchen  Curve  auffassen. 
100.  lieber  den  Luftwiderstand  und  die  Luftreibung.  Zurück- 
fbhrung  der  bezüglichen  Constanten  auf  absolutes  Mass. 

6r. 
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